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PREFATA

Dintotdeauna, si mai ales in ultimii ani, s-a scris si s-a publicat o mare
varietate de culegeri de exercitii si probleme care acopera toate capitolele
matematicii, atat pentru fixarea si aprofundarea materialului expus in lectiile
predate n scoli, cat si pentru pregatirea examenelor de admitere la liceu, a
examenului de bacalaureat sau a examenelor de admitere in diverse forme
specializate de Invatamant, inclusiv Invatamantul superior.

Aceste culegeri au fost i sunt considerate materialul cel mai solicitat in
pregatirea elevilor, practica rezolvarii de exercitii §i probleme fiind de o
indiscutabila utilitate In vederea sustinerii majoritatii formelor de examinare;
aceasta practica este si obiectivul principal in toate formele de pregatire,
individuala sau, mai ales, asistata (de tip ,,meditatii”).

Rezolvarea de exercitii §i probleme consta 1nsa in punerea in aplicare a
unor instrumente care sunt furnizate doar de teoria matematicii, absolut si
evident indispensabile oricarei tentative de a aborda — fundamentat, creativ
si nu mecanic — practica rezolvarii a ceea ce propun culegerile amintite.

Publicatiile sintetice de tip ,,Tabele si formule matematice”, prin forma
foarte concentratd a continutului, nu pot constitui un material de studiu,
fiind foarte utile doar dupa parcurgerea acestuia.

In aceste conditii (si in mod curent), baza pregitirii teoretice a elevilor
o constituie manualele scolare, care urmaresc (cronologic, cu inevitabila
dispersie) o programa analitica esalonata pe toatad perioada pregatirii scolare.

In fata unui examen, elevii au la dispozitie si utilizeaza in general, pentru
partea teoreticd, doar multitudinea manualelor scolare; acestea ofera un
bogat continut informational (foarte util primului contact), dar sunt de o efi-
cienta redusa pentru un scop recapitulativ sau de sinteza, pentru aprofun-
dare; la fel, in practica rezolvarii de exercitii §i probleme.



In PARTEA 1, lucrarea de fati isi propune sa ofere, intr-o forma com-
pactd, dar nu sumara si evitdnd intentionat o prezentare sofisticata, sinteza
elementelor teoretice de baza ale instrumentarului practic din TRIGONO-
METRIE; la provocarea ,,CE” a culegerilor de exercitii si probleme se
intentioneaza a se da raspunsul ,,CU CE” i ,,CUM”.

Scopul principal urmarit este punerea la dispozitia elevilor (si nu numai)
a unui material usor accesibil si unitar, sintetic, insa suficient de detaliat
incat sa poata constitui un material de Insusire, de aprofundare sau de
recapitulare — cu aplicare practica directd si prin studiu individual — a
informatiilor furnizate in mai multi ani de scolarizare.

Fara stapanirea acestor informatii (evident gresit catalogate uneori ca
doar ,teorie sterila”), tentativa rezolvdrii practice de exercitii si probleme
este un demers aproape inutil sau, cel mult, mecanic.

Prezentarea notiunilor teoretice este nsotitd de exemple si sugestii de
aplicare, dandu-se solutii sau metode de rezolvare a celor mai frecvent
intalnite cazuri in practica rezolvarii de exercitii i probleme; din acest punct
de vedere, lucrarea constituie un GHID PRACTIC aplicativ, care poate fi
consultat si utilizat eficient chiar in timpul rezolvarii unui exercitiu sau a
unei probleme concrete.

in PARTEA a II-a sunt prezentate exercitii si probleme aplicative, cu
indicatii de rezolvare si raspunsuri corelate cu, si cu trimitere la PARTEA I,
precum si exercitii si probleme aplicative fara indicatii si raspunsuri.

Modul de prezentare vizeaza un nivel mediu de pregatire prealabila,
urmdrind eficienta perceptiei, intelegerea fondului notiunilor (cu scop
aplicativ in practica rezolvarii de exercitii si probleme) si intentionand ca
lucrarea sa fie utila cel putin majoritatii cititorilor, atat in pregatirea scolara
curentd, cat si, mai ales, in pregatirea premergatoare diverselor forme de
testare sau examinare.
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PARTEA 1. Elementele de baza

CONSIDERATI SI ELEMENTE PRELIMINARE

Matematica nu este abstracta! Abstractul este doar forma si mediul in
care matematica produce si evolueaza dar, dintotdeauna, matematica a plecat
de la si s-a intors — prin ceea ce a produs — la concretul fizic, fiind astfel un
exponent al gandirii si imaginatiei intelectuale precum si, poate, cel mai
productiv instrument in evolutia, dirijatd de om, a lumii fizice.

Matematica realizeaza astfel legatura bi-sens dintre realul fizic concret
si ,realul” abstract (avand, ca fundamentare si elemente de legatura, principiile
logicii): se ,,inspird” din concret, ,,creeaza” 1n abstract si valorificd in acelasi
concret fizic de la care a pornit.

Avand aceeasi geneza si evoludnd in acelasi fel, GEOMETRIA
studiaza (in esentd, dar nu numai) figurile geometrice, ca ansamble de
elemente geometrice. Pentru a raspunde necesitdtilor practice, pe langa
analizarea calitativd a acestora, GEOMETRIA trebuie sa dispuna si de
posibilitatea determindrii cantitative, prin calcul, a masurii elementelor
geometrice, componente ale figurilor geometrice §i intercorelate, ca
masuri, in ansamblul acestora.

TRIGONOMETRIA s-a nascut si s-a dezvoltat in GEOMETRIE,
initial ca parte integranta a acesteia si asigurand acestei discipline mate-
matice instrumente si mijloace de calcul puternice, care permit determi-
narea cantitativd a masurii tuturor elementelor unei figuri geome-
trice, fiind cunoscute masurile unora dintre aceste elemente si nu cu ne-
cesitate elemente identice tipologic.

Desi relativ limitate, GEOMETRIA dispunea de instrumente de
calcul cantitativ si fara aportul TRIGONOMETRIEI (relatii metrice, etc).
Doua exemple, comune, in acest sens:

1. fiind cunoscute masurile a doud unghiuri ale unui triunghi se
poate determina, prin calcul aritmetic, masura celui de-al treilea unghi,
suma masurilor unghiurilor intr-un triunghi fiind constanti (180 °);

2. fiind cunoscute lungimile a doua laturi ale unui triunghi drep-
tunghic, se poate determina, prin calcul algebric, lungimea laturii a treia,
prin teorema lui Pitagora.

In ambele cazuri sunt implicate elemente geometrice identice tipo-
logic (doar unghiuri sau doar segmente de dreapta).

Cunoscand, ca masuri, doar unghiurile unui triunghi, triunghiul
este nedeterminat, problema avand o infinitate de solutii (toate triunghuri
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asemenea); determinarea printr-o eventuald solutie unica impune preciza-
rea masurii a cel putin unui element liniar (latura).

Suntem deci frecvent in situatia de a calcula masurile unor un-
ghiuri gi segmente de dreaptd cunoscand (fiind date) masuri ale celorlalte
unghiuri gi/sau segmente de dreapta intr-o figurd geometrica.

In acest moment intervine TRIGONOMETRIA prin definirea
functiilor trigonometrice, ca propriu fundament (dezvoltat ulterior) si ca
prim pas in abordarea si solutionarea unei astfel de situatii.

Prin modul, deloc intdmplator, in care sunt definite functiile trigo-
nometrice, acestea realizeaza in esenta:

— alocarea unui numdr abstract, adimensional (farda ,unitate de
masura”) fiecarei masuri de arc / unghi (cu ,,unitate de masura”), pe care
o reflectd univoc, iar acest numar poate fi utilizat ca atare in calcule;

— legdtura intre masuri de arce / unghiuri si lungimi de segmente,
permitand corelarea cantitativa intre cele doua tipuri de elemente, liniare
si unghiulare.

Tot nu intamplator si deoarece figurile geometrice pot fi descom-
puse intr-un numar (finit sau infinit) de triunghiuri, functiile trigonome-
trice se definesc intr-un triunghi si se referd, in prima instanta, la triun-
ghiuri (de unde si etimologia cuvantului ,, TRIGONOMETRIE”).

NOTA: in cazul multor probleme de geometrie, rezolvarea
trigonometricd poate fi mai simpld si mai rapidd decét rezolvarea
geometrica!

Evoluand nu doar ca resursd pentru GEOMETRIE, ci si in inte-
riorul sdu, TRIGONOMETRIA si-a dobandit propria personalitate si
statutul entitativ ITn matematicd, avand aplicabilitate si in alte discipline
ale acesteia (vezi ALGEBRA, numerele complexe).

Unititile de masura pentru arce / unghiuri

Se considera un cerc de raza R (oarecare), cu centrul in punctul O.

A
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Notam cu L lungimea acestui cerc.

. .. L
Pentru oricare cerc si independent de raza sa R, raportul R este

constant si valoric acelasi, avand
L _ Lungime cerc

— =27 (L=2TR; T=— = 3,1415928 ...).
R Diametru cerc
in cercul dat consideram:
N
un arc de cerc, AmB;
A N

unghiul la centru AOB, care subintinde arcul de cerc AmB.

Avem (pentru orice arc i unghi la centru care il subintinde):
A M
masura (AOB) = masura (AmB)

Unitatile de masura pentru arce sunt (orice R, implicit L):

—arcul de 1 grad (1°),

: : L
arcul a carui lungime este ——

360
—arcul de 1 radian ( 1 rad ),
arcul a cérui lungime este egald cu lungimea razei R.

Rezultd cid masura unui cerc este de 360° sau 27T rad.

Unititile de masura pentru unghiuri sunt:

—unghiul de 1 grad ( 1°),
unghiul la centru care subantinde arcul de 1 grad;

—unghiul de 1 radian ( 1 rad ),
unghiul la centru care subantinde arcul de 1 radian.

Submultiplii arcului / unghiului de 1 grad ( 1°) sunt:
arcul / unghiul de 1 minut ( 1')
arcul / unghiul de 1 secunda ( 1")
cu: 1 grad (1°) =60 x [1 minut ( 1')] = 60 x [60 x 1 secundi ( 1" )]



12 EMIL STOICA

De notat: considerand oricate cercuri concentrice cu raze R (si, implicit,
lungimi L = 2TC R) diferite, un unghi la centru subintinde in cercurile res-
pective arce de lungimi diferite (dependente de raza R), dar cu aceeasi
masurd, exprimata in grade sau in radiani.

Cunoscand masurile o si B (exprimate in grade sau radiani) a,

respectiv, doud arce / unghiuri date, se definesc cele doud arce / unghiuri
ca fiind:

T
,complementare”, dacd: o + p = 90° sau o + B = ) rad;

,suplementare”, daci: o + B =180° sau o + P =T rad.

Functii

In sens matematic, functia este un procedeu bine determinat, prin
care, pornind de la elementele unei multimi, se creeaza / genereaza
elemente care apargfin unei noi multimi. Functia stabileste astfel o
corespondenta determinata intre cele doud multimi.

Considerand elementele a € A, printr-un procedeu, simbolizat f, se
genercazd elementele b € B, dependente de elementele a prin
procedeul f, ceea ce se scrie:

b =f(a)

Relatia de mai sus contine trei componente:

elementele ,,sursa”: a ..........

.......... elementele ,,destinatie”: b
(b rezulta din aplicarea lui f asupra lui a).

Conditia de unicitate: oricarui element a i se asociaza, prin f, un element
unic b.
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Pentru functia f se definesc:

— variabila independentd, orice element din mul{imea A;
— variabila dependentd / valoarea functiei, orice element din multimea B;

— domeniul de definitie al functiei, mul{imea A;
— codomeniul / domeniul de valori ale functiei, multimea B.

Se spune:
functia f este definita pe A, cu valori in B,
si se scrie f:A>B

De notat: conditiile de existenta ale procedeului / functiei impun restrictii
asupra domeniului de definitie; intotdeauna, primul pas in analiza unei
functii date este stabilirea domeniului sau de definitie!

Functia inversa a unei functii date f : A — B se noteaza cu f ™ si este
functia f "*: B — A adica este procedeul prin care, cunoscand o valoare b
a functiei, se determind valoarea variabilei independente a care a
generat-o prin f.

Logaritmarea; logaritmul

loga P = n astfel incat (deoarece) an =P.

loga P =logp P implica a=b
loga A=loga B implici A=B

loga 1 =0 (@°=1 pentru orice a)
logaa=1 (a'=a pentru orice a)

loga (AxB) = logg A +loga B

deci: loga A™ = mloga A siimplicit: loga VA" =™ log, A

n

A
loga B loga A -logy B
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Numere complexe

i =4/ (-1), unitatea imaginara.

Forma algebricd a numerelor complexe

z=a+hbi

Im &
Planul complex
bi oo .M (a,b)
r
t _Re
0 a
Rezulta: a=rcost si b=rsint

/ b
respectiv r=va’+ b? s t=arctg 3

Aceste relatii permit conversia coordonatelor polare
»modul” r, ,argument” t
in coordonate carteziene
(a b)

si reciproc, deci
Zz=a+bi=rcost+irsint=r(cost+isint).

Forma de scriere
z=r(cost+isint)

reprezintd forma trigonometrica a numerelor complexe.
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Puterile naturale ale unitatii imaginare i:

i"=i" cu r=0,1,2,3 pentruoricene N

Operatii in forma algebrica

Dacd z= a + bi, zx= a - bi este,,conjugatul” lui z.

zxz*=a’+b?
adica zxz*e R si zxz*=>0.

zZ=z1+2,=(a; xa) +(byxhy)i=a+bi

Z=2z1Z,=(a;a,-byb))+(@b,+a,b))i=a+bi

2=2112,=212,° 1 2,2,* = 212, | (8,2 + b, ?) =
=[(ay az + by by) + (@, by - a3 by) i] / (@22 + by )] =

[(al a, + by by) /(@22 + b, )] + [(3-2 b, -a; bz)/(az + b, )] 1=

=a+bi.
Zy =2, implicda a;=a, si by =b,.

Pentru un numar real a € R avem:

a>0 r=lal, t=0;
a<0 r=lal, t=T

Pentru un numar imaginar bi avem:

b>0 r=Ibl, t=m/2;
b<O0 r=Ibl, t=3m/2





