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Az alédbbi téblazat olyan matematikusokat tartalmaz, akik donté mértékben jarultak

MATEMATIKUSOK ESFELFEDEZESEIK

hozza a X. osztdlyban tanult matematikai elméletek felfedezéséhez.

I dészak Név Felfedezés
1202 Leonardo Fibonacci Fémive: Liber Abacci
(1170?7-12507?) Fibonacci sorozata rekurencia képlettel:
f]_ = f2 :1, fn = fn_]_ + fn_z, han > 3.
A sorozat dltalanos tagjanak képlete:
155
f,=— - , n>1.
NI 2
1614 John Neper » Description des merveilleuses regles des
(1550-1617) logarithmes et de leur usage...” c. miivében
skét matematikus el soként hasznélta a logaritmus fogal mét.
1624 Henry Briggs Elkészitette az els6 tizes alapl
(1556-1630) logaritmustabl &.
angol matematikus
1637 René Descartes Az analitikus geometria felfedezéje.
(1596-1650) A komplex szdmokat tanulméanyozva
francia matematikus bevezette a, valdsrész” és, képzetes rész”
fogalmakat.
z=x+iy(i?=-1),x=Re(2,y=1m(2).
1797 Carl Wessel A z=x+ iy komplex szdmot az OM (X, y)
(1745-1818) helyzetvektorral dbrézolt
norvég matematikus yzetvextorr razofta
A z=x+ iy komplex szamot a Descartes-féle
1806 Jean Argand koordinatarendszer M(x,y) pontjaval
(17,.68_1822) . abrazolta.
svgci matematikus (Ox = valés tengely, Oy = képzetes tengely)
Megadta a komplex szdmokkal végzett
Karl Friedrich Gauss miiveletek mértani értelmezését.
(1777-1855)
XVII- Blaise Pascal
XVIII. (1623-1662)
szézad Jacob Bernoulli
(1654-1705) A val észintiségszamités elméletének
Laplace (1749-1827) megal apozoi, elsb kidolgozoi.

Poisson (1781-1840)
Csebisev (1821-1894)
Markov (1856-1922)
Hincsin (1894-1959)
A.N. Kolmogorov
(1903-1982)




1. SZAMHALMAZOK

Ebben a fejezetben két fontos szamhalmazzal foglalkozunk: a valés szamok hal-
magzéaval és a komplex szamok halmazéaval.

A valos szamok esetében megvizsgaljuk a pozitiv szamok valos kitev§ji hatvanya-
inak tulajdonsagait. Részletezziik a magasabb kitev6ji gyokok tulajdonséigait illetve
a rajuk vonatkozo miiveleti szabalyokat. Ertelmezziik egy pozitiv szam logaritmusat,
megadva a logaritmusokkal végezhetd mitiveletek tulajdonsagait.

A masodik halmazra vonatkozoan ismertetjiik egy komplex szam két lehetséges
megadasi moédjat: az algebrai illetve a trigonometriai alakot. Bemutatjuk a veliik
végezhetd miiveletek geometriai interpretaciéit: az algebrai alakban megadott kom-
plex szamok esetén a vektormiiveletekkel valé analégiat adjuk meg, trigonometriai
alak esetén pedig a geometriai transzformaciokra hivatkozunk.

e Komplex szamok

e Valés szdmok............ ... ... .. ) leebrai alaki 33
o Természetes kitevdji hatvanyok ...5 ?{ge rlal a a‘Ja k """""""""
e Racionalis kitevgjd hatvanyok .. ... 7 ¢ homplex éz’am(’) )
o Trracionalis. valos geometriai dbrazolasa ............ 49
kitev6jd hatvanyok .............. 10 * K?mplex SZZ'%H.lOk .
o Az n-edik gyk 19 trigonometriai alakja ............ 56
e Logaritmusok .................... 24 * KOI;II){IQX siam 68
e A komplex szamok halmaza ...... 33 n—.e ' . BYOREL vvvvveeeeeenenn
o Kittlizott feladatok ............... 74

1.1. Valés szamok
1.1.1. Természetes kitevsjti hatvanyok

Elgszor felevelenitjiik egy valos szdm hatvanyanak fogalmét abban az esetben,
amikor a hatvanykitevs természetes szam. Ha a € R és n € N*, akkor a kdvetkezs
értelmezést hasznaljuk:

Ertelmezés. Az a szam n-edik hatvanyan az a-nak énmagaval vett n-szeres
szorzatat értjiik és a™ -nel jeloljiik (olvasd: ,a az n-ediken”), tehat
a"=a-a-...-q.
—_———

n—szer

a™ =hatvany, a = hatvanyalap, n =hatvanykitevd.
Ha a # 0, a° = 1; 0° nem értelmezett; a' = a.




A tovabbiakban felsoroljuk a természetes kitevsji hatvanyok fontosabb tulajdon-
sagait.

1) Azonos alapi hatvanyok szorzasa:

™z =™t 2 € R, m,n € N*,
Azonos alapi hatvanyok szorzasanal az alapot valtozatlanul hagyjuk
és a kiteviket Gsszeadjuk.

2) Azonos alapu hatvanyok osztéasa:

xm

o
Azonos alapt hatvanyok osztasakor az alapot valtozatlanul hagyjuk
és a kitevoket kivonjuk egymasbol (az osztandoé kitevsjébdsl vonjuk ki

az oszto kitevgjét).

=™ " x#£0, mneN m>n.

3) Szorzat hatvanyozasa:

(xy)™ = 2™y, z,y € R, n € N*.
Szorzatot igy emeliink hatvanyra, hogy a tényezdket a megadott
hatvanyra emeljiik és az igy kapott hatvanyokat Gsszeszorozzuk.

4) Tort hatvanyozasa:

(I> =2 VeoyeR y#0,neN.
Yy y"

Tortet gy hatvanyozunk, hogy a megadott hatvanya emeljiik
mind a szamlalét, mind a nevezdst.

5) Hatvany hatvanyozasa:

(x™)" = 2™ VYV € R, m,n € N*.
Hatvany hatvanyozasakor az alapot valtozatlanul hagyjuk
és a kiteviket Gsszeszorozzuk.

Peéldak
1) 23.2° =235 =28, 2)3°:33=35"3=32=9; 3)(2-3)°=20.3;
4 4
2 2 16
4) (=) == == 5)(32)2=323=236,
) (3) —5-a we
6) Hatarozzuk meg azon n természetes szamokat, amelyekre
1 \" 1
4 < 2™ < 16; b) = = —
a) 4 < 2™ < 16; >8><2> >32
Megoldas. a) Az egyenlGtlenség-sorozatot a 22 < 2" < 2% alakba irhatjuk &t.

Mivel a hatvanyalapok megegyeznek (mindharom hatvany esetében 2) és 1-nél
nagyobbak, kovetkezik, hogy 2 < n < 4. Tehat n = 3.

1N’ /1\"_ /1\°
b) (2> ><2) ><2) . Innen 3 < n < 5, vagyis n = 4.



1.1.2. Negativ egész kitevgjli hatvanyok

Emlékezziink a valos szdmok negativ egész kitevsjii hatvanyénak az értelmezésére!

Ertelmezés. A nullatol kiilonboz6 a valés szam (—n)-edik (n € N*) hatvanyan

az — valos szamot értjiik és a™"-nel jeldljik.
a

1

1
Az n =1 esetben az a~' = — szdmot az a inverzének (vagy forditottjanak)
a

nevezzik.

A negativ egész kitevGji hatvanyok tulajdonsigai megegyeznek a természetes
kitev6ji hatvanyoknak az el6z6ekben mér felsorolt tulajdonsigaival, annyi kiilonb-
séggel, hogy az azonos alapt hatvanyok osztésanal (2. tulajdonsag) nem sziikséges az
m > n kikotés, érvényes marad minden m, n egész szamra.

Példak

11
1) 3370 =3 =32 = 5= 22822202 5

13\t e\t s\t 245t (2-5)% 10%
3) (5] =15 -] =2t () = = =25
25 2 5 3 34 34 34

y (2 w22
V3] (V3 33

1 -2 -6 1 1
—312 _ a9(=3)2 _ 9—6 _ . 3 _ _ _
5) (3 ) 3 3 360 ((\/5) ) \/5 \/56 25
1.1.3. Racionalis kitev§ji hatvanyok

Az el6z6 fejezetekben értelmeztiik a természetes és egész kitevGji hatvanyok fo-
galmét, felsorolva legfontosabb tulajdonsagaikat:

m
1) a™-a" = a™t", Vm,n € Z*; 2) Z—n:am_”,Va;ﬁO,meeZ;
3) (ab)™ = a™b™, Vm,n € Z*, 4) (%) :Z—m,Va,b#O,VmeZ;
5) (@™)* =a™ Va#0,Ym,neZ, 6)a’=1,a#0;

1
7 a :a—m,Va7é0,Vm€Z.

Ko6nnyen igazolhato a kévetkezd két allitas:

Segédtétel. 1) Ha z,y > 0, n € N*, akkor 2" = y" & 2 = y.
2) Ha z,y € R, n € N, n paratlan, akkor 2™ = y" &z = y.




P

A magasabb kitevji gyokok segitségével kiterjeszthetjiik a hatvany fogalmat
racionalis kitevGk esetére is. Ennek koévetkezménye, hogy a természetes és egész
kitev§jl hatvanyok a racionélis kitevji hatvanyok sajatos eseteként tekinthetsk.

Ertelmezés. Ha a > 0 és r = %, m € Z,n € N*, n > 2, akkor
az a szam r-edik hatvanyan az a"-nel jel6lt szamot értjiik, ahol
a" =ar = Yam.
Az a” hatvany esetén a-t a hatvany alapjanak, r-et pedig a hatvany
kitevgjének nevezziik.

Sajatosan, ha m = 1, n > 2, akkor an = Y.

m
Megjegyzés. Mint tudjuk, az — racionalis szam a vele egyenértéki tortek osztalya-
n

nak egy reprezentansa. Kimutatjuk, hogy a racionéalis kitev6ji hatvany fogalma nem

fligg a reprezentans megvalasztasatol, azaz — helyébe egy vele ekvivalens = tortet
n q

m » . m
téve (— = LN mq = pn), az a4 hatvany értéke megegyezik a a» hatvanyéval.
n

Valéban? CL% = va™m = /a™mP = WW = W = a%.
Példak. 8% = /82 =8 (23)2 = /26 _

A racionalis kitevgji hatvanyok tulajdonsagai

Az egész kitevsji hatvanyokra vonatkozo tulajdonsagok érvényesek a racionélis
kitevsk esetén is:

Tétel. Ha a,b> 0, r,s € Q, akkor fennallnak a kévetkezs egyenlGségek:
1) a"-a®* = a" "% 2) a4 - a’%; 3) (ab)" =a" - b";
aS

9(}) =% s@y=a

Bizonyitas. Az 1) és 3) tulajdonsagokat igazoljuk, a tobbi tulajdonsag hasonld

modon bizonyithato. ]%;Len allitasok igazolasahoz az el6z6 segédtételt hasznaljuk
)Har—g, s-—7 p,m € Z, qg,n €N, qg,n > 2, akkor a"a’ =aaa®.
Az alabbi gondolatmenet soran a mar megismert tulajdonsagokat alkalmazzuk

(zarojelben feltiintettiik azt a tulajdonsagot vagy értelmezést, amely alapjan az egyes
egyenlGségek felirhat(’)k)'

[a%a%]q" = (a7)™(a'% )" (szorzat természetes kitevsjd hatvanya)
)" [(a™)"]9 (természetes kitevsjt hatvany hatvanyozasa)

(G

= [(¥aP)4]™[({/a™)"]4 (a racionalis kitevji hatvany definicioja)
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= (a?)"(a™)? (a g—adik, illetve n-edik gyok értelmezése)
= aP™ - a™? (egész kitevGji hatvany hatvanyozasa)

= aP"*t™4 (azonos alapt hatvanyok szorzasa)

= ("aprtma)na (ng-adik gyck definicioja)

n4m
O (racionélis kitevsjd hatvany definicioja)

Viszont pnxmg_p + — = r+s, tehat kimutattuk, hogy (a”-a®)?" = (a” %)™
ng q n
Igy a segédtétel alapjan a” - a® = a"**

3) Har_galaku,pEZ,qEN,qZZ,akkor
q

[(ab)©]? = [¢/(ab)P]? (raciondlis kitevsji hatvany értelmezése)
bP (szorzat egész kitevsjd hatvanya)
(WaP)4(¥/bP)? (a g-adik gyok értelmezése)

)¢ (racionalis kitevGji hatvany értelmezése)

I

S
3
—~

= (aaba)? (szorzat természetes kitevsjd hatvanya).
Tehat [(ab)"]? = [a"b"]4, igy a segédtétel alapjan kévetkezik, hogy (ab)” = a"b".
=

Példak
1) Irjuk fel racionalis kitevsji hatvanyként a kovetkezs szamokat: /3, v/35, v/52.
2) Irjuk fel gyokok segitségével a 32, 53, 75, 4925 szamokat.

3) Mutassuk ki, hogy v/ v3(v/V3: VV3)? = 33,

Megoldas. 1) v3=32; V35 =38, V5 2=5"3=5"1=
2) 33 = /3, 5% — 5, 78 = VT = Y9, 40% — 4} — f V22 = /2.
3) A gyokoket tortkitevsjid hatvanyokka irva, kapjuk, hogy
VVB=3=3% V3= 13=3%, \/V3=13=3% igy abal oldali kifejezés
rendre a kévetkezd alakokra hozhato:
3%(36 :38)2 =31(3678)2 = 33 (321)2 = 33325 = 3% . 312 = 3iT1

e

el
Wl

:31

)

= 33.

Két racionalis kitevGgjii hatvany 6sszehasonlitasa
Igaz a kovetkezd allités:

Tétel. 1) Haa > 1, akkor a”" < a®* & r <s, r,s €Q.
2)Ha0<a<1,akkor " <a®* < r>s, rseqQ.

Bizonyitas. Csak az els§ allitast igazoljuk, a méasodik hasonlé moédon bi-

m
zonyithatd. Ha r = 2, s=—,pmeZ, qgneN, gn > 2, akkor
q n

)" < (a™ )™ (természetes kitevsji hatvanyok rendezése)
9™ < [(¥/a™)"]? (racionalis kitevGjd hatvany értelmezése)

»ahi

a1 <a% & (a

ad

)
a
3
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< (aP)™ < (a™)? (a g-ad, illetve n-ed rendd gyok értelmezése)
& aP" < a™9 (egész kitevsjd hatvany hatvanyozasa)

m
@pn<mq<:>g<—<:>r<s..

n

Példa. Mutassuk ki, hogy barmely a, b pozitiv szam esetén fennall a kdévetkezs
egyenlGtlenség:
ai +b3 > (a+b)5.
Bizonyitas. Az a+b = c jeldlés bevezetésével, végigosztva c%-nal7 a bizonyitandd

a b
7+ —
c

2 b\ 3
egyenlGtlenség a kovetkezd alakot Olti: (2) s <) > 1.
c
. a b
Tudjuk, hogy 0 < —, - < 1,
c c
1_2

c
1 b %
- g>3 <1, (> < 1, vagyis
c c c
3 a

2
1-2 b 2 b\ 3
(E) * <1 és <> < 1. Innen — < (g)g, < <) . Ha az utébbi két
c c c
egyenldtlenség megfelels oldalait 6sszeadjuk, kapjuk, hogy

a b a\ 3 b%
RO
c c c c

Mas megoldas. Az ai =x > 0, b3 = y > 0 jelolésekkel az egyenlGtlenség
22 4+ y? > (2% + yg)% alaka lesz. Mindkét oldalt harmadik hatvanyra emelve, a
kovetkezs ekvivalens egyenlGtlenségekhez jutunk:
(2% +12)? > (23 + y%)2,
3xty? + 322yt > 20393,
Y

ezt 23y3-nal végigosztva kapjuk, hogy 3 <x + y) > 2. Ez igaz, hiszen z + = >2
y y oz

minden z,y > 0 esetén.

1.1.4. Irraciondlis és valés kitevGji hatvanyok

Ezen fejezet célja kibgviteni hatvany fogalmat a racionalis kitevGji hatvanyokrol
a valos kitev6ji hatvanyokra. E végss kiterjesztés az eddigiektdl eltérd megkozelitést
igényel, meghaladva jelen tankdnyv kereteit. Ezért megelégsziink az elv egy példan
keresztiili bemutatasaval.

Tegyiik fel, hogy az av? hatvanyt szeretnénk értelmezni valamely a > 1 szamra.

Emlékezziink vissza, hogy az el6z6 évben az irraciondlis szamokkal valé mtivele-
teket az adott szamok hidnnyal, illetve toblettel valdo megkozelitésével értelmeztiik.
Hasonlo eljarassal fogjuk egy a szam irracionalis hatvanyra (jelen esetben v/2-re) valo
emelését is értelmezni. /2 hidnnyal és toblettel valé megkozelitései:

I<ld<l,4l<1,4l4<...<V2<...<1,415<1,42<1,5<2.

Az a > 1 alapi racionélis kitev§ji hatvanyok rendezési szabalyait figyelembe véve
felirhatjuk a kovetkezd egyenlGtlenség-sorozatokat:
at <abt <ol <ottt < (1) ésa?>al®>a*2 > a5 > . (2).

Az (1) és (2) sorokban végtelen sok tag szerepel és az (1) sorozat minden tagja
kisebb az Gsszes (2)-ben szerepl§ kifejezésnél. Természetes, hogy av? az a szam, amely
nagyobb az (1) sorozat minden tagjanal és kisebb a (2) Osszes tagjanal.
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Ez alapjan természetes, hogy aV? értékének azt a ~v szamot tekintjiik, amely
nagyobb az a minden olyan racionalis kitev6ji hatvanyanal, amelyben a kitevs alul-
1ol kozeliti a /2-t és kisebb minden olyan hatvanyanal, amelyben a kitevé toblettel
kozeliti a /2 szamot.

Bizonyitas nélkiil elfogadjuk, hogy ez a szam létezik és egyértelmiien megha-
tarozott (szemléletesen a két sorozat ,talalkozasana” helyezkedik el):

at <al't <ot <ol < <y <ab <l < el < a?).

Hasonlé modon definialhatjuk az a® (a > 1) hatvanyt tetszéleges o pozitiv irra-
cionalis szam esetén.

A fenti meghatarozést a kovetkezSképpen is atfogalmazhatjuk:

Ha a > 1 és a egy pozitiv irracionalis szadm és r; illetve [ az o szam hidnnyal,
illetve toblettel valo kozelitései, akkor az a® hatvany az a v szam, amelyre

a <y <a* Vrily €Q, ri <o, Iy > a.

Ez esetben is elfogadjuk, hogy ez a szam létezik és egyértelmi.

Hasonlban, ha 0 < a < 1, a fenti jel6lések alkalmazésaval az a® hatvany értékén
azt a vy szamot étjiik, amelyre

at >y > alk, V7l € Q, 7 < ay I > a.

Itt is elfogadjuk, hogy ez a szam létezik és egyértelmii.

Amennyiben a > 0, a # 1, a pedig egy negativ irracionalis szam, akkor az a®
szamot értjik, azaz

1

a = ——.
a—(X

Megjegyzés. 1) Haa =1, akkor 1* =1, Va € R.
2) A racionalis kitevgjd hatvany értelmezése alapjan a® > 0, Va > 0, a € R.

hatvany értékén az —
a|0“

3) A tortkitevss hatvanyokra vonatkozo tulajdonsagok érvényesek maradnak a
valos kitevGs hatvanyokra is (ezek bizonyitasahoz sziikség van a matematikai analizis
targykorébe tartozo hatarérték fogalmara).

Barmely a > 0, b > 0 és tetszSleges z,y € R esetén fennallnak a koévetkezd
Osszefliggések:

1) a®-a¥ = a®t¥; 2) a_ a®*7¥;  3) (ab)® = a®b®; 4) (g)x = a—;

a¥y b b®

5 (a®)¥ =a™; 6)a’=1; T)a *= ai””'

A hatvanyok rendezése

Ha a > 1, akkor z < y = a” < a¥.

Ha 0 <a <1, akkor x <y = a” > a¥.

4) Az el6z6 paragrafusban kijelentett, az a™ lehetséges értékeire vonatkozo al-
litasok figyelembe vételével irhatjuk, hogy

1°)a>1leseténa®* >1<a>06sa* <1< a<0
valamint

2°)0<a<leseténa®*>1<a<0ésa*<1lea>0.

A kovetkezSkben kimutatjuk, hogy az a > 1, a > 0 esetben a® > 1.
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Ha a = % alaki, m,n € N*, n > 2, akkor a» > 1 & (a%)n >1&a™ > 1, ami
igaz (a>1=da>>a=da>>d>=...).

Ha « irracionalis, akkor valasztunk egy olyan r pozitiv racionalis szamot, amely
az a-t hidnnyal kozeliti meg. Az irracionalis kitev§ji hatvany értelmezése szerint
a® > a”. A bizonyités el6z6 1épése alapjan a” > 1, tehat a® > a” > 1, azaz a® > 1.

5) Valos kitevsji hatvanyok rendezése. Igazak a kovetkezs allitasok:

1) a > 1 esetén a3 < ag & a®t < a®2.

2) 0 <a<1esetén ay < ag & a®t > a®2.

A kovetkezSkben belatjuk, hogy ha a > 1 és a; > ag, akkor a®! > a®2.

Legyen 3 = a; — as > 0. A 4) alapjan o” > 1, innen mindkét oldal a®2-vel valo
beszorzasaval kapjuk, hogy a®a®? > a2, azaz a®* > a®2.

Az 1) és 2) allitasok figyelembe vételével az alabbi fontos eredményhez jutunk:

Ha a > 0, a # 1, akkor a®* = a®? & a1 = as.

1.1.5. Az n-edik gyok

Az el6z6ekhez hasonloan, az n-edik gyokot is egy valos szamra vonatkozoan hatér-
ozzuk meg (paros m esetén nemnegativ, paratlan n esetén tetszSleges valds szamra
értelmezziik az n-edik gy6kot).

Egy kis torténelem. A gydkvonas eredete

Mar az okori gorogokben megfogalmazodott az a kérdés, hogyan lehet meghataroz-
ni egy adott teriilett (példaul 2 m?) négyzet oldalanak hossztisagat.

Kénnyen vélaszt adhatunk a kérdésre, ha a teriilet mértéke 2, ahol # € N (példaul
4 m? 9 m?, 16 m? stb.) Ha T = 22 = 22 vagy T = 22 = 32, akkor x = 2 illetve
x = 3 mert az oldal hossza nemnegativ valos szam. Tetsz6leges pozitiv szam mértéki
teriilet esetén a gorogoknek nem sikeriilt a megoldasra altalanos modszert talalni.

Platon egyik Dialogusdban Szokratesz egy terjedelmes mértani fejtegetés soran
megmutatja Menonnak, hogy az egységnyi oldalhossziisdgi négyzet atloja pontosan a
2 terliletd négyzet oldala. A Menonnal folytatott parbeszéd mértani tartalma réviden
igy fogalmazhato meg: a 2 teriilett négyzet x oldalhossztsaga pontosan = /2. A v/2
(,négyzetgyok 27, ja 2 masodik gyoke”) szimbolum tulajdonsiga az, hogy énmagéaval
megszorozva (vagyis négyzetre emelve) pontosan 2-t kapunk eredményiil.

Bionyos esetekben a fenti feltételt teljesité x konnyen meghatarozhato, példaul
Ty =V4d =2 20 =9 =3, z3 =16 = 4, x4 = \/0,0144 = 0,12; az ellendrzés a
forditott miivelet, a hatvanyra emelés segitségével azonnali: 23 = 22 = 4, 23 = 32 = 9,
23 =42 =16, 27 = 0,122 = 0,0144.

Az okori gorog matematikusok egy masik, hasonlo jellegii problémaja a harmadik
gyok (kobgyok vagy harmadrendd gyok) fogalméahoz vezetett: azon kocka oldalhosszat
keresték, melynek térfogata megegyezik az egységnyi oldalhosszusagu kocka térfogata-
nak kétszeresével. Ma ezt igy fogalmazzuk meg: a 2 térfogatid kocka x oldalhossza
az az r = /2 szam (,a 2 harmadik gyok” vagy ,kébgyok 2”), amelyet harmadik
hatvanyra emelve 2-t kapunk (23 = 2). Egyes ,szerencsés”’ esetekben ez a kérdés
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(méarmint a megfelel6 2 megkeresése) is kénnyen megvalaszolhato, példaul v/8 = 2,
$/0,125 = 0,5, mivel 23 = 8 s 0,5 = 0,125.

A gyokvonas (latinul radix, gyok) a pozitiv szamok halmazan a hatvanyraemelés
forditott mivelete.

Négyzetgyokok

Mint azt méar tudjuk, minden a valés szam esetén a? > 0. Megforditva, a kérdés

az, hogy adott pozitiv a szam esetén létezik-e olyan x valés szdm, amelyre =2 = a,

2 = @ egyenletnek van-e valés megoldasa?

vagyis ha a > 0, az x

Bebizonyithato, hogy minden nemnegativ valos szam valamely egyértelmiien
meghatarozott nemnegativ valds szam négyzete.

Az 2?2 = a, x > 0 feltételeket teljesité szam létezését a matematikai analizis
keretében bizonyitjuk.

Az x szam egyértelmiisége. Tételezziik fel, hogy léteznek az x,y > 0, szamok,
amelyek teljesitik az 22 = y? = a tulajdonsagot és kimutatjuk, hogy = = 3. Valéban,
2> -y’ =(z—y)(xr+y)=0,innen r —y =0 vagy v +y =0. Az v —y = 0 esetben
x =y, ha pedig = + y = 0, felhasznélva, hogy x,y > 0, kdvetkezik, hogy =z = y = 0,
tehat mindkét esetben x = y.

Az x szamot x = +/a-val jeloljiik és ,négyzetgyok a-nak” (vagy roviden ,az a
gyokének”) nevezziik.

Ertelmezés. (NégyzetgySk.) Az a > 0 szam esetén az a négyzetgyokének
nevezziik és y/a-val (,négyzetgyok a-val”) jeloljiik azt a szamot, amelyre

\/a >0, (\/5)2 =a.

Kovetkezésképpen /a az az egyetlen pozitiv szam, amelynek négyzete
pontosan a.

Azt a miveletet, amely soran a-bol meghatarozzuk a /a értékeét,
négyzetgyokvonasnak nevezziik

Megjegyzés. 1) Jegyezziik meg, hogy négyzetgyokot csakis pozitiv szam-
bél lehet vonni!

Az /x + 1 kifejezésnek akkor van értelme, ha x + 1 > 0, azaz x > —1.

2) Az a > 0 = y/a > 0 implikaci6 alapjan vz2 = |z| > 0, példaul

V2R =]-2l=2,,/(1-v2)2=1-V2 = V2 -1.
A harmadik gyodk

Ha a € R, akkor a® € R, s6t azt is tudjuk, hogy ha a > 0, akkor a® > 0, ha pedig
a < 0, akkor a® < 0. Forditsuk meg a kérdést: adott a valos szdm esetén létezik-e
olyan € R amelyre 2> = a? A tovabbiakban ezzel a kérdéssel foglalkozunk. Ha
a = 27, akkor z = 3 mivel 3% = 27. Ha a = —8, akkor z = —2 mivel (—2)? = —-8. E
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példék alapjan arra a kdvetkeztetésre juthatunk, hogy negativ a esetén azon = szam,
amelynek kébe a, szintén negativ, pozitiv a esetén a neki megfelel6 x is pozitiv.

Ertelmezés. (Harmadik gySk, kobgyok). Az a valos szam

harmadik gySkén (kébgybkén) azt a a-val jelolt szamot értjiik, amelyre
(Ya)® = a.

Minden a € R esetén /a € R és (Va)? = a.

Kovetkezésképpen a harmadrendd gydke az az egyetlen (/a-val jeldlt)
valds szam, amelynek kobe a.

Az n-edik gyok

Az el6z6ekben targyalt feladatokat altalanositjuk az a € R, n € N, n > 2 n
péros vagy paratlan esetekre.

Ha a > 0 és n egy paros természetes szam, kimutathato, hogy az ™ = a egyenlet-
nek létezik egyetlen pozitiv megoldasa, melyet © = {/a-val jeloliink és az a n-edik
gyokének neveziink.

Ha a € R és n egy paratlan természetes szam, akkor az 2™ = a egyenletnek
létezik egyetlen valds megoldasa, ezt © = Ya-val jeloljiik és az a n-edik gy6kének
nevezzik.

Ertelmezés. (Az n-edik gy6k) 1) Ha a > 0, n € N*, n paros, akkor
a n-edik gyokén (n-ed rendii gyokén) azt az a-nel jelolt szamot értjiik,
amelyre

Ya>0, (¥a)"=a.
2) Haa € R, n € N*, n > 3, n paratlan, az a szam n-edik gyckén
(n-ed rendii gyokén) azt az {Ya-nel jelolt szamot értjiik, amelyre
(va)" =a
Az n szamot a gyOk kitevGjének vagy rendjének,
a-t pedig a gybkjel alatti szamnak (kifejezésnek) nevezziik.

Megegyezés szerint, az n = 2 esetben ¥a helyett egyszertien /a-t frunk.

Példak.  v/16 = 2 mivel 2* = 16; /=32 = —2 mert (—2)° = —32; —— =

3\° 27
mert | —— = ——.
2 8
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1.1.6. A gyokok tulajdonsagai

A koévetkezokben felsoroljuk a szorzas, osztas, hatvanyozas illetve a gyokvonas
kozott fennalld Gsszefiiggéseket, ezek ismerete segitséget jelent egyes algebrai- és szam-
kifejezések egyszertisitésénél.

Ezek bizonyitasanal felhasznéljuk a kovetkezd allitast:

Segédtétel. 1) Ha z,y > 0, n € N* akkor 2" = y" &z =y.

n

2) Ha z,y € R, n € N, n paratlan, akkor 2" = y" & z = y.

A gyokokre vonatkozo tulajdonsagok felsorolasanal mindig két esetet kiillonboz-
tetiink meg, aszerint, hogy a gyok rendje paros vagy paratlan. Ezek minél mé-
lyebb rogzitése érdekében ajanljuk az olvasénak a tulajdonsiagok megfo-
galmazasat az n = 2 (paros kitevgji) és n = 3 (paratlan kitevgji) sajatos
esetekre, hiszen nagyon sok kifejezés tartalmaz 2 vagy 3 kitevGji gyokkife-
jezéseket.

Az alabbiakban m, n-nel a gyokok rendjét jeloltiik, a,b € R.

T1) Szorzat gytke egyenls a gytkok szorzataval.

n=paros természetes szam n=péaratlan természetes szam

Ya Vb, Va,b>0

Vab =
Y]a| /6], Ya-b>0 Vab= ¥a Vb, Va,beR.

Bizonyitas. A tulajdonsagot paros n-re és pozitiv a, b valos szamokra igazoljuk.
Az z = Vab, y = Ya Vb jelolésekkel z,y > 0. Mivel 2" = ab = y", a segédtétel
alapjan z =vy. m

Megjegyzés. 1) Han = 2 és a = b, akkor Va2 = |a|. Ennek megfeleléen a
/(1 —+/3)2 szamot igy frhatjuk at: 1/(1 —v/3)2 =[1 — 3| =3 — 1,
az E = \/(z + 1)2 + /(z — 1)2 kifejezést pedig az E = |z + 1| + |z — 1| egyszertibb
alakban is felirhatjuk.

2) A tulajdonsag altalanosithato tobb valtozora is: ha a1, a9, -+ ,ar > 0, n pedig
egy paros természetes szam, akkor Yaiaz---ar = a1 Yaz--- Yag, vagy rovi-

k

den, a H szimbolum hasznalataval, (H a;=aj-as-...-ag),
=1

k k
[e=1] v
=1 1=1

Hasonl6an, ha a1, a9, - ,ar € R valamint n egy paratlan természetes szam,
akkor

15



k

~1] va

i=1

Példak
1) V1800 = v8-9-25 = /89 -v/25 =2v2-3-5 = 30v/2;
2) Y=27000 = ¥/—3%-23.53 = —3.2.5 = —30.

3) Hatéarozzuk meg azon z valds szdmokat, amelyekre fennall a
Va2 —1=+/z — 1\/1+ x egyenldség.

Megoldas. Az els6 gyok akkor értelmezett, ha (z — 1)(z + 1) > 0. Ennek a
megoldashalmaza a (—oo, —1]U[1, co) intervallum (el6jeltablazatot készitiink az = —1,
x + 1 kifejezésekre). Az /o — 1 gydk az o —1>0= 2 > 1, a /1 + 2 gydk pedig az
x+1 >0 = x > —1 esetben létezik. A harom halmazt metszve kapjuk, hogy
x > 1 kell legyen. Minden ilyen x teljesiti az egyenletet (négyzetreemeléssel konnyen
meggy6zGdhetiink errdl), tehat a megoldas: x > 1.

T2) Hanyados gydke egyenlé a gy6kok hanyadosaval.

n—=paros természetes szam n=péaratlan természetes szam

"Li’ Va,b>0,b+#0

7{/5 Vb \/E Va
7= n ”*ZT,Va,bER,b;«éO.
b T\L/>V||Z||,Va-b>0,b7é0 b Vb

Bizonyitas. A bizonyitast paratlan n-re végezziik el.
n,

Azx =17 %, y = Ta jelolésekkel ™ = y™ = %7 a segédtétel 2) része alapjan kovet-

s/

kezik, hogy z = y. =
1 16 4 57 ¥ o7 Yo
peldak. 1) /8 V16 4 o af 2T 2T _ VA3
9 V9 3 8 Y8 Y=8 2

3) Irjuk at gyokok hanyadosaként a v 1 gyokot, ha x < 0.
\ = —

xT

Megoldas. A gyok csak akkor létezik, ha T >0, z—1#0.
x

T —00

0
T 0 +
1 _ _ _ _

+ + + 0 -

Az elgjeltablazat:

— o+ |~
+ |+ |+
+ |+ |+

r—1
A tablazatbol konnyen kiolvashato, hogy Ll > 0 pontosan akkor teljesiil, ha
Tz —
x € (—00,0] U (1, 00).



A tulajdonsagot alkalmazva (n = 2 paros,

e Vel _ Ve
=1 /z—1] Vi—z

> 0) kapjuk, hogy

SallEs}

T3) Gyo6k hatvanyra emelése

n= paros természetes szam n= paratlan természetes szam

(Ya)™ = Vam, Va>0, meN* | (Vo)™ = Va™, Va e R, m € N*.

GyoOk hatvanyra emelése a gyokjel alatti kifejezésnek
a megadott hatvanyra valdé emelését jelenti.

Bizonyitas. Tekintsiik az n € N*| n paros esetet. Az z = (¥a)™, y = Va™
jeldlésekkel 2" = (¥/a)™ = [(Va)"]™ = a™ és y" = (Va™)" = a™, tehat 2" = y".
A segédtétel 1) allitasa alapjan x = y. m

Példak

2) (¥=5)' = ¥/ (-5)1 = V51 = V52 5= V535 = (V5)? V5 =5¢/5;
3) (V-12) = V(@ -18= (V-1 =z -1 = (@ - 1)

T4) A gy6k kitevGjének illetve a gydkjel alatt allo
hatvany kitevijének egy k6z6s osztoval vald egyszeriisitése

n=paros természetes szam n=paratlan természetes szam

Ya, a>0, meN* ™a™ = Ya, Va € R, m péaratlan.
mW —
YVlal, a <0, m paros

A bizonyitas a tobbi tulajdonsag igazoldsdhoz hasonloan végezhetd el.

Példak

1) Y312 = Y343 _ 33 27, 2) 10/(_5)6 — 2-V(_ 23 _ \/| 51 = \/75
3) Igazoljuk a kivetkez6 egyenldséget: v/4v/2 4+ 2v/6 = V18 + v/2.

Megoldas. Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy mindkét oldalon pozitiv szamok
allnak. A segédtétel 1) allitasat hasznéljuk, ehhez kimutatjuk, hogy a két oldalon
allo kifejezések négyzetei megegyeznek. Rendre a kovetkezsket irhatjuk:

4V2+2V6 = (V18)2 +2V18 2+ (V2)? & 4v2+ 26 = VIS +2V36 + V2 &
& 4v/2 4 26 = 4v/2 + 26, ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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4) Mutassuk ki, hogy v/9+ 4v/5 + V9 — 4/5 = 3.

Megoldas. Az zx = \3/9 +4v5 + \3/9 — 44/5 kifejezést az (a+b)? =a+ b3+
+3ab(a + b) képlet alapjan (a = V9+4V5,b=9—45 értékekkel) harmadik
hatvanyra emeljiik.

2 =9+ 4V5 19— 4V5+33/(9 + 4v5)(9 - 4vB) (VO 1 4v/5 + /9 — 4V5), azaz
23 =184 3-1-z. Tehat x kielégiti az 3 — 3z — 18 = 0 harmadfokt egyenletet,
ami egyenértéki azzal, hogy

23 — 31— 18 = (v — 3)(2® + 32 + 6) = 0.

Tehat x—3 = 0 vagy 22+3246 = 0. Kimutatjuk, hogy valés = esetén 2243246 #
# 0, igy csak az x = 3 eset allhat fenn, ami éppen a bizonyitandd Osszefiiggés.

2
1
Valoban, 2 + 3z + 6 = (z+3) +Z5>O'

T5) GyoOkvonas gySkbol

n= paros természetes szam n= paratlan természetes szam
YV a= ", V a= ",
Ya>0, me N m2>2 Va e R, m € N*, paratlan.

Gyo6kbdl gyokot vonni azt jelenti, hogy a gyokkitevék
szorzataval egyenls kitevsji gyokot vonunk (és az alap marad).

paldak. 1) VV3= V3 2) YT 3= %2 3)/VVa=v¥= 2

T6) Tényezd bevitele a gybkjel ala

20 2\n/a2"b, a>0,b>0 oty = 2ty a?n+1p,
a =
—2a?b, a<0,b>0 Va,beR.
T7) Tényez6 kihozatala (kiemelése) a gytkjel aldl
20/ oy — a®b, a>0,b>0 Y a2y = 0 2 Y,
a0, a<0,b>0 Va,beR.
Példak

1) A kiils6 tényezsket vigyiik be a gyokjel ala:
2 1
a) 3v2; b)5V2; ¢ VB d) —4v3; e) —-3V3; ) (x+1) >l

Megoldas. a)3v2=132-2=+9-2=18; b)5¢2= V5%-2=/250;
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2 6= ,/ GF \f VP 3= Vi

-3{3 = \/ 3.3=4/-81=-v81
) (x+1)\/x21_1_\/(§2+_1i _\/ii,hmn.

2) A lehetd ,legnagyobb” tényezot emeljiik ki a gyokjel alol!
6p
a) V8 b)VITh; o) V24 d) Y296 o) vah ) i/

Megoldas. a) V23 =122.2=22. 2= (V2)2V/2 = 2v/2;

b) V175 = V527 = V52 /T = 5T,

c) V24 =233 =23 3 =23

Q) Y6 = VBB = BB = (VB = 2

e) Va3 = Va2 x = Va?/x = xy/x, mivel abbol, hogy z® > 0 kévetkezik, hogy
x> 0;

f) 3/aSb __ Vab _ Va5 _ o2
20 o . g . @

T8) Gyo6kok kozos gydkkitevore hozasa

Mindkét gyokot a kitevsk legkisebb k6z0s tobbszorosével megegyezd
rendre hozzuk a T4) tulajdonsag alapjan.

Példa. Alakitsuk at azonos kitevsji gyokokke a v/2, /3 gyokoket.

Megoldas. A gyokok kitevSinek (2, illetve 3) legkisebb kozos tobbszorose 6 és
V2= 228 =85 V3= 2V32= 1A

Két gyok osszehasonlitasa

Gyokok Osszehasonlitasakor a kovetkezs tablazatot hasznalhatjuk:

n = paros természetes szam n = paratlan természetes szam
Ha a,b > 0, akkor: Ha a,b € R, akkor:
Va < Ybea<b Va< VYbea<b.

Bizonyitas. Az n = 2, majd n = 3 sajatos eseteket bizonyitjuk.

Mutassuk ki, hogy ha a,b > 0, akkor v/a < vb < a < b.

Az z = \Ja, y = Vb jelolésekkel z,y > 0 és z°> = a, y> = b. A bizonyitand6
ekvivalenciat z-t6l és y-tol fiiggs kifejezéssé irjuk at. Igazolnunk kell, hogy
r<ysz?<y? Valdban, 2’ <y’ e 22 -y’ <0 (z—y)(z+y) <0 z-y<0
mivel x +y > 0.
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Han=3ésa,beR, az z = /a, y = V/b jeloléseket vezetjiik be, tehat
23 =a, y> =0, igy
a<berP<yPe -y @ +ry+y?) <0z —y<O0,
mert z2 + xy + 3% > O0.m
Megjegyzés. Ezzel a modszerrel azonos kitev§ji gydkoket hasonlitunk
6ssze. Ha a gyokok kitevdje kiilonbozs, a T8) tulajdonsag alapjan elbb azonos

kitevsji gyokokké alakitjuk cket.
Peéldak

1) Rendezziik névekvs sorrendbe a v/43, v/27, /82 szamokat.
Megoldas. Mivel 43 = 64, 27 = 128 és 82 = 64, ezért 4% = 82 < 27, igy
VB = V& < T,

2) Hasonlitsuk ssze az a és b szamokat:

a)a=v26++v6, b=+v13+V17;  b) a=V12—- V11, b= V11 - V10.

Megoldas. a) Tegyiik fel, hogy a > b. Mivel a,b > 0, az a és b kozott fennallo
rendezési relacié megmarad a? és b? kozott is. Rendre a kivetkezd egyenértéki
egyenlGtlenségeket kapjuk:

V26 + 6 > V13 + V17 < 26 + 2156 + 6 > 13+ 213 - 17+ 17 < 1+ /156 >
> V1317 < 1+ 2156 + 156 > 221 < /156 > 32 < 156 > 1024, hamis, tehét
feltételezésiink hamis volt. Kévetkezésképpen a < b.

1
b) Vegyiik észre, hogy V12 — /11 = és V11 — /10 =

1
V12 + V11 V11 + /10

1
kovetkezik, hogy a < b.

1
< )
V12 4+ /11 V11 + V10
3) Rendezziik névekvé sorrendbe a /4, v/6, ¥/280 szamokat.

Mivel

Megoldas. Els6 észrevételiink az, hogy nem azonosak a gyokkitevék. Ahhoz,
hogy 6ssze tudjuk hasonlitani, sziikséges, hogy kozos kitevére hozzuk ket. A
kozos kitevs a kitevok legkisebb kozos tObbszorose, azaz [3,4,12] = 12. Az 4ata-
lakitasok:

V4 = W4t = ¥/256, V6 = V63 = /216. Mivel 216 < 256 < 280, kapjuk,
hogy v/6 < V4 < %/280.

Miiveletek gyokokkel

Azonos kitevsji gyokok kozotti Osszeadési, kivonasi, szorzasi vagy osztéasi miive-
letek esetében kihozhatunk a gyokjel alol vagy éppen bevihetiink kozos tényezSket a
gyokjel ala azon célbol, hogy minél egyszeriibb alakra hozzuk a kifejezést.

Ha a gyokkifejezések kitevGje kiilonbozik, el6bb azonos kitevére hozzuk cket a
szorzés és osztas konnyebb elvégzése érdekében.
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Példak. Hozzuk a lehetd legegyszertibb alakra a kovetkezs kifejezéseket:

3
a) V200 — V45 + 318 + 2120 — v/49;  b) v/27a* + 3¢/8a — - V125a7;

. ) s/3 4/ 1
c) V4-2v2; d) V2V4;  e) 5\3/671 5{/;; f) ¢ 4—9a5b7 :V7a5b3.
Megoldas. a) 10\/—3f+9\f+4f—7: 19v2+5 -7,
b) 3a¢/a + 6/a — 5a2\f 3a¥/a+6Ya—15a¥a = 6Ya — 12aYa;
c)f~2f:f V22 =22 28 2= /26 =22 =4,
d) A szorzas elvégzése érdekében elgbb kozos kitevdre hozzuk a két gyokot—ez a
kitevs a [2,3] = 6: 24 = V23V42 = Y816 = V27 = 2V/2;
5
3 6 et 22 \/7

Elobb a klhozhato tenyezoket kiemeljiik a gyokjel alol, majd a gyokoket kozos

kitevore hozzuk, lehetove téve az osztas elvégzését:

2 : —
,/fa%? ab?{| 35 @b _ 2o a92 VT3 = a?[b|v/Tab = a?|b|¥/T3a3b5.

a5b7 a2 atb?
49 Vg2 bls/ o' b [a

Viow | 2bYTa a V492 Ba T Ta

A nevezd gyoktelenitése

Az osztés:

Azt a miveletet, amely soran egy tort nevezgjébdl valamely kifejezéssel torté-
né bdovitéssel eltiintetjiik a gyokoket, a nevezd gyoktelenitésének nevezzik. A
kifejezést, amellyel bovitjik a tortet, a nevezd egy konjugaltjanak nevezziik.

Ha a nevezben gyokkifejezések Gsszege all, a roviditett szamitasi képleteket al-
kalmazzuk, ezért ismétlésképpen felsoroljuk Gket:

@—y)zty)=2?—y* (@-yh?+tay+y?)=2"-1

(x+y)(2? — 2y +y?) = 2> + 5.

A kovetkezd eseteket kiilonboztetjiik meg:

1) A nevezd egyetlen gyokbél all: L, 1<k<n, k,neN, n>2.

ok
Ha a tortet az Va"—* kifejezéssel b6vitjiilz,/;nevezfib6l elttinik a gyok:
1 Yok Yok ek
Példak. Gyoktelenitsiik a kovetkezs tortek nevezdit:
a) 1. b) L c)
V2l o

1
Megoldas. a) — = =

V2
27

5y
§




V22

1 5
C) 375 5/23 = 5/23 5/22 — 5 5 -

VAT VB2 R
2) A nevezd \/a+ Vb, a,b > 0 alakti
Koénnyen belathato, hogy a v/a + Vb, va — vb (a,b > 0) kifejezések egymés
konjugéltjai, hiszen (v/a + vb)(va — vb) = (va)? — (Vb)? =a —b.

;o d)

LB n
2

N
of%

ot

Sl-
0]

A a+ Vb alaki nevezdk racionalizalasa a tortnek a nevezs konjugaltjaval
valé bévitésével torténik.

Példak. Gyoktelenitsiik a kovetkezd tortek nevezdit:

) 3 b) 1 ) 2 Q) 1
VBV TV VR Cfu?@’ Wil
) 3 3(V6 —v3) _3W6—-V3) &

Megoldas. a) \/§+\/6— (\/6+\/§)(\[—\/§) = 3 =6 —V3;
S V5+V2 _Vh+v2

VE—=v2 (V5 -V2)(VE+V2) 3
o 2 _ 2(2v/5 —V/7) _22Vh—VT)

VT+2v5 V5 +VT)(2V5—VT) 13
Q) 1 2v/3+1 :2\/§+1

23-1 (2v/3-1)(2v/3+1) 11

3) A nevezd \/a + Vb + /c alaki (a,b,c > 0).
Az ilyen alakt nevezdk gyoktelenitése az el6z6 esetben bemutatott eljaras kétszeri
alkalmazasaval végezhets el, a gyokok eltiintetése fokozatosan torténik.

Peéldak. Gyoktelenitsiik a tortek nevezdit:

1 1

VGRSV B

Megoldas. a) ! = (V2+V3) -~ VT

COUUVRHVBEVT (V24 VB) + VT(V2+VB) = VT
CV2HVB-VT O (V24 VB-VD(VE+T) (V2 VB -VT(VE+ )
T ooWve-1) 26— 1(V6+1) 10 ’

b) 1 _ (1-v2)+V3 o 1-v2+V3

(1—v2)—V3 [1-vD)—Vall(- V) +v3]  (1-v27— (V3]
_1-V24V3 V201 - V24 V3)
= W R - )

4) A nevezd /a + Vb vagy Va2 + Vab+ V/b? alaku.

A (Ya+Vb)(Va2— Vab+Vb?) = ({/a)? +(Vb)* = a+b keéplet alapjan a /a+ Vb
6s Va2 — /ab+ Vb2 kifejezések egyméas konjugaltjai, tehat, ha a tort nevezdje Ya+/b
alaku, akkor a tortet a Va2 — Vab + Vb2 kifejezéssel, ha pedig Va2 — ab+ Vb2
alaku, akkor a /a + V/b kifejezéssel bévitjiikk. Hasonloan, a
(¢/a— Vb) (Va2 + Vab+ Vb2) = ({/a)® — (V/b)? = a— b képlet alapjan a /a — V/b és
VaZ + Vab+ Vb2 kifejezések egyméas konjugatjai.
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Peéldak. Gyoktelenitsiik a kovetkezd tortek nevezdit:

)# b); ) T d) 1

Yarat VA Y1-B Yir B
Megoldas. a) L = V22— V2 3+ V3 :\3/1—\3/6-1-\3@_
Boldis: ) 3V (V2 vB(VE V34 V) —
b) L _ 2+ 3 2+ B,
Vi-V6+30 (V2 -2 3+ V) (V2 + VB) 5

o —L 14+ V3439 1+ V849

1-V3  (1-VB)(1+ 3+ V3) —2

i 1-V3 1=V

1+ V3+V9  (1-VB)(1+V3+ V) -2

5) A nevezd {/a — /b alaku.
Az ({fa— Vo) (Var=T+ Var2/b+ -+ V1) =a—b

képlet alapjan a bal oldali tényezSk egymas konjugaltjai.

Példa. Gydktelenitsiik a tort nevezsjét.

1
-
Megoldas. A nevez6 konjugaltjaval bévitve a tortet kapjuk, hogy:

1 SF RV 4 D

e 5 = V27 + V18 + V12 + V8.
1 V3+V2 VB V2

Ehhez az eredményt masképp is eljuthatunk:

VE- V2 (VBP-(V2P VB-VE2 o
= (V3+V2)(V3+V2) = V2T + V18 + V12 + V8.
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6) A nevezé >"/a+ *"Vb alaki.
Az

(a4 "WE( TV — R g ) = at b

egyenlGség alapjan a bal oldali tényez6k egymas konjugaltjai.

Példa. Gydktelenitsiik az tort nevezgjét.

1
V341

1 V3 VBV -YB4+1 BI- 2T+ V9341
V341 3+1 - A :

Megoldas.

1.1.7. Logaritmusok

A ,logaritmus” sz6 a latin ,logarithmus” magyar megfelelje. Ez a sz6 a gorog
»logos” és ,arithmos” szavak Osszevonasabol sziiletett. A megfelel§ fogalom John
Napier-t6l szarmazik, akinek a {6 munkéija (Mirifici Logarithmorum Canonis descrip-
tio) 1614-ben jelent. Lattuk, hogy ha a hatvanyozas soran rogzitjiik a kitevét, akkor
az ellentett mivelet a megfelels rendt gyokvonéas. Ha viszont nem a kitevst, hanem
az alapot rogzitjiik, akkor a kdvetkezs probléméval dllunk szemben: rogzitett a,b > 0
szamok esetén hatarozzuk meg azt az x valés szamot, amelyre a® = b. Igazolhato,
hogy ennek az egyenletnek egyetlen valos megoldésa van, ezért mondhatjuk azt, hogy
értelmezés alapjan az el6bbi egyenlet megoldéasat a b szam a alapa logaritmusanak
nevezziik. Példaul a 23 = 8 egyenldség alapjan mondhatjuk hogy a 3 a 8-nak a 2-es
alapt logaritmusa. Ezt roviden igy irjuk: 3 = log, 8.

-2
1
Hasonlbéan, mivel (3) = 9, ezért a 9-nek 3 alapt logaritmusa (—2), azaz

-2 = log% 9.

Ertelmezés. Legyen a > 0, a # 1 és > 0. Az x szam a alapt
logaritmusanak nevezziik és log, x-szel jeloljiik azt az y szamot, amelyre a¥ = x.
Tehat y =log, v <= a” =y

Megjegyzés. 1) Mivel a¥ > 0, Vy € R, ezért negativ szam logaritmusa nem értel-
mezett.
2) Az értelmezés alapjan
a) az y = log, x és a¥ = x kijelentések ugyanazt jelentik;
b) az x szam szigorian pozitiv;
c¢)haa>0, a#1ésxz>0,akkor:
aloga — ‘
Ezt az azonossagot a logaritmus alapazonossaganak nevezziik, jelentése a
kovetkez6: egy pozitiv szam adott alapt logaritmusa azt a kitevét jeloli,
amelyre fel kell emelni az alapot ahhoz, hogy az illeté szamot kapjuk.
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Megoldott gyakorlatok

1. Irjuk fel az alabbi egyenldségeket logaritmusok segitségével:

1
a)23=8 b)5’=1; c)3*2:§.

Megoldas. Egy pozitiv szam logaritmusanak értelmezése alapjan log,z =y &
a¥ =, tehat a) 23 =8 log,8=3; b)5'=1xlogs1=0;

1 1
2 = = 1 - = _2-
c) 3 9 < logs 9

2. Irjuk fel az alabbi egyenldségeket logaritmusok nélkiil:
1
a) log;; 100 =2; b) log, 77 = -3; c¢)log;1=0.

Megoldas. Egy x pozitiv szam logaritmusanak értelmezése alapjan log, z = y <
a¥ = x, tehat:

1 1
log;n 100 = 2 < 102 = 100;  b) log, — — — 5 1
a) logy, 100 <10 00; ) logs o 3<3 57
c)logs1=0«5=1.
3. Igazoljuk a kovetkezs egyenlGségeket:
1
a) log; 1024 =10;  b) logy 256 = —8;  ¢) log, V/a/a = 50 a> 0,a#1.

Megoldas. a) A szogortian pozitiv szam logaritmusanak értelmezése alapjan
log, 1024 = 10 < 2!0 = 1024, ami igaz.

b) log, 256 = -8 « (;)_8 = 256 < 28 = 256, igaz.
c) A logaritmus argumentumat egyszeriibb alakra hozva kapjuk, hogy
W: W = Va? = a%7 tovabba log,, at = %, mivel a? = a?.

4. A logaritmus definic6jabol kiindulva hatarozzuk meg azt az x szamot, amelyre:

1
a)log,2=3; b)log,z= 2’ c) log, 8 = z.

Megoldas. A pozitiv szamok logaritmusénak értelmezése alapjan
a) log, 2 =3 & 23 = 2, tehat = = /2.

1
b) log4x=§®4%:x®x=2.
3
c) log48:z<:>4z:8<:>22””:23<:>2z:3<:>x:§.

5. Hatarozd meg az alabbi logaritmusok értékét:

a) log, \/g; b) log, /32;  c) log; log, logg 81.

Megoldas. a) A logaritmus értelmezése alapjan irhatjuk, hogy
1 1
log3\/;:y<:>3y:3<:)3y:3_1 &y =—1. Tehat logB\/gz—l.
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1 Yy
b) Legyen logy V/32 =y & (2> =(32)s &2 ¥ =28 o y=—_.

Tehat logs V32 = —g.
c) A legbelss logaritmus értékét kiszdmolva logg 81 = logg 9% = 2. Kifele haladva
a kovetkezs logaritmus log, 2 = 1 és végiil logg 1 = 0.

Egy kis torténelem. Két szam kiemelt szerepet tolt be logaritmusok alapjaként.
1) Az e ~ 2,71828 irracionalis szam alapi logaritmusnak kiilon jelolése is van:
log, x helyett egyszertien Inz-t frunk és természetes logaritmusnak nevezziik. Az e
szam megvalasztasa furcsanak tiinhet, viszont egyes tulajdonsagai a matematika egyik
legfontosabb szamava tették. Ezt a logaritmust Neper féle logaritmusnak nevezziik
John Neper (1550-1617) skot baré neve utan. Neper eredeti dolgozataban az alap

fogalma még nincs pontosan definidlva, viszont szamitésok alapjan ennek értéke 1
Neper logaritmusait tehat nem lehet a ma Neper-féléknek nevezett logaritmusokkgl
azonositani. A svijci matematikus, Jost Biirgi (1552-1632) szintén kiadott 1620-ban
egy logaritmustablat, 6 mar néhany évvel azel6tt felfedezte a logaritmusokat, talan
még Neper-t is megelézve. Biirgi tablajaban a logaritmusok piros szinnel vannak
jelolve, 6 maga ,,piros szamok™nak nevezte 6ket. Az alap fogalma még itt sem jelent
meg.

2) A masik fontos logaritmus-alap a 10-es szam. A 10-es alapt logaritmus e-
setében log,, = helyett lg x-et irunk. Ezen logaritmusokat 10-es alapu logaritmu-
soknak nevezziik.

Az els§ tizes alapt logaritmus-tablat Henry Briggs (1556-1630) angol matematikus
szerkesztette és publikilta 1624-ben.

A logaritmus tulajdonsagai

A valos kitevgjihatvanyok tulajdonsagaibol kiindulva:
xr
a® - a¥ = a® 1Y, @ _ a® Y, (a®)¥ = a®¥,
ay
megallapitunk néhany, logaritmusokra vontakozo6 tulajdonsagot.

1. Haa >0, a # 1, akkor log, 1 =0, log,a=1.

Bizonyitas. log,1=0&a’=1¢slog,a=1<a' =a. g

2. Ha z,y >0, a >0, a # 1, akkor log,(xy) = log, = + log, y

(Két szam szorzatanak logaritmusa megegyezik a szamok
logaritmusanak Osszegével.)

Bizonyitas. A log, z = m, log, y = n jeldlések bevezetésével
am =gz, a" =y és a™-a" = a™"" = xy,
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kovetkezésképpen log, (zy) = m +n =log, z + log, v. =
Megjegyzés. 1) A fenti Osszefiiggés altalanosithato k darab szigortan pozitiv
szamra is: ha x1,x2,- -,z > 0, akkor
log, (2122 -+~ x4) = log, @1 + log, x2 + --- + log, zy

vagy roviden, a > és [] szimbolumok hasznalatéval

k k
log,, (H scl> = Z log,, ;.
i=1 i=1

Ha az x;, i = 1,k szamok megegyezdek, x; = =, Vi = 1, k, akkor

log, ¥ = klog, = ‘

Természetes kitevsji hatvany logaritmusa egyenlé a kitevé és a hat-
vanyalap logaritmusanak szorzataval. Késsbb latni fogjuk, hogy ez az Gsszefiig-
gés érvényben marad valés kitev§jd hatvanyok esetén is.

2) Ha 129 > 0, akkor log, (z122) = log, |z1| + log, |x2|.

3. Haxz,y >0, a >0, a# 1, akkor log,, (:v) =log, z —log, y.
Y

(Hanyados logaritmusa egyenld a szamlalé és a nevezd
logaritmusanak kiilonbségével.)

Bizonyitas. A szorzat logaritmuséara vonatkozo tulajdonsag felhasznalaséaval irhatjuk,
hogy

x x . x
log, « = log, " -y | =log, v + log, y, innen log, = — log, y = log, v =

Megjegyzés. 1) Ha zy > 0, akkor log, (x) = log, |z| — log, |y|.
Y

2) Ha = > 0, akkor

1
log,, (w) = —log, x

4. Haz >0, a € R, a > 0, a # 1, akkor log, z* = alog, .

(Valés kitevdji hatvany logaritmusa egyenls a kitevé és a
hatvanyalap logaritmusanak szorzataval.)

Bizonyitas. Ha log, = m vagyis a™ = x, akkor
z® = (a™)* = a™* < log, 2 =ma =alog,r. m

Megjegyzés. 1) Ha a = 2m, m € Z, akkor log, 2™ = 2mlog, |z|.
Példa. A log,(z — 1)? szdm minden x # 1 esetén létezik és

2log,(x —1), x> 1
log, (z — 1)2 = 2log, |z — 1] = a ’
0ga (e — 1) 08 |z = 1] { 2log, (1 —x), z < 1.
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1 1
2) Ha o = —, n € N*, n > 2, akkor log, ¢/ = —log, x.
n n

5. (A logaritmus alapjanak megvaltoztatasa)

lo

Ha xz >0, a,b >0, a,b # 1 akkor log, z = ﬂ.
log, a

(A képlet szabalyt ad egy szam a alapu logaritmusarol

ugyanazon szam b alapua logaritmusara valo attérésre.)

Bizonyitas. A log, x = m, log, x = n jelolésekkel x = a™, x = b", innen
a™ = b", vagyis log, a™ = log, b". Az el6z6 szabaly alapjan mlog,a = nlog, b,
innen m = nlog, b vagyis log, x = log, = - log, b. (1)

Ez utobbi 6sszefiigésben az © = a helyettesitést végezve kapjuk, hogy 1 = log, a-log,, b.
log, =

Kovetkezik, hogy log, b = Ezt (1)-be visszahelyettesitve log, « =

log, a’ log, a’

Megjegyzés. 1) Az a alaprol b-re vald attérési képlet konnyebb megtanulasa
érdekében figyeljhiik meg, hogy a a jobb oldalon b alapt logaritmusok hanyadosa
van, melyeknek argumentumai az x szam illetve a régi alap, a, ezt az alabbi dbran
szemléltetjiik:

2) A bizonyitas soran egy masik fontos Osszefliggést is megallapitottunk:

Ha a,b >0, a,b # 1, akkor log, a =

log, b

a

3)Haz>0,a>0,a#1, a,0 €R, §+#0, akkor
log,s () = 5 log, .
Bizonyitas. A bal oldalon levs logaritmusban a alapra tériink at:

o ] o alog,z «
o (0) = B35 = g = 5

log,z  log,
log,y  log,y’
Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a alapi logaritmusokroél b alaptakra kell at-
térniink. Az erre vonatkozo képlet felhasznalasaval irhatjuk, hogy
log, =
log,z log,a log,x
log,y  logyy — logyy
log, a

4)Haxz,y>0,y#1, a,b>0, a #1, b+# 1, akkor
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5) Ezt a tulajdonsagot az alkalmazéasokban nagyon gyakran hasznaljuk. Példaul
egyenletek, egyenlGtlenségek megoldasa sorén, ha kiilonbo6zé alapi logaritmusokat tar-
talmazo kifejezésekkel van dolgunk. A kifejezések atalakitéasakor, egyszertibb alakra
hozatalakor azonos alapra hozzuk a logaritmusokat, majd az el6z& tulajdonsagokat
alkalmazzuk.

6. Ha a,b,c >0, a # 1, akkor ~ b'°8a¢ = cloga b,

Megoldott feladatok

1. Hozzuk egyszertibb alakra az alabbi kifejezéseket:

a) \/ 25) TEeS + (49) logzﬂ b) —logg(log,(log, 16)).

Megoldas. a) A gyokjel alatti osszeg tagjait a kovetkezSképpen alakithatjuk:

(25)10;55 = (25)10856 = (52)lo856 = (50856)2 = ()2 = 36,

(49)@ = (49)lo878 = (72)logr 8 — (7logr8)2 = (8)2 = 64,

tehét /36 + 64 = /100 = 10.

b) Rendre a kivetkezdket irhatjuk:

—logg (log, (log, 2*)) = — logg (log, (4 log, 2)) = —logs(log, 4) = —logg 1 = 0.
2. Szamitsuk ki:

99

1 2 3
o= +1g= +1g° lg — .
2) lgg +lgg Hlg g4+l

b) log, V2 + logy V2 + V2 +logy /2 + V2 + V2 +logy \/2 — V2 4+ V2;

c) log, vz + log, Va® —2log, z, x >0, a >0, a # 1.
Megoldas. a) A logaritmusok dsszegét a log, z+log, y = log, (zy) képlet alapjan

Osszevonva:
1 2 3 99\ 1 —2 _ —
lg<2-3-4"'100) lg 1700 =lgl0~= = -2Igl10 = —2.

b) Ugyanazon képlet alapjan irhatjuk, hogy:

1oga\/§\/2+\@\/2+x/2+\/§\/2—\/2+x/§:

—loggf\/ﬁ\/Z—F\/T 2-vV2+v2) =
log2f\/2+ 2v/2 — /2 logQ\f\f log, 2 = 1.

c) A logaritmusok tulajdonsagai alapJan

/3 2
log, v/xVa? —log, 2 = log, <\/§;2x> = log, % =log,1=0.

3. Szamitsd ki az x értékét kiilon-kiilon az alabbi esetekben:
a) logsx =2+ 3logy 5 —2logs4; b)lgz=-1+21g3 —31gh.
Megoldas. Mindkét esetben a jobb oldali kifejezést el6bb egyszertibb alakra
hozzuk a k = log, a*, alog, » = log, %, log, = + log, vy = log,(zy) és log,  —
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—log, y = log, <z) képletek felhasznalasaval.

a) 2+ 3log, 5 —2log, 4 = logs 3% + log3 53 —log, 42 = log;(3% - 53) — logs 4% =
32 3

= logs T , tehat logs & = logg(——=— IE
logaritmusa egyértelmtien meghatarozott).
b) A jobb oldal igy alakithato:

9
—1+21g3—-3lg5=1g107' +1g32 —1g5% =lg(35) —lg125=1g (1250)

32.53 . . .
) = x = >3~ (mivel pozitiv szam

9
Mivel 1 1 kovetkezik, h = —.
ivel lgz = 1g (125()), ovetkezik, hogy x 1250

log, 24 log, 192
loggg 2 " log;y 2
c) log; 18, halog; 12 =a;  d) logy, 60, ha logg 30 = a, log;524 = b.
Megoldas. a) A logaritmusokat 2-es alapra hozzuk:
log, 24-log, 96 —log, 192-log, 12 = log,(23-3)-log, (2°-3) —log, (26-3)-log, (22-3) =

= (log, 23 + log, 3)(logy 2° + logy 3) — (log, 26 + log, 3)(log, 22 + log, 3) =

= (34 log, 3)(5 4 log, 3) — (6 + log, 3)(2 + log, 3) =

= (15 + 8z + %) — (12 + 8z + 2?) = 3, ahol z = log, 3.

1
b) Ig25 = 1g52 = 21gh = 21g (20) =2(1g10 —1g2) = 2(1 — a).

c) Els6 megoldas. A logs 18-at egyszertibb alakra hozzuk:
log; 18 = log4(3? - 2) = logs 32 + log; 2 = 2 + logs 2, majd megprobaljuk kifejezni
a logs 2 kifejezésben szerepls 2-t a 12 és 3 fliggvényében, mivel a log; 12 = a és

4. Szamitsuk ki:  a) i b)lg25 halg2=a;

B /12
logs 3 = 1 értékeket mar ismerjiik. Eszrevessziik, hogy 2 = 3 tehat

12 1 1
logs 2 = logs 4/ 3= §(log3 12 —logg 3) = 5 —(a—1).
a+3

2
Masodik megoldas. Ez a modszer azon alapszik, hogy mind a logaritmus

alapjaban, mind argumentuméaban csak primszamokkal dolgozunk. Ezért ata-
lakitjuk a logaritmusokat:
log; 18 = logs(32-2) =2+1logg2 és  a=log; 12 =logs(2?-3) = 2logy 2 + 1.
a—1 a+3

5

1
Ezek alapjan log; 18 = 2 + i(a -1)=

-1
Ez utobbi egyenlGségbdl logs 2 = aT’ tehat logs
d) Rendre a kovetkezdket irhatjuk:
log, 60  logy(4-3-5)  2+logy3+1logy5
log, 12 log,(4-3) 2 +log, 3
24+zx+y

log, 60 =

Az x = log,3, y = logy5 jelolésekkel log,, 60 = Megproébaljuk

az a-t és a b-t kifejezni az x,y fiiggvényében, hogy aztan a kapott rendszerbdl
meghatarozhassuk x, y-t az a és b segitségével.
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logy 30  logy(2-3-5) 1+z+y

= logg 30 = = =
@ = "08e log, 6 log,(2-3) 1tz
b=1o 24710g224710g2(8~3)73+x
TR T g, 15 log,(3-5) 14y
1+x+y
Sl LI A
b —ab 20 —b—2+ab
Az " }rgi , rendszert megoldva x = %, y= aab—_lﬂl,
Tty
2ab+ 2a — 1
tehat log;, 60 = %.
a

S

. Igazoljuk, hogy a lg 2 szam irracionélis.
Megoldas. Tegyiik fel, hogy lg 2 racionalis, azaz lg 2 = ﬁ, m,n € N* (m,n) = 1.
n
Innen 10% = 2. Mindkét oldalt n-edik hatvanyra emelve kapjuk, hogy
10™ = 2™. Ez utébbi egyenlGség viszont nem allhat fenn, mivel a bal oldali

kifejezés oszthato tizzel, mig a jobb oldali nem. Tehéat ellentmondéashoz jutottunk,
igy feltételezésiink hamis.

6. Szamitsuk ki [log, 25] értékeét, ahol [a] az a € R egész részét jeloli.
Megoldas. Az alapdétlet az, hogy a 25 szamot a 2-nek két egymas utén kévetkezd
hatvanya kozé soroljuk be. Tudjuk, hogy 2% < 25 < 2°, igy ha log, 25 = z, akkor
2% = 25 és 2% < 2% < 25 Ez azt jelenti, hogy 4 < x = log,25 < 5, azaz
[log, 25] = 4.

7. Mutassuk ki, hogy az a,b, x, a # b pozitiv és 1-t6l kiillénb6z6 szamok esetén
log,, = log,
loge # = —*——>>—.
b logy, z — log, x
Megoldas. A logaritmusokat z alapra hozzuk. Igy mindkét oldal
1

—— alakd lesz.
log. a —log. b alaku lesz

8. Ha z,y > 0, 2x > 3y, hatarozzuk meg T ertekét tudva, hogy
Y

1
lg(2z - 3y) = (g z +1gy).
Megoldas. Az adott egyenléséget lg(2x — 3y) = lg /zy alakra hozhatjuk, innen,
mivel egy pozitiv szam logaritmusa egyértelmd, 2z — 3y = /2y < 42 + 9y? —

2
—13zy = 0. Ha mindkét oldalt elosztjuk az y? # 0 kifejezéssel, a 4 (Zj) -

—13 <x) + 9 = 0 egyenlethez jutunk. A t = z jeloléssel a 4t2 — 13t +9 = 0
) )
9
egyenletet kapjuk, melynek gyokei t; = vk ty = 1. Ezek kozil csak az - 1
Yy
esetet fogadjuk el, mert csak erre teljesiil a 2x > 3y feltétel.

b
9. Igazoljuk, hogy ha a? + b? = Tab, a,b > 0, akkor lg % =—(lga+1gb).

1
2
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Megoldas. A bizonyitando egyenléséget rendre a kovetkezs alakokra hozhatjuk:

b b
lg a;— = lgVab, a;— = Vab (mivel pozitiv szam logaritmusa egyértelm),
a+ b= 3vab, amely (négyzetre emeléssel) egyenértéki az

(a+0)? =9ab & a? + b* = Tab egyenléségekkel.

Kifejezések logaritmalasa

Ezt a paragrafust egy példaval kezdjiik, hogy szemléltessiik a logaritmélas hasznos-

sagat.
320. /1396 - v/275 .
597 . /320
értékét.

Kénnyen megallapithato, hogy a 320, 5°7 szamok nagyon nagyok, valamint a kifejezés-
ben szerepld gyokok kitevdje is ketténél nagyobb és igy a szamok nehezen szamithatoak
ki.

Természetesen csak megkozelitSleg kell meghataroznunk az IV szdmot. Ezért el6bb
kiszamoljuk a lg N értéket (altalaban a 10-es alapu logaritmussal dolgozunk ilyen

zam kozelits

Tegyiik fel, hogy ki szeretnénk szamolni az N =

esetekben). Igy az o hatvanyok klga alaku szorzatokka, az % tort a lg (%) =
= lga —lgb kiilonbséggé, valamint az ab szorzat a lg(ab) = lga + 1g b Osszeggé alakul.

lgN =1g(3%° - /1396 - ¥/275) — 1g(5°7+/320) =
— 1320 4 1g1396% + 1g 2755 — (lg 597 4 1g 320%) -

=201g3 + %lg1396—|— élg275 —971gh — ilg320.

A 10-es alapu logaritmustablak vagy az lg kiszamoléasara képes zsebszamologép
segitségével meghatarozhatjuk (altalaban 6 vagy 7 tizedesnyi pontossaggal) a lg3,
lg 1396, 1g 275, 1g 5, 1g 320 szamokat, amely értékekkel elvégezve a tobbi szamolésokat
alg N egy kozelits v értékéhez jutunk. Tehat lg N ~ v, azaz N ~ 10V. Altaldban az
N megkozelitd értékét is a logaritmustablaboél olvassuk ki.

Az elektronikus szamitégépeknek az iskolakban valo jelenléte és a bonyolult szami-
tasok elvégzésére valod hasznalhatosaguk tilhaladotta teszi a logaritmusok ilyen iranyta
alkalmazésat.

Kovetkezésképpen

Azt a miveletet, amely soran az N szamhoz (kifejezéshez) hozzarendeljiik
a lg N szamot (kifejezést), logaritmalasnak nevezziik.

Logaritmusokat tartalmaz6 kifejezések Gsszevonasa

Logaritmusokat tartalmazo kifejezéseket az alabbi képletek felhasznalédsaval hoz-
hatunk egyszeriibb alakra:

log, = + log, y = log,(zy), log,z —log,y = log, (w>7
Yy

klog, x = log, z*, Kk =log,a".
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Példa. Hatérozzuk meg z-et az lgx = 21g3 — 2 + lg4 + Ig 5 egyenlGségbdl.
Megoldas. Rendre a kovetkezdket frhatjuk: lgx = 1g 3% — 1g 10% +1g(4 - 5),

2
4.
lgx=1g %, lgx = lgg, innen pedig z = g

1.2. A KOMPLEX SZAMOK HALMAZA

Az algebra fejlédése soran fokozatosan béviilt a szdm fogalma. Az elemi és
altaldnos iskolai tanulményai soran a tanuld elébb a természetes, majd a a poz-
itiv racionélis szdmokkal ismerkedik meg. Az algebra tanulményozasa sorén eljut a
negativ egész és negativ racionalis szamok fogalmahoz. Az egész szamok halmazéanak
bévitését tobbek kozott bizonyos egyenletek megoldhatosiga, a megoldas megkeresése
is indokoltta tette. Példaul a 2z — 1 = 0 egyenletnek nyilvanvaléan nincs megoldasa
Z-ben, de a racionéalis szamok halmazan az r = = € Q mér megoldés.

A racionalis szamok halmazanak ,gazdagsaga’ ellenére sziikséges volt ennek ki-
egészitése az tigynevezett irraciondlis szamokkal (az 22 — 2 = 0 egyenletnek nincs
racionalis gyoke, viszont van irracionélis megoldasa). A raciondlis és irracionéalis
szamok egyiitt alkotjak a valos szamok halmazat. Ez a halmaz sem fedi le teljesen a
felvet6dd problémék mindegyikét, abban az értelemben, hogy léteznek olyan egyen-
letek, amelyek nem oldhatéak meg a valés szamok halmazan. Példaul az 22 +1 =0
egyenletnek (barmilyen egyszert is) nincs megoldédsa az R halmazon, hiszen egyetlen
valos szamnak sincs negativ négyzete (—1). Sziikséges tehat kiboviteni ezt a hal-
mazt is, altalanosabbé téve a szam fogalmat oly modon, hogy ebben az 4j, bévebb
halmazban az 2 + 1 = 0 tipust egyenletek is megoldhatoak legyenek.

1.2.1. Komplex szamok algebrai alakja

R-rel jelolve a valos szamok halmazat, az R x R (a valos szamok halmazanak
onmagéval valo Descartes-i szorzata) halmazon az R xR = {(a,b) | a,b € R} halmazt
értjiik. Az R x R elemeit (valos) szamparoknak nevezziik.

Ezen a halmazon két algebrai mtiveletet értelmeziink:

1°) Osszeadas. Legyen z; = (a1,b1), z2 = (az,ba), 21,22 € R X R.

A zy és z, Osszegét a kovetkezGképpen definialjuk:

21+ 29 = (a1 —|—(12,b1+b2) € RxR.

2°) Szorzas. Ha z; = (a1,b1), 22 = (a2,b2), 21,22 € R X R, a szorzatukon a
kovetkez6 szampart értjiik:

2172 = (alag — b1bo, a1bs + agbl) € R xR.

Az = (a1,0), 22 = (ag,0), 21,22 € R x {0} C R x R sajatos esetben a fenti
értelmezések alapjan

z1 + 22 = (a1 + as,0), z129 = (a1as,0).
Az elébbi Osszefiiggések alapjan az R x {0} halmazon az Gsszeadés és szorzas a valos
szamoknal fennallo szabalyok alapjan torténik. Eppen ezért az (a,0) szampéart a-val
azonositjuk:
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‘(a,O):a, aGR.‘

Sajatosan (0,0) =0, (1,0) = 1.
Kimutatjuk, hogy az 22 + 1 = 0 egyenlet megoldhaté az R x R halmazon a fenti
miiveletekkel. Pontosabban belatjuk, hogy az x = (0,1) elem teljesiti az
2?2 =(-1,0) = —1
osszefiiggést. Valoban, 22 = (0,1)(0,1) = (0—1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1.
A (0,1) elemet i-vel jeloljiik (a latin imaginarius szo6 els6 betije alapjan) és az
imaginarius egység-nek nevezziik. Tehat

i?=-1

Szamitsuk ki a b - i szorzatot, ha b € R.
b-i=(b,0)(0,1) = (0,b) =1i-b,
tehat egy z = (a,b) € R x R elem irhat6 a:
z=(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + bi.
alakban is.

Ertelmezés. Az R x R szamhalmazt a fent értelmezett dsszeadasi és szorzasi
miiveletekkel a komplex szamok halmazanak nevezziik és C-vel jeloljiik.

Eszerint a C = {z = a+bi | a,b € R} a komplex szamok halmazat jeloli, ennek
minden eleme z = a+1ib, a,b € R alaka. A C* = C—{0} jelolést hasznaljuk a nullatol
kiilonb6z6 komplex szamok halmazanak jelolésére.

Az a valos szamot a z = a + ib komplex szam valds részének nevezzik és
a = Re(2)- vel jeloljiik, a bi szam pedig a 2z imaginarius része. A b valés szamot az
imaginarius rész egyiitthatéjanak nevezziik, jelolése: b = Im(z).

Ha b =0, akkor z =a € R és igy R C C.

A z = bi, b # 0 komplex szamot (melynek valos része 0) tiszta imaginarius
szamnak (vagy tiszta képzetes szamnak) nevezziik. Ezek halmazat R*i = {bi | b €
€ R*}-vel jeloljiik.

Megjegyzés. A z = a + ib felirdsban szerepld plusz jel nem a megszokott
értelemben hasznalt Gsszeadast jelenti, hanem az a valés rész és a bi imaginérius
(képzetes) rész szétvalasztasara szolgal.

Mint azt mar lattuk, egy z € C komplex szam a kovetkezd alaku:

z=a-+bi,abcR,i’>=—1.

z ebben a forméaban valo felirdsat algbrai alaknak nevezziik. Tehat

A z € C komplex szam algebrai alakja
z=a+1ib, ahol a,b€eR,iZ=—1.

Kovetkezésképpen egy komplex szam egyértelmtien meghatirozott, ha ismert a
valos része és az imaginarius (képzetes) része.
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1.2.2. Algebrai miiveletek komplex szamokkal

Két komplex szam egyenldsége. Ha z; = (a1,b1), 22 = (a9, b2), 21,20 € RXR,
akkor z1 = 2z & (a1 = a2 és by = by), vagyis két komplex szam pontosan akkor
egyenld, ha a valos résziik is és a képzetes résziik is egyenls.

Ha tehat z; = ay +iby, 20 = as + iba, 21, 20 € C, akkor:

Ertelmezés. A z; és 2o komplex szam egyenlSségének sziikséges és elégséges
feltétele:

a1 = ag

a1+ib1:a2—|—ibz<:>{ by = by

Két komplex szam pontosan akkor egyenls, ha mind a valés résziik,
(a1 = a2) mind pedig imaginarius részeiknek egyiitthatéja megegyezik
(by = bo).

Komplex szamok szorzasa és 6sszeadasa. A fejezet elején az R x R halmazon
értelmezett két algebrai miiveletet a komplex szdmok algebrai alakjanak segitségével
is megfogalmazhatjuk.

Legyen z; = (a1,b1) = a1 + ib1, 22 = (a2, be) = as + iby, ekkor

21+ 29 = (a1+a2,b1+b2) :a1+a2+(b1+b2)i

Két komplex szam Osszegén azt a komplex szamot értjiik, melynek
valos része az 6sszeadanddk valos részeinek Gsszege, imaginarius része
pedig a képzetes részek Osszegével egyenld.

A szorzas a kovetkezSképpen értelmezhetd:

21 - 22 = (a1,b1)(az,b2) = (a1a2 — biba, a1bs + asby) =

= (a1a2 — blbg) + (albg + agbl)i = (a1 =+ ibl)(ag + ibg).

Mivel
(a1 + ibl)(ag + ibg) = ajas + ayiby + ibjag + i2b1by = ajas — biby + (a1b2 + agb )i,

lathato, hogy két komplex szam szorzatat agy szamitjuk ki, hogy az els6 szam mindkét
komponensét megszorozzuk a masodik szim mindkét komponensével, majd az i = —1
Osszefiiggés felhasznalasaval Gsszevonjuk az eredményt. A komplex szamok szorzési
szabalya hasonlo az (a+bv/2), (c+dv/2), a,b,c,d € Q alaki valos szamok szorzasahoz.

A C-n értelmezett Osszeadéasi és szorzési szabalyok alapjan az R halmazon érvényes
miiveleti szabalyok érvényben maradnak a komplex szamok halmazéan is figyelembe
véve, hogy i2 = —1.

Megoldott feladatok

1. Hatéarozzuk meg az x,y valos szdmokat, tudva, hogy
22 — 5+ 21 = —y? +ixy.
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Megoldas. Az adott Osszefiiggés tulajdonképpen két algebrai alakban megadott
komplex szam egyenlGsége, igy a valos és imaginérius részek egyenlésége alapjan
a kovetkez6 rendszert kapjuk:
2?2 — 5= —9? 224+ =5 (x+y)?—2xy=5
= <~
Ty =2 Ty =2 Ty =2

Ty =2 Ty = 2.
Az els6 egyenletbdl © + y = £3, tehat a rendszer az alabbi két szimmetrikus

@{ (r+y)?—-4=5 @{ (z+y)?=9

rendszer egyesitésével egyenértékii:
T+y=-3 r+y=3
I ;o (1T
o { LT (e
Az (I) rendszer megoldasai: (—1,—2), (=2,—1), a (II) rendszert az (1,2), (2,1)
parok teljesitik. A keresett parok tehat a kovetkezsk: (—1,—-2), (—2,—1), (1,2),
(2,1).
2. Szamitsuk ki a z1 + 2o, 2122 szdmokat az alabbi esetekben:
a)z1 =1+44i, 20 =2—5i; b)a=1+3i,25=1+1
Megoldas. a) A miiveleti szabalyok alapjan: z; +20 = (1+2)+ (4 —5)i =3 —1i,
2129 = (14 4i)(2 — 5i) = 2 — 5i + 8i — 20i2 = 2+ 20 + (=5 + 8)i = 22 + 3i;
b)21+20=14+1+B+1)i=2+4isi 2120 =(1+3)(1+i) =1+i+3i+3i% =
=1-3+(1+3)i=-2+4i

A komplex szamok Osszeadasanak tulajdonsagai

Latni fogjuk, hogy a valos szamok 6sszeadasanak tulajdonsagai érvényesek marad-
nak a komplex szdmok esetén is. Két komplex szdm egyenléségének feltételét valamint
a valos szamok Osszeadésara vonatkozd tulajdonségokat felhasznalva igazolni fogjuk
a kovetkez6 tulajdonsagokat:

Tétel. 1) A komplex szamok Osszeadésa asszociativ, azaz

(21 4+ 22) + 23 = 21 + (22 + 23), (V) 21, 22,25 € C.
2) A komplex szamok sszeaddsa kommutativ, azaz:

214+ 20 = 29+ 21, (V) 21,20 € C.
3) A komplex szamok Osszeadasanak létezik semleges eleme, azaz
létezik a 0 =040 -i € C szam 1ugy, hogy

z4+0=0+2=2, (V)zeC.
4) Ellentett elem létezése. Minden z € C szam esetén létezik a
—z-vel jelolt komplex szam, amelyre

24 (=2)=(-2)+2=0.
Azt mondjuk, hogy a C halmaz az 1)-4) tulajdonsagokkal rendelkezd

Osszeadés miveletével a komplex szamok additiv kommutativ
csoportjat alkotja.
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