ALGEBRA
. CAprTOLOLI

NUMERE REALE. PARTEA INTREAGA SI PARTEA FRACTIONARA A UNUI NUMAR
REAL. MODULUL UNUI NUMAR REAL. INTERVALE DE NUMERE REALE.
RATIONALIZAREA NUMITORULUI DE FORMA a/b $I a++/b,a, b € IN*.
FORMULE DE CALCUL PRESCURTAT

(Tema pentru centrul de excelenta)

< Si ne reamintim!

* Din Olimpiade, Concursuri si Centre de excelenti, clasa a VII-a, editia 2014,
Editura Taida, Iasi, recapitulati si aprofundati.

- Proprietatile divizibilitatii in Z (Capitolul I)

- Relatia de congruentd modulo m (Capitolul II)

- Proprietatile modulului unui numar real (Capitolul III)

- Partea Intreaga si partea fractionard a unui numar real (Capitolul III)

- Formule de calcul prescurtat (Capitolul IV)

< Partea intreaga a unui numar real x este un numadr intreg, notat [x], astfel incat sa

avem : [x] <x<[x]+ 1.
< Partea intreaga a unui numar real x este un numar intreg notat [x], astfel incat si avem:
x =[x]+ {x},unde 0 < {x} <1; {x} se numeste partea fractionard a numarului real x.

Probleme rezolvate:

1. Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia: [x — 2| = 3|x|.
Rezolvare:
—x+2, dacax<?2
Avem: |x — 2| = 0, daca x =2 . Dacéd x < 0, atunci ecuatia devine —x + 2 = —3x,

x—2, dacax>2

. - . . . 1
de unde x = —1, solutie. Daca x € [0, 2), atunci ecuatia devine —x + 2 = 3x, de unde x :E’
solutie. Daca x > 2, atunci ecuatia devine x — 2 = 3x, de unde x = —1, contradictie!

. 1
Prin urmare, x € {I;E} .

2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: |[x + 2| — |x — 1| =x + 3.
Rezolvare:

. Analizam cazurile:

—x—2,dacax<-2 . —x+1, dacax <1
Avem: [x + 2| = sipy—1]=

x+2, dacax>-2
x<-2,x€[-2;)six>1.

* Daca x < -2 atunci avem |-x — 2 — (—x + 1) =x + 3, de unde x = 0, cum 0 > -2,
contradictie!

x—1, dacax>1




*Dacaxe[-2;)avem: x+2 —(—x+ 1)|=x+3 < 2x+ 1|=x+3. Cum 2x + 1| =

—2x-1, daca‘1x<—l |
= , analizam cazurile: * x € [2; —j conduce la 2x—1=x+3,
o 2
2x+1, dacax > —E

de unde x = 7%’ solutie, pentru ca f% (S [2;%) ;X € {%;lj conduce la2x + 1=

=x+3,deundex=2.Tnsd2 ¢ {%;lj.
Dacax > 1, atunci avem: x+2 - (x —1)|=x+3 < x+3=3,de unde x = 0. Insa0>1,

-y . L .4
contradictie! Prin urmare, ecuatia din enunt are solutia 3

3. Media geometrica si media aritmetica a doud numere naturale distincte @ si b sunt
numerele xy si, respectiv, yx scrise in baza zece. Claculati |a — b|.

(Concursul ,Alexandru Papiu-Ilarian, Targu Mures, 2011)
Rezolvare:

a+b

. — . — oL 2 —2 —
Din =yx si VJab=xy rezultd cd (a + b)" =4 -yx sidab =4 -xy , de unde

P-2ab+b =4y —dxy =4 (x—x ) (xtx)=4-9-11 - (-x)p+x) = (a— by
Deci (y —x)(y + x) = 11K (k€ N) si (y — x)(y + x) € {11,44,99}. (y —x)(y + x) = 11
impliciy—x=1siy+x=11,deunde y=6six=5,iar (a—b)*=36- 11 - 11, de unde

la—b|=66.(y—x)(y +x)=44=4- 11 impliciy—x=4siy + x= 11, de unde y:%QIN.

—x)@y +x)=99=9 - 11 implica y = 10, nu convine. Prin urmare, |a — b| = 66.

4. Aritati ca , [|a2 71||b2 71| <[1+ab|+|a+b|, oricare ar fi numerele reale a si b.

Rezolvare:
Aplicand inegalitatile |x| + |y| > [x + y| si |x| + [y| = |x — y| avem: |l + ab| + |a + bLZ
>l +ab+a+b|si|l +ab|+|a+b|>|l+ab—a-b|,deunde rezulta ca(|l + ab| +|a + b|)" >

>|(1+ab)’ —(a+ b)Y =|a>—1| - |b> - 1|. Deci, |1 +ab| + |a + b| 24/|a2 ~1[fp> 1]

5. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) [X];{X} ~[x]; b) [%}: 5x2+6; ¢) x + 1 = 4{x} + [x], unde [x] reprezintd

partea Intreagd a numarului real x, iar {x} partea fractionara a lui x.
Rezolvare:

a) Ecuatia data este echivalenta cu [x] = 2{x}. Deci, [x] =2 - (x — [x]), de unde x = % - [x]
Insa din [x] <x < [x] + 1 (definitie) rezulta [x] < % [x] <[x] + 1, deunde [x] >0 si [x] € {0; 1}.

[x]=0si {x} =0 implicax=0. Din [x] =1 si {x} :% rezultéx:% . Prin urmare, x € {0; %} .
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5x+6 2k-6

b) Notdm =k, k € IN si obtinem x :T, (1). Inlocuind, se obtine ecuatia

2k -5

{T} = k. Aplicand una din definitii avem: & < 2k =3

<k+1,deunde k € {-7;-6;-5}.

Acum, din (1) se obtin solutiile x € {—4;—%; —?} .

. Insi, [x] < @ <[x] + 1, oricare ar

) Avemx+1=4(x—-[x]) +[x] < x=

3[x]+1
3

. . . 1
fix € R. Deci, solutiile ecuatiei sunt de forma n + 3’ unden € Z.

6. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: {x}*°" — [x]**" = x**"%, unde [x] si {x}

reprezinta partea intreagd si, respectiv, partea fractionara a numarului real x.

Rezolvare:

Avem 0 < {x}?"" <1, deci 0 < [x]*" + ™" < 1, (1). Daci x < 0, atunci [x] < 0 si am
avea [x]"°" + x*2 <0 in contradictie cu relatia (1). Deci x > 0 si in acest caz din (1)
rezulta ca [x] = 0, iar x = {x}, de unde x € [0; 1).

7. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia: x[x] +2011x —2013 - 2011 <2013 - [x],
unde [x] reprezinta partea intreagd a numarului real x.

Rezolvare:

x—2013<0

Inecuatia din enunt este echivalenta cu: (x —2013) - ([x] +2011) <0 <
[x]+2011>0

x—2013>0 ) . .
u .Din x — 2013 <0 si [x] + 2011 > 0 rezultd x € [-2011; 2013]. Din

[x]+2011<0

x—2013 >0 si [x] + 2011 <0 rezulta x > 2013 si x < -2011. Deci in acest caz x € .
Prin urmare, solutiile inecuatiei apartin intervalului [-2011; 2013].

8. Rezolvati In multimea numerelor reale inecuatia: min{ox, x|} < 3x — 1, unde [x] reprezinta
partea intreagd a numarului real x.

Rezolvare:

(m+n)—|m-n|

Utilizand relatia min(m, n) = 3

, oricare ar fi m, n € R (se demonstreaza

6x+|x|—|6x—]|x]||
2

<3x -1 sau

analizand cazurile m < n si m > n), obtinem inecuatia:
< . 1
x| — [6x — [x]| < 2. Daca x <0, atunci avem: —x — [6x + x|< 2 & x + Tx <2 S x < 3

Decix € (—oo;—%} , solutie. Dacd x > 0, atunci avem: x — 5x < -2, de unde x > %, deci

x € l,+oo , solutie. Prin urmare, x € —oo;—l U l;+oo =R\ —l;l .
2 3 2 32
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9. Se di multimea A = {neN / [Vn+2]=[Vn], nS2013}, unde [x] reprezinti

partea Intreagd a numarului real x. Aflati cardinalul multimii A.
(Concursul ,,Dimitrie Pompeiu*, Botosani, editia a XIII-a, 2013, Artur Balauca)
Rezolvare:

Daci n € {0, 2, 3}, atunci [\/;J # [n+2]. Dacd n =&, unde k € IN®, atunci [\/;J =k
si [\/n+2J —k, fiindeik < VA +2 <k+1 o B <K +2<i+2k+1.Daci ¥ <n <
< (k+1)* - 3, unde k € N"\ {1}, atunci [JZ] = ksi [\/n+2] = k. Intr-adevr, din

k<~In < Jk+1) -3 rezltik< n <-J(k+1)> =3 <k+1, deci [\/ZJ:k,iark2<n<
<SG+ 1’3 implica ®+2<n+2< (k+1)> -1, de unde VA*+2<~/n+2 <
<Jk+1) 1. Deci k <k +2<n+2 < J(k+1)> —1 <k+15i [x/n+2]:k. Daci

n=(k+ 1)2 — 2, unde k£ € IN*, atunci |:\/;:|: k si [\/n+2]: k + 1. Intr-adevir,

k< Jk+1P -2 <k+ 1o R <KB+2k-1<(k+17si k+1<y(k+1)> <k+2.
Dacd n = (k + 1)> — 1, unde k € N', atunci [JZ]: ksi [\/n-i-Z]: k + 1, fiindca

k< Jlk+12 —1<k+1 P <IP+2k<P+2k+1sik+1< Jk+1)?+1<(k+2) <

& K+ 2k+1 < K +2k+2 <K+ 4k + 4. Conchidem ci pentru orice k € N, k > 2 si
K < n < (k+ 1)> — 3, obtinem elemente ale multimii A, iar pentru n € {(k + 1)* - 2;

(k+ 1) - 1} avem [\/;} * [\/n+2] ,unde 1 < k<43, k€ N, k = 2. Prin urmare,
card A=2014—-(43 -2+ 1)=1927.

10. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatiile: a) [%} + [g} + [%} =2013;

b) [%} + [%} + [%} = 2014, unde [a] reprezinta partea intreagd a numdarului real a.

(Concursul ,,Gh. Mihoc*, Slobozia, 2013, Nicolae Papacu)
Rezolvare:

. e . . . . X x x |x
a) Aplicand definitia partii intregi a unui numadr real se obtine: E+§+€{E}

(it {af- 20 = v -0 (e 5] cum {S{5e 2] <

rezultad ca x <2016. Analizam cazurile:

Lx=2015 +r,unde 0 << 1, adica r = {x}. Avem[zmj”}[zms”}{2015”}—

3 6

=2013 sau [1007 +r7+1}{671+%}{335 +5—J6”} =2013, de unde

2013 +[”1}+[”2}+[”5}—2m3, solutie pentru ci [”1:[”2}:[”5}—0,
2 3 6 2 3 6

oricarear fi0 <r<1.




3
{1007 +ﬂ + [671+FT+1} + [335 +%} — 2013, solutie.

1L x < 2014, conduce la F} < 1006, F} <671 si F} <335, de unde F} + F} + F} <
2 3 6 2713 |6

<2012, contradictie! Prin urmare, x € [2014, 2016).

IL x=2014 +r,unde 0 <r < 1. Avem [201;1+r}+[2014+r}{2012+r}_2013 sau

b) Se arata ca la punctul a) ca x <2017. Cazul x =2016 + r, 0 <r <1 conduce la [%} = 1008,

[ﬂ - 672 s [ﬂ = 336 de unde 2016 = 2014, fals. Pentru x < 2016, din a) rezulta ca

ecuatia nu are solutie In IR. Deci x € ®.

11. Numim numar special un numar de forma a + b V3 unde a,beZsia*-3p*=1.

a) Sdsearatecd 7 +4 3 este un numdr special.
b) Sa se demonstreze ca produsul a doud numere speciale este un numar special.
¢) Sa se justifice faptul ca existd o infinitate de numere speciale.
(Concursul ,,Unirea“, Focsani, 2013)
Rezolvare:

a) Avem 7> —3 - 4°=1,deci 7+ 4 3 este un numir special.

b) Daca numerele a; + b, \/E siay + bz\/g sunt numere speciale atunci avem:

(@1 + b3 )@+ byf3 ) = (@iay + 3b1b)) + (arby + b )N3 . a?=3b2=15i a>-3b=1,
de unde (a'— 3b°)ai—- 3b}) = a’ai+ 9bb;— 3a’bi— 3aibl= 1, (1). Insi,
(@ +b13 Y@+ b3 ) = (@iax +3bibs) + (aiby + axb)N3 i (aiaz+3b,bo) —3(aiby + asb)) =
=ala; +9bb; + 6g1ﬂ{bl/bj— 3aja; — 6 aabb, —3ab’, (2). Din (1) si (2) rezulti ci

produsul a doud numere speciale este numar special.
¢) Ecuatia ¢’ — 36> = 1 are o infinitate de solutii in multimea numerelor intregi (ecuatia
de tip Pell) etc.

RN S S . unde @, € Z\{1},
1701 (lfal)(lfaz) (l;al)(lfaz)."'.(lia")

i=1,n . Determinati numerele intregi a;, i =1,n pentru care S, este numar natural.
(Concursul ,,Matematica de drag*, Bistrita, 2012, Nastasia Chiciudean)

12.8, =1 +

Rezolvare:
S,,—[H 4 ]+ % +ot &y :[ ! + e }+...+
17511 (1701)(1702) (17‘11)(17‘12)'---'(170;1) 17511 (lfal)(l*az)

ot 4, __1-a+ta % +

(I-a)d-a,)..-(1-a,) (I-a)l-a,) (-a)1-a,)(1-a;)
a, 1

+..+ =..= .
(I-a)d-a,)..-(1-a,) (I-a)1l-a,)(1-a)..(1-a,)

S, €INdacal —a3l-a;.51-a, € {~1},1ar 1 — a, sl—a ;.51 -a, € {1},

unde 2k +p = n. Seobtine ¢, = a, =..=a, =2si a, =a,  =..=a =0.
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13. Fie numerele reale strict pozitive x, y z, ¢, u care satisfac relatiile:
X o2xy = 2z = 2z A= = 2ut P =0 — Qux + X

Aratati cd numerele x, y, z si ¢ reprezintd lungimile laturilor unui patrulater convex
ortodiagonal (are diagonalele perpendiculare).

(Concursul Matematica ,,De drag“, Bistrita, 2012, Artur Balduca)
Rezolvare:
Fie x—y| =k Deci k>0, k€ R. Avem: (x —y)’' =(y—z2)’ =z —t)' =(t—u)' = (u—x)* <
Sk—y|l=y—x|=|z—t=|t—u| =|u—x|=k. Deci |x — y| = £k, [y — x| = k. Prin urmare,
x—y=xk,y—z=xk z—t=xk t—u=ksiu—x==k Insa(x—y)+ (y—2)+(z—1) +
+({t-u)+(u-x)=0,deunde tk+ k+k+k+k=0sau(x1+1+1+1+1)k=0.
Dar+l1+1+1+1+1+#0,deci k=0 six =y =t=u. Patrulaterul convex cu lungimile
laturilor x, y, z si ¢ este romb, deci este ortodiagonal.

14. Sa se determine toate intervalele I = [a, b], a < b care au proprietatea: pentru orice

a+b a+b . .
X € a,T ,VE 5 ,b|,rezultax +yelsix-yel.

(Concursul ,,Gheorghe Mihoc*“, Slobozia, 2012, Nicolae Papacu)
Rezolvare:
Orice interval de forma [—a, a],unde a € Rsija| < 1.

15. Aratati cd nu existd numere naturale x si y astfel incat:

oyt =) - eyt ) =2 410,

(Concursul ,,Vilcovici“, Braila, 2013, Artur Balauca)

Rezolvare:
Presupunem prin absurd ¢ existd x, yo € IN astfel incat: (x) + v —xo 7 ) (%) +yi +x5y7) =2"".
Fie d = (xo, o). Deci existd m, n € IN astfel incat avem: xo=d - msiyy=d - ncu(m,n) =1,
(). Avem: (x) + 5 —x330)(xg + vy +x030) = (x5 +y3 ) =X ya=x3 +yi + x5 ys =277, ).
Din (1) si (2) rezultd ci d (m® + n* + m*n*) =28, de unde d * / 2*°", adica d* = 2% cu
p € Nsip < 251. Deci m® + n® + m*n* =27 "% 2/ m*+ n® + m*n®, (3). Insa din
(m, n) =1 rezultd ca m si n au paritati diferite. Daca m =2k sin=2¢g + 1,unde k, g € N,
atunci m® + n® + m*n* = M, + 1, in contradictie cu relatia (3). Analog, m =2a + 1 si n =2b,
unde a, b € IN conduc la aceeasi concluzie.

16. Pentru » numar natural, n = 2, se considera suma:

23 3 4 45 n n+1 . 2 (1 1 1

——+——+—-—+ ... +—— —— Calculatisuma S+—-| —+——+ .

1 4 25 36 n-1 n+2 3 \n n+l n+2
(Concursul ,,Dimitrie Pompeiu*, Botosani, 2013, editia a XIII-a, G.M. 5/2012,

enunt modificat)

Rezolvare:

n n+1 n+n n+n-2 2 2
a) Avem : = — == + = =1+ —=
n-1 n+2 n+n-2 n+n-2 n+n-2 (n—-D(n+2)

=1+ 2 - 2 ,undene IN', n = 2.
3(n-1) 3(n+2)
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n=2= 23142 2
1 4 3:1 34
n=3= 3814 2 2
25 3-2 -5
n=amd 312 2 2
3 6 3-3 -6
n=s5=5-1+ 2 __2
47 4 37
n-3 n-2 n 2 3 2
n-4 n-1 3h-4) n-1)
n-2 n-1 2 2
=1+ _=
n-3 n n—3) 3n
n-1 no_ 2 B 2
n-2 n+l Mr-2) 3(n+1)
n n+l 2 2
: =1+

n—1 n+2  3(n-1) 3n+2)

Prin simplificare telescopicé se obtine: S =n + E_E(l +L + ! j .

9 3\n n+l n+2
DeciS+g~(l+ ! +Lj—n+g.
3 9

n n+l n+2

17. Fie n un numar natural. Determinati n, daca n + 49 si n — 49 sunt cuburi perfecte.
(Concursul ,Matematica, de drag*, Bistrita 2013, G.M. 6-7-8, 2013, Aurel Dobosanu)

Rezolvare:

Fien+49=a’sin—49=>5,undea € Nsib € Z.

Avem @’ — b’ =98 < (a— b)(a* + ab + b*) =98 (1). Cum a > b din (1) rezulti a — b €

€{1,2,7,14,49,98 . a-b=1=a=b+1si(b+ 1> +bb+1)+b =98

S3b°+3b=97=3/97, fals.a—b=2=(b+2 +b(b+2)+ b =49 = b’ +2b=15 =

& ((b+1Y=16,deunde b=3sia=5.a—b>7, adicia>b+7 conduce laa’ + ab + b* < 14

fals. Decia=5,b=3sin+49 =125, adica n = 76.

18. Calculati a :\/l+2010-\/1+201l~\/1+2012~\/1+2013 <2015 .

(Concursul ,,Matematica, de drag*, Bistrita, 2013, Catilin Budeanu)
Rezolvare:

V1++/2013 - 2015 =\/1+20132 +22013 :\/(1+2013)2 =2014.
Analog 1+20122014 =/(1+2012)* =2013 si v/1+20112013 =2012 .
Deci a =+/14+201022012 =2011.
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19. Se da numarul A = (n — 5)(n — 2)(n + 2)(n — 4)(n — 3) — 1080. Aritati cd A se divide cu:
a) 12, oricare ar fin € Z;
b) n—7, oricare ar fin € Z.

(Concursul ,,Unirea*, 2014, Focsani, Artur Balduca)

Rezolvare:
a) Numere intregi n — 5, n — 4, n — 3 si n — 2 sunt consecutive deci produsul lor se divide
cu3sicu4. Cum (3, 4) =1, rezultd ca 12 divide produsul lor, oricare ar fin € Z.
b) A=[(n—5)n—-2)][(n—4)n-3)](n+2)— 1080
A= (" —Tn+10)(n* —Tn+ 12)(n +2) — 1080
A=[n(n-"7T)+10][n(n-7)+ 12](n +2)— 1080
A=M,_7+120[(n—"7)+ 9] - 1080
A =M, 7+ 1080 —1080 =M, 1.

Alta abordare:
A=n-5mn-4dHn-3)n-2)[(n-7)+9]-1080
A=9n-5mn-4)n-3)(n-2)+9mM,_,— 1080
A=9n-5)n—-4)(n-3)(n-7+5)+M,_;— 1080
A=45(n—-"5)(n—4)(n—-3)+ M,_;— 1080
A=45n-5Yn-4)n-7+4)+M,_,— 1080
A=45-4n-5m-4)+ M,_,— 1080
A=180(n—3)n—-7+3)+ M,_,— 1080
A =540(n—5) + M, _,— 1080
A=540(n—-7+2)+ M,_7— 1080
A =1080+ M, _,—1080
A=M,_;.

20. Fie numerele reale x, y, z pentru care au loc simultan relatiile:

a’ +4a+11

—

a) Gasiti o relatie independenta de ,,a* intre x, y si z.

b) Stabiliti carui interval de lungime 2, cu capete numere intregi, apartine fiecare dintre

Dx+ty+z=—asiii)xy +yz+zx=

numerele x, y si z.
(Concursul ,,Matematica, de drag*“, Bistrita, 2013, Cdtilin Budeanu)
Rezolvare:

a’+da+11  (x+y+z) —4x+y+z)+11

2 2 '
b) Relatia precedentd se mai scrie sub forma echivalenta.
(x+y+zy—dx+y+2)+11=2xyp+2z+2zx X +y' +2 —dx—4y—4z+11=0.
(= +H+ -+ D+ (P -dz+d) =1 x-2 "+ -2 +z-2 =1<
Sx-2),0-2),z-2)e[-1,1]/2=xy z€][1,3].

a)xy +yz+zx=
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21. Rezolvati ecuatia {x} — {2013 - x} = x In multimea numerelor reale.

(Concursul ,,Vasile Polesciuc*, Campulung Moldovenesc, 2013)
Rezolvare:
Avem x = [x] + {x} si0 < {x} <1 deunde -1 < {x} — {2013x} <1, adicax € (-1, 1).
Cazul 1: x = 0 este solutie.
Cazul 2: x € (0, 1) = [x] =0 = x = {x}. Ecuatia devine {2013x} =0 de unde 2013x € Z.

2 2012}

Deci 2013x =k, adica x = k , ey
2013 201372013 2013

Cazul 3: x € (-1, 0) = x = -1 + {x}. Ecuatia devine {2013x} = 1, imposibil. Prin
1 2 2012}

,unde k€ {1,2,...,2012} six e{

urmare, x €10, s .
2013 2013 2013

22. Se considera numerele naturale a, b si n, cu (a, n) = 1. Calculati
a+b 2a+b 3a+b na+b . . .
S, = + + +..+ ,unde {x} reprezintd partea fractionara
n

n n n
a numarului real x.

(Concursul ,,Viitori Olimpici.ro“, Campulung Muscel, 2013)
Rezolvare:
Avem relatia ka + b = nc, + 1, unde ¢, 1, € IN, ¢, si 74 unice, cu 0 < 7, < n si
ke {1,2,3, .., n} = A (teorema impartirii cu rest).
Ardtdm cd r;# 1;, oricare ar fi i, j € A, cui # j. Presupunem prin absurd ci existi i, j € A
cu i # j astfel incat r, = r;.
In acest caz avem i-a + b = nc; + r;sija + b = be; +r,cu 0 <7, ;< n.
Rezultd imediat ca a(i — j) = n(c; — ¢;) si cum (n, @) = 1, ajungem cd n / i — j, contradictie
pentrucd 1 <|i —j| <n.
Prin urmare, numerele ka + b, unde £ € A, dau resturi distincte doud cate doua la

impartirea cu n si {ry, 7y, ..., 7.} = {0, 1,2, ...,n—1}.
R . 1 2 -1 -1 -1
In final, conchidem ca S, :£+r—2+...+r—" :9+—+—+...+ nel (n=Dn I .
n o n n n n n n 2n 2
23. Fie x, y numere rationale nenule. Aratati ca daca M este numar rational,
W5 +x3

atunci [x| = [. (Concursul ,,Stefan Dirtu“, 2011, Gazeta Matematica, 5/2011)
Rezolvare:

. 5+yv3 .
Fie ﬂ=a, a € Q. Avem \/g(x —ay) :\/g(ax —y). Daca x — ay = 0, atunci

5 +x43
ax—y=0,deunde a =£=Z,adicéx2:y2 si|x|=yl. Dacax—ay#0, atunciax—y #0
y X
si V5 _av-y =b,be Q. Deci E:b.Fieb: o neN si(mn)=1.
\/5 x—ay 3 n

V15 ’

Atunci — = n ,deunde 15 = 9m—2 sau 151 = 9m” sau 5n*= 3m2, de unde 5/m.
n n

Deci m = 5k(k € IN*) si 5n* = 75k%, de unde n*= 15k” si 5/n* adica 5/n, contradictie.
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EXERCITII SI PROBLEME

1. a) Sa se arate ca dintre cinci numere naturale oarecare se pot alege trei cu suma
divizibila cu trei. b) Sa se demonstreze cad oricare 17 numere naturale au
proprietatea ca printre ele gasim 9 cu suma divizibila cu 9. ¢) Sa se arate ca

numarul 17 de la punctul b) este cel mai mic cu proprietatea de mai sus.
(Concursul ,, Gazetei Matematice si Viitori Olimpici.ro”, etapa finald, 2010, C-lung Muscel)

2. Se considerd expresia E(n, m) =n*-m+n-m*+2-n-m+n*+m*+n+ m.

a) Sa se descompuna in factori E(n, m). b) Aratati ca oricare ar fi n, m € IN, E(n, m): 2.

3. Se da numarul N = 12345654321,, unde x reprezinta baza sistemului de numeratie.
a) Sa se arate cd N este un produs de trei patrate perfecte. b) Sa se arate ca N se

divide cu numerele 13431, sicu 111111,. (Aida Elena Biliduci)
4. Si se arate cd expresia: E = (x° — 12x” + 48x — 58)(x’ — 12x”+ 48x — 70) + 36 este
un cub perfect nenegativ, pentru V x € Z. (G.M. 7-8/1993, Valer Pop)

5. Sa se arate ca numarul 111...111 (x) se divide cu numarul 133, ), unde k e N*
3k cifre

si x este baza de numeratie. (Artur Biliucda)

6. a) Aflati a € IN, astfel incat numirul 4a* —28a’ +69a” —70a + 26 si fie pitrat
perfect. b) Determinati n € IN pentru care numarul 2n(2n+7)(2n+9)+157 este
cub perfect. (Concursul ,,La Scoala cu Ceas”, Rm. Vilcea, 2011)

7. Daca a, b, ¢ sunt dimensiunile, iar d lungimea diagonalei unui paralelipiped
. . . . ab+ac+b
dreptunghic cu a, b, ¢, d € IN, atunci aratati ca si DOTATI N,
a+b+c+d

8. Sa se determine resturile impartirii numarului 1987°%", n €N la 331 si,
respectiv, 497. (G.M. 2/1988, Artur Bailiuca)

9. Si se determine resturile impartirii numarului 1997' 1a 27, 37 si 499, unde
neN. (Artur Biliuca)

10. Aratati ca daca doua numere naturale x si y au ultimele trei cifre aceleasi,
atunci numerele x" si y" au ultimele trei cifre aceleasi pentru orice n €N, n > 2.
Generalizare.

11. Sa se determine cel mai mic numar natural a, astfel incét oricare ar fin € IN, n = 2,
printre numerele n,n+ 1, n+ 2, ..., n* +n+ a, si existe cel putin un cub perfect.

12. Sa se arate cd oricare ar fi x si y numere Intregi, numarul

A= (x + 2002) . (x + 2001) . (y — 2002) . (y — 2001) poate fi scris ca o diferenta a

doud patrate de numere intregi. (Mihai-Lucian si Toma Gloambes)
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13. Fie a, b si c trei numere intregi §i p un numar natural prim diferit de 2, astfel
incat numarul N = 24” + 3b% + 4¢” — 4be se divide cu p, iar a si b dau acelasi rest la
impartirea cu p. Sa se demonstreze ca a + b se divide la p daca si numai daca b — 2¢
se divide la p.

14. Si se descompund in factori expresia: (a” — be)* + (b” — ac)* + (¢* — ab)™.
(Etapa locald, Bacdu, 1999)

15. Fie a si b numere reale pozitive cu proprictatea a + b = a’ + b’=a’ + b°. Si se
aratecia” + b’ =a*+b*=a"+ b°. (G.M. 5/1994, Alexandru Oet)

. . 1 . _ ..
16. Stiind cd x+—=5si x# 0, sd se afle valoarea expresiei:
X

1 1 1 1
Ex)=x+x+xX +x'+ +=+—+—.

x X x x
) . N . 1 , 1 .
17. Fie a, x e R", astfel incat a=—; . Sa se calculeze b=x+—, c=x"+— si

x +x+1 X X
2

d= 5 in functie de a. (Etapa locali, Arad, 2001)

X+t +1

18. Cine este n? Si se determine numirul intreg » stiind ci: Vn' +n’ +n+1eZ.

(Concursul ,,Sperante”, Comanesti, 2010, Artur Balauca)

19. a) Aratati ca numarul a=28p* —25p*> +11p—1 se divide cu 2p —1, oricare ar fi

p € Z. b) Determinati numarul rational # stiind ca \/ 28n* —25n" +11n-1€Q.
(Artur Balauca)

20. Fie numerele naturale x = a,a,a,-...-a, si y=a,a,a,-...-a,25 cun = 1, n numar
natural. Aratati ca /y este numar rational daca si numai daca numarul x este produsul

a doud numere naturale nenule, consecutive.
(Concursul ,,Henri Coanda”, Colegiul Militar Campulung Moldovenesc, 2010, G.M.)

21. Demonstrati ¢d numarul +/n++/n+1 este irational, oricare ar fi numdrul
natural » nenul. (etapa locald, Iasi, 2011)

22. Sa se arate ca numarul E = \/1 1 [n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 4} ¢Q, (V)neN.

(Artur Balauca)
23. Fie a,b,c € Z. Aratati ca, dacd a + b + ¢ = 0, atunci numarul 244+ 20 + 26
este patrat perfect.

24. Determinati cel mai mare numar natural »n pentru care numarul 4°° + 4'°° + 4
este un patrat perfect.

25. Considerand numirul a(n)=~4" +2"" +m, m e N, si se demonstreze ci daci
a(0)eN, a(l)eN, atuncia(n)e N, VrneN. (Etapa locali, Baciu, 1999)
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EXERCITII SI PROBLEME

+1 2x+1 3x+1
+ + +

1. Rezolvati in R ecuatiile: a) x2 nx+1_

ot =n, unden € N';
3 4 n+l

by L+ X o X Y 1999
1.2 23 3.4 19992000

X+l xX*+3 x*+5 x> +2001
+ + o+
2 4 6 2002
(Mihai-Lucian si Toma Gloambes)

2. Sa se rezolve in R ecuatia: x* + =1002.

n nx *
=—,a>n,a,neN.
-n a

3. Rezolvati ecuatia: x-l +x—2 +x—3 4o
a-1 a- 3 a

(Etapa locald, Botosani, 1993)
6 8 10 12 14
+ + + +—=
x—11 x-9 x-7 x-5 x-3 x-1
(Concursul ,,Stefan Dirtu”, Vatra Dornei,Artur Balducd, 2005)

4. Rezolvati in Z ecuatia: 6.

5x + mx—3m

5. Sa se rezolve ecuatia: = 5x —1, unde m este parametru real.

x+1
. (2m+1 -7)x-2
6. Sa se rezolve ecuatla:( e )x_4x+1:x_(mz )x ,unde m este parametru
m+1 3-m m-—2m—3

real.

7. Se da ecuatia: m —1= m fiind parametru real. a) Sa se discute si sa se rezolve

>

X+
ecuatia; b) Sa se determine m € Z pentru care solutia ecuatiei este un numar intreg.
(Artur Balauca)
8. Stiind cd ecuatia (2m+3)x> +(m+2)x—(m+1)=0 admite solutia —1, si se

determine parametrul real m si sa se afle cea de-a doua solutie a ecuatiei.
(Etapa locald, Botosani, 1992)

9. Se di ecuatia m*(x — 1) = 2m(2x — 1) — 4x. a) Rezolvati ecuatia in functie de
parametrul real m; b) Pentru ce valori Intregi ale lui m, ecuatia data are solutii in Z?
(Etapa judeteand, Botosani, 1993)

10. Determinati baza y a unui sistem de numeratie stiind ca 57, - 36, = 2602,. (Ion Pirvu)
11. In ce sistem de numeratie avem egalitatea: 30 212 : 132 =141?  (Artur Baliuca)

12. Si se determine a, b, ¢, x, y, z stiind c&: ab2, +bc3, +cad. =5(3a+4b+6¢)+3
sia+b+c=6.

13. Se da ecuatia 3x” + 3y” + 2xy = 171. i) Rezolvati ecuatia in N.
ii) Cate solutii are ecuatia in Z?

=9

(Concursul ,,Henri Coanda”, Colegiul Militar Campulung Moldovenesc, Artur Baldauca, 2004)
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14. Aflati x € R din egalitatea:(l izj 1,;2 | 1= ! =~ |= x_l.
X (x+1) (x+2005) X

(etapa locala, Suceava, Marinela Cristina Cimpoesu, 2005)

15. a) Aratati ci nu existd x, y € N astfel incat x + 4’ = x°.
b) Determinati x, y € N astfel incitx + 6 - 4 = x. (etapa locali, Neamf, 2005)

16. Si se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatia: x* + 36x + 99 — 2 = 0.
(etapa locala, Galati, Valeria Totolici, 2004)

17. Si se determine x, y € Z astfel incat: x* + 3x = > + 7y. (etapa local, Buziu, 2004)

18. a) Determinati numerele naturale de doua cifre ce sunt egale cu patratul sumei
cifrelor lor. b) Sa se determine perechile de numere naturale al caror produs este
egal cu triplul sumei cifrelor lor. (Etapa locali, Botosani, 1993)

19. Rezolvati in R ecuatia:
x+y xX+z y+z ¥ +yt X+ Y+
2 + 2 2 } 2 2 = 2 2 + 2"
2 +2°+1 27422 +1 274277 +1 (x+y) (x+z) (v+z)
(Etapa judeteana, Buzau, 1998)

< 111 111 3 1
20.Sdsearate cd: —+—+—=a §l —+—+—=a > x+tytz=—.
X y z Xy oz a
(Etapa judeteand, Brdila, 1997)
< . .1 1 1
21. Sa se rezolve in N ecuatia: — +— =—.
Xy oz

22. Si se rezolve in Z ecuatia: 2x° —7xy =12 -3y,

23. Si se rezolve in Z ecuatiile: a) 25x” + xy =y + 2; b) 6x* + xy + 78 = 12)*;

¢) X+’ =xyz

24. a) Rezolvati in Z ecuatia x 1 = 8 . b) Daca x 1 = 8 , calculati x’ —is .
x 3 x 3 X
(etapa locald, Botosani, 2003)

25. Si se rezolve in Q ecuatiile: a) x* +y* =x+y; b)x* +) + 22 =x+y +z

26. a) Si se arate ca nu existd numerele Intregi x, y, z astfel incat (x— y)3 +( y—z)3 +
+(z—x)3 =30. b) Sa se arate ca existd o infinitate de numere intregi x, y, z astfel

incat (x — y)3 + (y - 2)3 + (Z—)c)3 =18. (Concursul “Spiru Haret”, 1997)
3,13
THD 1997,
a—

(Concursul “Spiru Haret”, 1997)

27. Sa se arate ca nu exista numere naturale a, b astfel incat
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28. Aflati perechile de numere intregi cu proprietatea ca diferenta cuburilor este
egala cu patratul diferentei lor. (Concursul ,,F.T. Cimpan”, Iasi, 2007)

29. Rezolvati in R ecuatia: |x - 1| + |x + 2| + |x + 3| =17. (Etapa locali, Botosani, 2001)

30. Si se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia: x” + x> = 2050.
(G.M. 4/1997, Artur Balauca)

31. Si se rezolve in multimea numerelor intregi ecuatiile: 1) x° +xy =y +1;
2) x’ =4y +9. (G.M. 8/1997, Artur Biliucd)

32. Rezolvati in Z x Z ecuatia: x° — 5y =2.

(Concursul ,, Dimitrie Pompeiu”, Botosani, Artur Bdalducd, 2006)
33. Determinati a, x, y € Z astfel incat: 5x° —2(a—2)xy + (1+a*)y* =1.
(Concursul G.M., 2000)
34. Demonstrati ci ecuatia 2x’ +2)° =u* —v* are o infinitate de solutii de forma
(Xy, Yysy,Vy ) In multimea numerelor naturale.
35. Si se rezolve in Z ecuatia: x* + y* = 7°** unde n € N. Generalizare.

(Concursul ,,Henri Coanda”, Colegiul Militar Campulung Moldovenesc, Artur Balduca, 2005)

5% unde n € N. Generalizare.

(,,Sinus*, 1/2006, Artur Balauca)

36. Si se rezolve in Z ecuatia: x* + y* +2* + ' =

37. Sa se rezolve in R si sa se discute in functie de parametrul real a ecuatia:
x’a’-a®=x"-1. (Artur Biliucd)

38. Sa se determine toate numerele reale m astfel incat ecuatia cu necunoscuta x:
x 4-m m-8 - o e N .

— -|—2— +—— =0 sa admitd doua radacini numere intregi.

m 2m X

. o x—a x—-b x—c .
39. Sa se rezolve ecuatia in x: + + =3,unde q, b, ¢ € R. Generalizare.
b+c a+c a+b

40. Sa sec afle valorile reale ale parametrului a pentru care ecuatia in x:
X t+a+2 4

2 + =

x -1 x+1 1-x

are o singura solutie.

41. Determinati numerele naturale a si b, a > b astfel incat: (a + b) + (a - b) +ab +% =245.

42. S se rezolve in N ecuatia: (x—1)" +(x+ y)2 +(2y—2)" =2y.  (Artur Bilduca)

43. Si se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia: x* + > +z=4x+2y.
(Etapa locald, Botosani, 1990)

44. Determinati o pereche de numere naturale (x, y) astfel incat x* —y° =5y* +58.
(Etapa locald, Botosani, 2001)
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GEOMETRIE

PUNCTE, DREPTE, PLANE. PARALELISM. UNGHIUL A DOUA DREPTE

(Tema pentru centrul de excelenta)

Probleme rezolvate:

1. Lema de paralelism (teoremé ajutitoare, mai putin utilizata)
Daca doud drepte paralele a si b sunt situate, respectiv, In doud plane o si B care se
intersecteaza dupa o dreaptd c, atunci ¢ este paralela si cu a si cu b.

Demonstratie:
g c . )
a o A o T A
P H A o
- Fig2 \ _________
ig.

Se pune mai Intdi problema existentei a doud plane a si § cu proprietétile din enunt. Este
suficient sd consideram un punct C care nu se afld in planul determinat de dreptele
paralele a si b. Putem lua o = (C, a) si B = (C, b). Deoarece C € a N P rezulta ca exista
dreapta c astfel incat a N f=csi C € c.

Acum aratam ca a || ¢ si b || ¢ (fig. 2).

Daca prin absurd dreptele b si ¢ nu ar fi paralele, fiind coplanare (continute in planul B),
ele ar avea punctul D comun. Fie planul y = (a, b). Din D c b si b < y rezulta D € 7.
Insa D € o pentruci D € ¢ < a. Deci D € a Ny, adicd D € a. Prin urmare, ar rezulta ci
D € a N b, In contradictie cu ipoteza. Analog, se aratd ci a || c.

2. Teorema lui Desargues
Fie semidreptele @, b, ¢ necoplanare cu originea comund O. Pe semidreapta a luam

punctele A, A’, pe semidreapta b luim punctele B, B’, iar pe semidreapta ¢ ludm punctele

C, C' astfel incat laturile triunghiurilor (4BC) si (4'B'C") s nu fie, respectiv,

paralele. Atunci dreptele AB si A'B’, BC si B'C’,

CA si C'A’ se intersecteaza in trei puncte coliniare

P, M si, respectiv, N.

Demonstratie:

Mai intai, aratam ca dreptele AC cu A'C’, AB cu
A'B' si BC cu B'C’ se intersecteaza iar punctele
lor de intersectie sunt coliniare (fig. 3).

Deoarece punctele C, C' € C si 4, A' € a iar
dreptele a si ¢ sunt concurente in punctul O
rezultd ca punctele 4, C, A, C' sunt coplanare
continute in planul (@, ¢). Din ipoteza se stie ca
dreptele AC si A'C’' nu sunt paralele. Prin urmare,
AC N A'C'= {N}. Analog se aratd ca AB N A'B'=
= {P} si BC N B'C' = {M}. Pentru a finaliza
demonstratia sa ne asiguram ca punctele M, N, P
sunt coliniare.
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Intr-adevir, punctele M, N, P fiind situate pe dreptele BC, AC si, respectiv, AB sunt
continute in planul (4ABC) (planul (4BC) exista deoarece punctele 4, B, C sunt situate pe
3 semidrepte necoplanare).

Insa punctele M, N, P din aceleasi considerente apartin si planului (4'B'C’) si urmeazi ca
acestea sunt situate pe dreapta de intersectie a planelor (4BC) si (4'B'C’), adica sunt
coliniare.

Observatii:
1. Dacd AC || A'C'si BC || B'C', atunci (4BC) ||
| (A'B'C")ysiAB || A'B".

2. Daca doua din laturile triunghiurilor ABC si
A'B'C', de exemplu, BC si B'C' sunt paralele, iar
restul enuntului (a ipotezei) rdmane acelasi,
atunci se arata cu usurinta ca dreptele BC si MP
sunt paralele, (fig.4) aplicand lema de paralelism.
(problema 1)

3. Daca convenim ca doud drepte paralele au un
punct comun (punctul este la infinit) si ca doua
plane paralele au o dreaptd comuna (dreapta este tot la infinit), in ipoteza teoremei lui
Desargues, nu mai este necesar sa precizam ca laturile triunghiurilor ABC si 4'B'C' nu
sunt respectiv paralele.

Fig. 4

3. Demonstrati ca daca patru drepte paralele determind, pe un plan dat, varfurile unui
paralelogram, atunci determind pe orice plan care le taie varfurile unui paralelogram.

Demonstratie: b d
Fie a, b, ¢, d patru drepte paralele care
determind pe planul o varfurile paralelogramului
ABCD si planul f, oarecare, care
intersecteaza dreptele a, b, ¢, d in punctele
A', B', C', respecvtiv, D' (fig. 5).

Evident dreptele a, b, ¢, d nu sunt coplanare
si atunci existd planele (a, b), (a, ¢), (c, d) si
(b, d).

Dina| b, AC||BD,aN AC={4},bN BD =
= {B} rezulta ca (a, ¢) || (b, d). Analog se
arata ca (a, b) || (¢, d). Din (a, b) || (c, d) si
BN(a,b)=AB'siBN(c,d)=CD'rezultd fp [ [ .fowere=
cdA'B'|| C'D". Analog, se arata ca A'C' || B'D".

C
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4. Prin varfurile 4, B, D si E ale hexaganului regulat ABCDEF se considera dreptele
a, b,dsieastfel incat a || b || d || e || a. De aceeasi parte a planului (4BC), pe dreptele
a, b si, respectiv, d, se iau punctele A, B', D’ astfel incat lungimile segmentelor [44 'l]g
[BB] si [DD'] exprimate in centimetri sunt egale cu: 44’ = 220124 Q01T 4 92010 pRr = 20
si DD’ = 2" Daci planul (4'B'D’) intersecteaza dreapta e in punctul £', aflati distanta
dintre punctele E si E'.
(Concursul ,Matematica, de drag*, Bistrita, 2013, Artur Balauca)

Rezolvare: Varianta 1

Se aratd ca patrulaterul 4'B'D'E" este paralelogram,
de unde E'D' || A'B’, (1) (problema precedenta).

Fie punctul M € (BB') astfel incat (MB) = (DD')
= 229 " (fig. 6). Observam ca 2% = 2210 +
+ (2210 4 221 + 2%y de unde rezulta ci BB’ =
= AA'+ DD'. Patrulaterul MBDD' este paralelogram
pentru ca MB || DD' si MB = DD'. Deci BD || MD'
si BD =MD" Insi BD || AE si BD = AE (ABDE este
dreptunghi).

Deci MD' || AE si MD' = AE, adica AMD'E este
paralelogram, de unde AM || D'E, (2). Din A4’ = MB'
si AA" || MB' rezulta cd AMB'A’ este paralelogram,
de unde AM || A'B’, (3). Din (2) si (3) rezulta ca
DE || A'B', (4). Din (1) si (4) rezulta £ = E’
(axioma paralelelor) si d(E, E") = 0.

Varianta 2
Fie BID'NBD = {M}, A'D'N AD = {N} siAB N A'B'= {P}. Avem (4'B'D") N (ABD) = MN,
deci P € MN. Aratam ca E € MN, adicd e N (4'B'D") = {E}. AMDD' ~ AMBB', ANDD' ~

~ ANAA' $si APAA' ~ APBB' (t.f.a) de unde MD =18, il = U . Patrulaterul ABDE este
MB PB 8

CNE)

dreptunghic cu AE = AB+/3 . Din P—A:Z:PA:7AB§idin MD 1 iams=3Y3 45
PB 8 MB 8 7

Avem tg( APE ):% :g sitg( MPB )—g.DeCi APE =MPB siE€ MNiarE =E'".
5. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D' si P un punct variabil pe [4B]. Planul a
perpendicular in P pe AB intersecteaza AC' in Q. Notam cu M mijlocul lui [4'P], cu N
mijlocul lui [BQ] si BC'N B'C = {O}. D G C’
a) Sa se arate ca 4'O L BC'si PO || BC'".
b) Sa se arate ca daca P este mijlocul lui [4B]
atunci punctele P, N, O sunt coliniare. y
¢) Sa se determine valoarea minimd a unghiului
dintre dreptele MN si BC'.

(Concursul ,, Prin labirintul Matematicii*,

Baia Mare, 2014)

Rezolvare:

a) [4'0] este mediana in 44'BC’, de unde rezulta ca
A'O L BC". Fiea N CD = {F}, a N D'C'= {G} si
aNAB'={H}. Dina L [4B] si (BCC") L 4B rezultd
caa| (BCC"). Deci {Q} =PGNAC'si PQ||BC". A
 (fig. 1)
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b) [OP] este linie mijlocie in AABC', iar [PN] este linie mijlocie in AABQ, deci PN || AC'
si PO || AC'", de unde N € (OP).

¢) Fie QF || 4B, E € (BC'"). Cum PQ || BE rezultd ca PBEQ este paralelogram. Deci N
este mijlocul segmentului (PE), iar (MN) este linie mijlocie in A4'PE, adica MN || A'E si
<(MN, BC") = <(A'E, BC"). In AA'BC’ echilateral, (4'E) este ceviana si m(<A4'EO) > 60°.
La fel m(xA4'EC") > 60° (teorema unghiului exterior).

Prin urmare, min[m<(MN, BC")] = 60° si se atinge cand P = A4 sau P = B.

EXERCITII SI PROBLEME

1. Fiind date doua drepte necoplanare d si g existd un plan unic care contine
dreapta d si este paralel cu g.

2. Se dau trei plane paralele a, B, v si punctele 4, B in planul a, iar C, D in planul f.
Dreptele AC, BC, BD, AD intersecteaza planul y in punctele E, F, G, H. Arétati ca
punctele £, F, G, H sunt varfurile unui paralelogram.

3. Fie paralelogramele ABCD si A'B'C'D’ cu proprietatea A # A', B # B', C # C',
D # D', iar M, N, P, Q mijloacele segmentelor 44", BB', CC', respectiv, DD'.
Aratati ca dacad punctele M, N, P, Q sunt distincte, atunci ele sunt coplanare, iar
patrulaterul cu varfurile n aceste puncte este paralelogram.

=99

(Concursul ,,Henri Conada”, Colegiul Militar Campulung Moldovenesc, 2010)

4. Se dau punctele necoplanare 4, B, C, D. Fie punctele M, N, P, Q situate in

planul (ABC), astfel incat M este mijlocul lui [AC], N este mijlocul lui [BM ], P

este mijlocul lui [NC] si O mijlocul lui [BP]. Si se demonstreze ci punctele
A, N, Q, D sunt coplanare si cd MP este paralela cu planul (AND).

(G.M. 1/1988, Mihai Gevelegean)

5. Se considera punctele necoplanare 4, B, C si D. Fie E mijlocul segmentului

[4B] si F mijlocul segmentului [CD]. Si se arate ci EF <M.

6. Paralelele a, b, ¢ duse prin varfurile 4, B, C ale unui triunghi sunt intersectate
de un plan a paralel cu (ABC) respectiv in punctele A, B, C'. Fie M, N, M', N’
mijloacele segmentelor [A4B],[AC],[4'B'],[A'C']. Stabiliti valoarea logici a
propozitiei (AM'N")|| (C'MN).

7. Fie piramida patrulatera regulata SABCD si punctele £, F, M, N, astfel incat:
E e (S4), F €(SC),M €(SD), N € (BS); BM #CE = AF # DN; m(«BSD) >90°,
(MEF)N(ABC)=d;(NEF)(\(ABC)= g. Aratatica d || g. (Aida — Elena Baliuca)

8. Paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D are AB =15cm,BC =6.cm, AA'=16cm,
M fiind mijlocul muchiei DD" si N mijlocul muchiei CC’. Sa se calculeze
cosinusul unghiului dreptelor AM si D'N.
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DREAPTA PERPENDICULARA PE UN PLAN. PERPENDICULARA COMUNA

(Tema pentru centrele de excelenta)

2 Retineti!

1. Fiind dat planul &« si un punct oarecare M din spatiu, prin punctul M trece o dreapta
unicd perpendiculara pe planul «. Fig. 8

Demonstratie a\ /b

Presupunem prin absurd cé ar exista doud drepte distincte a
si b care contin punctul M si sunt perpendiculare pe planul «. B

Cazul M € «. (fig. 8) o M
Deoarece a N b= {M} exista planul B unic determinat de

dreptele a si b. M,
M € o N B conduce la x N = ¢, dreapta c unica. in planul /\

Bavema 1 bsib L c, contradictie!
AA_A
Cazul M ¢ «. (fig. 9) B

Fiea N o= {4} sib N o= {B}. Deoarece AM 1L xsi MB L &, /O B
jar AB c « rezultd cd MA L AB si MB | AB. \b
Fig. 9

In triunghiul MAB ar exista doua unghiuri drepte, contradictie!

9 2. Fie dreptele distincte a si b perpendiculare pe planul . S3 se demonstreze cd a || b.

Demonstratie a
Presupunem prin absurd cd a }f b. Fie a N « = {O} si consideram

dreapta b’ astfel incat b’ || bsi O € b’. 0
Cumb’ || bsib L «rezultici b’ L «. Inacest caz prin punctul O /7

7

ar trece douad drepte distincte perpendiculare pe acelasi plan, in / /
Fig. 10

b) b

contradictie cu rezultatul obtinut in problema 1. (fig. 10)

9 3. Fie dreptele necoplanare a si b. Existd punctele unice N si M astfel incat N € a si
M € b, iar MN 1 a si MN L b. Dreapta MN se numeste perpendicularid comuna a

dreptelor a si b. 4

Demonstratie

Existenta .

Fie dreptele a si b necoplanare. Printr-un punct oarecare

P al dreptei @ ducem dreapta b’ paralela la dreapta b. R

Dreptele a si b’ fiind concurente determina planul «, M\
b

x=(a,b). Fig. 11
Consideram dreapta 4B L « si fie B planul determinat de dreptele concurente 4B si a.
Notam b N = {M} si ducem MN L a, N € a. in planul 8 avem 4B L a si MN 1 a, deci
AB || MN. (fig. 11) insa din 4B L «; AB L b’ (b° = x)sib || b’ rezulta b | AB.

Deci MN L b si cum MN L a rezultd ca dreapta MN este perpendiculara comund a
dreptelor necoplanare a i b.

84



Unicitatea

Presupunem prin absurd ca ar mai exista dreapta M N’ distincta
de dreapta MN astfel incat MN L a; MN L b, M’'N’ LasiM’N’ L b.
(fig. 12)

Prin punctul M ducem dreapta MN” paralela la dreapta M’N".
Deoarece MN # MN” si MN N MN” = {M} exista planul

y =(MN, MN”). Se observa cuusurinticaa Ly sib L y.

In acest caz, conform concluziei problemei 2, dreptele a si b y MM

sunt paralele, 1n contradictie cu ipoteza problemei. Fig. 12

4. Daca dreapta MN este perpendiculara comuna a dreptelor necoplanare a si b, atunci
oricare ar fi punctele A si Bcu A4 € a si B € b avem MN < 4B. b

(Este firesc ca perpendiculara comuna a doud drepte B’ V
necoplanare sa reprezinte distanta dintre cele doua drepte.) M.

Demonstratie

Fie NB’ || AB astfel incat (NB’) = (4B). (fig. 13) Rezulta ca
patrulaterul ANB’B este paralelogram, de unde a || BB’

Deci MN L BB’ si cum MN L MB iar BB’ N BM = {B} implica
MN 1 (MBB’), de unde MN L MB’. in triunghiul dreptunghic N 4
NMB’, avem MN < NB'= AB. Fig. 13

Probleme rezolvate:

5. Fie ABCD un dreptunghi si £ un punct in spatiu. Dacd AECB = ACBA si AC L BE,
aratati ca E € (ABC).

(Concursul ,,Gheorghe Mihoc*, Slobozia, 2013, Romanta Ghita si loan Ghitd)
Rezolvare:
Presupunem ca E & (ABC). Din congrunta AECB = ACBA rezulta ca (BC) = (4B) si
m(¥XABC) = m(xECB) =90°, iar (EC) = (BC) = (4B). Deci ABCD este romb si AC L BD.
Fie {O} =AC N BD.Din AC L BD si AC | BE rezulta ca AC L (BDE), deci AC L OF si
AACE este isoscel. Urmeazd AE = EC = BC = AD. BC L CD si BC L EC implica
BC 1 (BCD), deci BC L ED si AD 1. DE. Triunghiul isoscel ADE are m(XADE) = 90°,
contradictie! Deci E € (4BC).

6. In centrul O al patratului 4BCD cu latura de lungime @ se considera perpendiculara d
pe planul acestuia. Sa se arate ca:
a) Exista cel putin doud puncte pe dreapta d situate la distanta a de punctul D.
b) Daca E este unul din punctele determinate la a), atunci AE 1 CE.
c¢) Aflati distanta dintre dreptele AC si DE.
d) Dacda M este un punct mobil (variabil) pe segmentul (DE), determinati pozitia
punctului M astfel incat aria triunghiului MAC sa fie minima. In acest caz aflati aria
triunghiului MAC.

(Concursul ,,Unirea*, Focsani, 2014, Artur Bélauca)
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Rezolvare:

a) Fie £ € d. In ADOE dreptunghic, daci DE = a, d
cum OD = a2 rezulta ca OF = # (fig. 14). o LE
M,

Reciproc, daca OF = %, atunci DE = a.

Insa si punctul E’ simetricul lui E fati de O
satisface conditia data, DE' = a.

b) in AAEC, OE este mediani si OF = % , deci

A \ B
m(XAEC) =90°. I
¢) Din AC L d, AC 1L BD si BD N d = {0},
rezultd cd AC L (ODE), deci AC L OM, oricare ar Fig. 14
fi M € DE. Daca OM, L. DE, atunci OM, 1. AC si
OM, este perpendiculara comund a dreptelor AC si DE. Distanta dintre dreptele AC si

DE este OM, = E=£.
2 2

d) Din AC L (ODE) si OM < (ODC) rezulti c¢a AC L OM.
AC - MO

HApac = T = minima dacd MO este minima, adica M = M,.

unitati de arie.

7. in cubul ABCDA'B'C'D’ cu muchia de lungime @, considerim punctul E € [B'C] astfel
incat B’ :%B'C. Daca O’ este centrul fetei 4A'B'C'D’, aflati:

a) masura unghiului dintre dreptele O'E si A'D.
b) distanta dintre dreptele O'E si A'D. (Concursul ,,Unirea*, 2013, Focsani)

Rezolvare: B’ A’
a) Fie punctul P centrul patratului BCC'B’, iar
punctul O centrul patratului ABCD. Avem A'D || CB',
deci m(x(4'D, O'F)) = m(xB'EO") = m(<B'PD") = ¢
=90° ((EO') este liniec mijlocie in AB'PD', iar ACB'D' |
este echilateral) (fig. 15).

b) Din B'D' || BD, A'D || B'C, B'D' N B'C = {B'} si
BD N A'D = {D} rezulta ca (B'D'C) || (4'BD).
Deoarece AD = AB = AA' rezulta ca punctul 4 se
afla situat pe perpendiculara in centrul cercului
circumscris triunghiului echilateral (BDA") pe
planul acestuia. Analog, punctul C’ se afla situat pe
perpendiculara 1n centrul cercului circumscris Fig. 15

triunghiului echilateral CB'D’, pe planul (CB'D").

Fie punctele O, si O, astfel incat {O,} = CO' N AC'si {O;} = A'0 N AC". In dreptunghiul

. . AC'
ACC’A' folosind teorema liniei mijlocii sau t.f.a. se obtine ca C'O, = 0,0, = 0,4 :T
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si ca O si O, sunt centrele cercurilor circumscrise A4A'BD si AB'CD'.
Prin urmare, diagonala AC’ este perpendiculara pe planele (B'D'C) si (A'BD) si este
impartita de aceste plane in trei parti egale.

a

Conchidem ca d((B'CD"), (4'BD)) = 0,0, =d(4'D, O'E) = 3 3 .

Alta abordare:
Deoarece A'D || (B'CD’) si EO'  (B'CD"), urmeaza ca d(4'D, O'E) = d(4', (B'CD")) =d.
Ay d Ay CC' _B'D’\3_(aV2)'\3 _a*\3 .

Vagpe = 3 3 . Insa Agpe = 2 i ;
2 ) 2 1 3
Q%AB’D':%. Demd:%- a -m:%'
2
EXERCITII SI PROBLEME

1. Fie date numerele reale strict pozitive x, y si z. Sa se demonstreze cd numerele

a=+/z"+y* (cm), b=/x’+z* (cm) si ¢ =+/x"+y* (cm) pot fi lungimile laturilor

unui triunghi ascutitunghic.

2. Fiind date doud puncte distincte A, B si o dreapta arbitrard d, sd se determine
pe d un punct P situat la distante egale de 4 si B.

3. Fie A4, B doud puncte distincte in spatiu si o dreaptd d astfel incat 4, B¢ d.
Cate puncte M ed exista astfel ca MA=MB?

(Concursul ,,Alexandru Cojocaru”, Roman, 2001)

4. In patrulaterul stramb ABCD avem [ABl=[AD] si [CB]=[CD]. Aritati ca
AC 1 BD. (Etapa judeteand, Vilcea, 1988)

5. Fie ABCD un tetraedru in care [BC]=[CD]. Bisectoarele unghiurilor <ACB,
XACD si <BCD intersecteaza [AB], [AD], [BD] respectiv in M, N si P.
Demonstrati ca CP L MN.

6. Se dau punctele necoplanare P, 4, B, C, D. Daca PB 1. CD, PD 1 BC, PA 1 BD,
sd se arate ca picioarele perpendicularelor duse din 4 si C pe BD coincid.

7. Sa se construiasca un triunghi dreptunghic 4BC (m(<c4) =90°) avand varful 4

intr-un punct din spatiu si varfurile B, C pe doud drepte necoplanare.
(G.M. 711984, Marian Stan)

8. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4 si D un punct al perpendicularei in B pe
planul triunghiului. Notdm cu M si N proiectiile punctului 4 pe dreptele BC si CD,
iar cu P si Q proiectiile punctului B pe dreptele AD si CD. Sa se arate ca: a) planele
(AMN) si (BPQ) sunt paralele; b) triunghiurile AMN si BPQ sunt asemenea.
(G.M. 711979, Mihai Miculita)
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9. Fie triunghiul echilateral ABC si punctele M, N, D astfel incat: M € (4B), N € (AC),
D ¢ (ABC) si AM = CN = %BC, iar AD L (ABC). a) Aratati cd BN L PD, unde

{P} = NB N MC. b) Aflati valoarea raportului ariilor Arw .

ABC
(Concursul ,,Stefan Dartu“, Artur Balauca, Vatra Dornei, 2005)

10. Pe planul patratului ABCD, de latura a, se ridicd perpendicularele
AA', BB', CC', astfel incat AA'= BB' = CC'=a. a) Aritati cd (4B'C) || (A'DC").
b) Calculati d((4AB'C),(A'DC")).

11. Pe planul hexagonului ABCDEF de laturd a se duce perpendiculara MA cu
MA=a. a) Calculati d(M, BC); b) Daca AP 1 MC, PeMC, demonstrati ca
AAPD este dreptunghic. (Etapa locali, Botosani, 2000)

12. Rombul ABCD si patratul BCEF sunt in plane perpendiculare. a) Demonstrati
ci segmentele AE si DF au un punct comun M. b) Daci AC () BD ={N}, demonstrati
cd MN 1 (ABC); ¢) Daca m(«xABC) = 60°, aflati m(xAEC).

(Etapa locala, Bacdu, 2000)
13. Fie triunghiul 4BC:AB=AC=a si BC= a/3. Pe perpendiculara ridicata in
punctul 4 pe planul (4BC) se considera M # A si fie E si F proiectiile ortogonale
ale punctelor 4 si, respectiv, B pe dreapta MC. a) Daca masura unghiului dreptelor

. . 2 . . . ..
AE si BF este u i sinu =§, calculati lungimea segmentului MA. b) Calculati » in
cazul in care F coincide cu M. (Etapa locali, Baciu, Gh. Gindu, 2001)

14. Se considera doua plane secante a si p neperpendiculare si doud puncte 4 € a
si B €. Proiectiile punctelor A4 si B pe dreapta de intersectie a celor doua plane se

noteazd cu C, respectiv cu D, C # D, iar perpendicularele duse in 4 si B pe planele
a, respectiv, P taie planul B in £ si planul o in F. 1) Sa se arate ca planele (ACE)
si (BDF) sunt paralele. 2) Punctele 4, E, B, F' sunt coplanare?

15. Fie semidreptele (OA4, (OB si (OC astfel incat 04 L OB L OC L OA si OA=a,
OB =b,OC =c. a) Determinati distanta dintre dreptele 48 si OC; b) Demonstrati
ca perpendiculara dusa din punctul O pe planul (4BC) cade in ortocentrul AABC;
¢) Daci H este ortocentrul AABC si OH >1, atunci abc > a+b+c.

(Etapa locald, Botosani, 1992)

16. Fie O si G centrele de greutate ale triunghiurilor BCD, respectiv ACD, situate

in plane diferite, N mijlocul segmentului [CD], M €[ AB], astfel incat IZ—A; =% si

MN N AO =1{E}. a) Si se arate ci EG || (BCD); b) Daca in plus 40 L (BCD) si

B
A_]; = \/g , sa searate cd BE 1 AN. (G.M. 51991, Stefan Smarandache)
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paralel la dreptele d si d'. Se proiecteaza dreptele d si d' pe planul a. 25. Analiza. Presupunem
problema rezolvata. Fie A, B',C’, D" proiectiile punctelor 4, B,C,D pe o. Presupunem ca A'B'C'D’
este paralelogram si notdm cu O’ centrul acestuia. Se constatdi cd O' este proiectia mijloacelor
M,N ale segmentelor AC si BD pe a, deci o este perpendicular pe dreapta MN (fig. 97).
Constructia. Consideram mijloacele M si N ale segmentelor AC si BD si printr-un punct arbitrar O" al
dreptei MN construim o L MN. Planul o, astfel construit, satisface conditiile din enunt.
Demonstratie. Daca se noteazd cu A', B',C', D' proiectiile punctelor 4,B8,C,D pe a, atunci O este
mijlocul comun al segmentelor A'C" si B'D" deci, A'B'C'D’' este paralelogram. Discutie. Orice plan
perpendicular pe MN indeplineste conditiile date, deci problema admite o infinitate de solutii. Daca
se considera mijloacele P,Q ale segmentelor AD, BC si mijloacele R,S ale segmentelor 4B,CD
atunci oricare plan perpendicular pe PQ sau RS satisface conditiile enuntate, deci multimea
solutiilor este formatd din trei familii de plane perpendiculare, respectiv, pe MN, PO si RS.
26.a) Daca OD 1L BC, D € BC atunci D e (BC) si AD 1 BC, deci <4BC si «<ACB sunt ascutite.

Analog se aratd cd <BAC este ascutit. b) ODSB—ZC. ¢) Fie OF 1 CA, E € CA. Planele (OAD) si (OBE)
sunt perpendiculare pe (ABC), iar intersectia lor este OH. d) OH este inaltime in triunghiul AOD cu
abc
\/azb2 +bc? +cfd’
de demonstrat se verificd imediat. €) OH >1=> abc > a’b* + b’c* +a’c* > Nab-bc+bc-ca+ab-ca.
27. Deoarece M este egal departat de 4B si C, P este centrul cercului circumscris AA4ABC. Din
Pe AC, deducem (1) AB L BC. Avem (2) AMBC echilateral, deoarece (MB) = (MC) si <BMC =60°,

m(«A40D) =90°. Daci OA=a, OB=b,0C =c se obtine OH =

si egalitatea

d(M;BC) este egald cu indltimea AMBC, adica a—f. Folosind in AABC formulele trigonometrice

a3 Zax/_ a6 \/_ a6
9

:AB—T AC = MP—— Cum PN =—— (N mijlocul Iui BC) = PQ = unde

O este proiectia lui P pe dreapta MN, iar PQ = d(P, (MBC)). 28. Punctele 4 si A' se proiecteaza
conform T. 31. in acelasi punct P, P € (BC). Prelungim [4'P] cu [PD] astfel incat [PD] = [PA].
AABC = ADBC si avem A'B < AB = BD si A'C < AC = CD. Urmeazd m(«<BA'D) > m(BDA") si
m(x<DA'C) > m(«4'DC). Sumand rezultd cd m(«<BA'C) > m(«<BDC) = m(<BAC). Observatie: Ipoteza
ca <B gi <C sunt ascutite este esentiald;, dacd punctul P nu este interior segmentului [BC]
argumentarea de mai sus nu subzistd §i nici enunful nu-si conserva valabilitatea. 29. Fie ABCD
patratul (rombul) considerat, 4B = a si A4', B, C', D' proiectiile punctelor 4, B, C, D pe a. Utilizand
problema IV. 2. se deduce cé o diagonala a patrulaterului ABCD este paraleld cu o sau inclusd in a.
Daca presupunem cd AC || o sau AC < a, atunci unghiul format de planul (4BC) cu o are masura
egald cu masura unghiului format de dreptele BD si B'D'. a) Ipoteza m(<A4'B'C") = 60°, conduce la

A'B'> AB, ceea ce este absurd, deci m(<B’A'D") = 60°. Se obtine B'D'—ﬁ deci cos(«(BD, B'D")) =

3

:T. b) Ipoteza m(<<BAD) = 60°, conduce la A'B’' > AB, absurd, deci m(«<4BC) = 60°. Se obtine

3

BD=a\3 , B'D'= a, deci cos(<(BD, B'D")) :T' 30. a) Reducere la absurd: Presupunem ca niciuna

dintre laturile unghiului <AOB nu este paralela cu . O'B'LO'A si O'B'LO'O implicd
O'B' L (O'4'A) de unde rezultd ca O'B' L OA, OAL OB, OA1L OB si OB, O'B’' coplanare si
neparalele implici OA4 L (OO'B") de unde se deduce OA||« , contradictie cu ipoteza reducerii la
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absurd (fig. 98a) b) i) ABCD fiind romb, avem AB=BC=CD=A4D=a, AC L BD si, cum masura
unghiului «<BAD =60°, mai rezultda BD =asi AC =a\/§ . Fie O centrul rombului si O centrul
patratului 4'B'C'D'’ . Se aratd cd OO0 L (ABC). AB'C'D' fiind patrat, rezultd cd m («<4'O'B')=90°;
Conform problemei a) rezultd cd 4'C’|| « , de unde se deduce A'C'=AC= a3 .Cum A'B'C'D' este
patrat, se obtine si B'D' = a3 . Daci se considerd BE L D'D,EeDD', atunci BB +DD =DE=

=\BD? - BE? :,/(a\/?)z —a’ =a\2.
D’

D)
,
p
y
a) b) 5
0"
p
g
0"
A 0 C’ o
_______ ~ P ~
..... __.:—s\ D'"' ~ o,
0, 3,07 '/
7 )y
A (1 A OL
C , .
5 B : —>D
P L 0 -
; .
s S =T
B’ B E
Fig. 98

ii) Dacd DA'B'C'D' este piramida regulata, atunci A'B'C'D’ este patrat deci sunt indeplinite
conditiile demonstrate la i) si, in plus: DO" L (4'B'C") si DA'=DB'=DC'=DD'. Din CD = BD si
DB'=DC'" rezultdi aDBB'= aDCC’ (1.C.) ceea ce implici BB'=CC’ si cum CC'=00', rezultd
BB'=00'.Cum 00’ :w (BB'DD' este trapez), iar BB'+ DD' = a~/2 , se obtine BB' = #

3a\/5

si DD' = 4 Distanta de la punctul O a planul (4'B'C") este O" unde O’ este proiectia punctului

O pe dreapta B'D". OO" se poate determina din asemanari de triunghiuri sau ca inéltime din triunghiul

a3

AOOQ'L, unde L este intersectia dreptelor BD si B'D'; 00" = o (fig. 98b)

CAPITOLUL V. PARALELIPIPEDUL DREPTUNGHIC. CUBUL
1. Se utilizeaza inegalitatea mediilor. 2. Utilizdnd teorema catetei in triunghiurile dreptunghice

AB*  AD*  AA”
AC' AC' AC
3. Dacd notam cu a, b, ¢ dimensiunile paralelipipedului, relatia din enun{ conduce la: 2ab+2ac + 2bc =

ABC', ADC' si AA'C’ se obtine: AM = de unde rezultd: (AB) = (AD) = (44").

> +P +P ++ P +d’ o (a-bY +(a—c) +(b—-c)’ < a=b=c, adici paralelipipedul este cub.
4. Se utilizeazi inegalitatea: ab + ac +bc < a> +b> +c*,¥ a,b,c € R’.. 5.Daci a, b, ¢ sunt dimensiunile
paralelipipedului si x lungimea muchiei cubului din enunt, rezulti relatiile: ab +ac+bc=3x" si
abc=x’, de unde rezulti 1 + 1 + 1.3 . Din inegalitatea mediilor avem ! + 1 + 1 > 3

a b ¢ x a b ¢ Jabe

egalitate dacd a =b=c =x. 6. Se aplica teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice BMN,
AMP si C'PN si se obtine AB = BC=CC'. 7.,,=”: Avem ABMP = ABNP = ABMN.

231

cu



