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) MULTIMEA NUMERELOR REALE
1.1 OPERATII CUNUMERE REALE. ORDONAREA NUMERELOR REALE

|. Adunarea: este operatia care asociaza la fiecare pereche (x, ) de numere reale,
numarul real x+y numitsuma lui x cu p.
Pentru orice numere reale a,b,c¢ au loc proprietatile:
a) a+b=b+a (comutativitatea)
b) (a+b)+c=a+(b+c) (asociativitatea)
¢) a+0=0+a=a (0 este element neutru la adunare)
d) a+(-a)=(-a)+a=0 (orice numar real a are un opus, notat —a )
2. inmulfirea: este operatia care asociazi la orice pereche (x, y) de numere reale, numarul
xy numit produsul lui x cu y.
Pentru orice numere reale x, y,z au loc proprietatile:
a) x-y=y-x (comutativitatea)
b) (x-y)-z=x-(y:z) (asociativitatea)
¢) x-1=1-x=x (1 este element neutru la inmultire)
d) x-;:;-x:l, x#0 (orice numar real nenul x, are un invers notat -)1; )
e) x:(y+z)=xy+xz (inmulfirea este distributiva fata de adunare)

¢ Diferenta numerelor x,y este numarul x—y cu proprietatea cd x—y =x-+ (=»)
e Dacd x,ye R, y#0, sedefineste cdrul numerelor xsi y , notat & sau x:y,cu
2.

proprietatea cd oy i
y y
3. Puterea cu exponent intreg.

e DaciageR, neN =a"=g.a; a"=1.
——

nori
e DaciacR’ sineN:a"‘=%.
e Dacid a,be R si m,ne Z, atunci au loc proprietatile:
a) a"-a"=a" b): atiai—=aqr= c) (a"' )" =gh"

Multimi si elemente de logicd matematica ' _




d) a"-b" =(ab)" et sy
Vi (ab) e) (bj 0

4. Raidicina patrati a unui numar real pozitiv x este numarul real pozitiv, notat Jx ,al
cdrui patrat este notat cu x.
e Reguli de calcul cu radicali. Fie a,be (0,+<)

a) a-b=vab b) ? ¢) (Va)" =va"

2
d) cx={\/;’czo’x20 e) \/-x_:=|x[ H Jo=o.

—e'x, <0, x>0
5. Ordonarea numerelor reale
* a este mai mic ca b(a <b) daca pe axa numerelor punctul 4(a) este la stinga
punctului B(b).
®  a este mai mic sau egal cu b(a<b)dacd a<b sau a=b,
e Dacid a,be R, atunci a<b sau a=>b sau a> b (legea de trihotomie).
e  Proprietati ale relatiei * <’ (relatia de ordine pe R )
a) Reflexivitatea: a<a, Vae R.
b) Antisimetria: a<bh, b<a=a=Ah.

¢) Tranzitivitatea: a<b, hb<c=a<c.
d) Pentruorice x,ye R= x<y sau y<x,

e  Alte proprietati:
e) as<b=a+x<h+x, VYabxecl ) as<b=ax<bx, Va,be R, x>0
g) a<b, x<0=>ax2bx h) agb=-a=2-b
2ab h<a+b
a+b

. Va,be (0,5¢). (inegalitatea mediilor)

Exercitii 5i probleme  rezolvate

1. Sa se efectueze:

2
a) (7.,.2_3) 6E_L‘ b) (__)E _2._(_2)3_(3] i
48 24 4) 5 10 4) 11 484 3) 9
Soluiie
a) Se aduce la acelasi numitor in paranteza i se introduce intregul in fractie. Se obtine
succesiv:
(l E_EJ 2 11 (l+2_6_36J.2_L =t AR 2 T 2l s
48 24 4) 5 10 (48 48 48) 5 10 48 5 10 35 10 5 10
ced=l_F
10 2
b) Avem succesiv: (—i) 4484, (—8)-12-—3-1-44+8-—1=—§-2-i+7=
7) 11 33 94 111 3 JS3
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9 7
2. Si se efectueze:  a) 42-(%) (%] -16°; b)

Solufie
| Folosim operatiile cu puteri cu aceeasi baza.

9 7 4 A20 24
l 1 1 2 1 | 5 S [ et )
a) 42-[—2—) '(5) 16° =(21) - —+(2') =24’§‘§r-2°=w=ﬁ=

b) Avem succesiv: ii 2 i (22)-6- 2 -i— 22283 —29'37 —£=
3 2 igtunts 5t S3t.gtighagl o3t aa

= a7t =3 =0T
3. Se dau numerele reale: a =142 ++3; b= Ja+8-12 si c=32.
Si se calculeze: a) 2a—b. b) (2a—b) —c.
Solutie
a) Scriem numarul 5 mai simplu scoténd factori de sub radical si obfinem:
b=2+2J2-243.
Rezulth ci 2a-b=2(1+v2+3)-(2+2V2-2\3)= 2+2J2+23-2-2J2+ 23 =4+f3.

b) (2a-b) —c* = (4/3) —(342) =16:3-9-2=48-18=30.
4. Sedaunumerele: a=+5 —5-+/18 si b= (9-4"“):22""' +245

a) Si se scrie sub forma simpld « si b.
b) S se calculeze media aritmetica si media geometricd a numerelor @ si b.
Solutie

) a=+25-5-18=+20-18=25-32.
b= (9.4n4—l):22n¢l+2\[5_= ’32.22n+2 :22n+] +2\/§= ’32'21'1.-2—211—1 +2J§=
=/3* 2425 =32 +245.

e 2
s Bl a;-b =2J§ 3\[;3\/5”\/5 o

M =ab =205 -342) (25 +342) =[(25) ~(3v2) =V20-18 =12.

2 2
5. Fie a si b numere reale pozitive, Sa se arate ca aT"-bS 4 ;b 3

b)

Solutie
Folosim proprietatea ca daca x,ye (0,50) si x <y atunci x* < y’. Ayadar, ridicam la
a+b)2<a2+b2 @’ +b*+2ab _a* +b
< =3 < "
2 2 4 2
Inmultim inegalitatea cu 4 si obfinem: a*+5° +2ab < 24’ +2b*. Trecem tofi termenii in
membrul intéi i obfinem succesiv:

Multimi si elemente de logica matematicd A _

patrat ambii membrii si obfinem (




26. Se noteaza 4, = {a,az...a,D

10
a, <lie {1, 2,..,10} si Za, = k}. Sa se determine numarul de

s=]

elemente ale multimii 4, in cazurile;

a) k=1; b) k=2; o)k =3!
27 Se considerd mulfimile 4;B;C astfel incat |A| =|B| =IC| =3 si ANBNC=D, Sa se arate
cé S5<lduBuC]<9.

28. Fie 4, B mulfimi nevide. Si se determine [4] stiind ca IA UB| =

s |B|=85 si [B\ 4 =55.
EI'ESTUL 1

Daca _z=a+b\/§, a,be Q, calculati a si b.
(2+43)

. 9L "
r. Sé se scrie sub formd mai simpla numarul real ¢ = 2( \/\:/5 4 V3 5 \/EJ si sd se determine

msul sau.
S se expliciteze expresia |3x—9| si sd se rezolve ecuatia [3x—9|=15.

. S se scrie aproximdrile zecimale prin lipsa si prin adaos cu o eroare mai mica decat 107 ale
arului 2,01581.

Sa se determine xe R astfel incit sa existe intervalul / = ’:5 3 ) 3\'+l]

ESTUL 2

S = -
Se considera numarul = Xy XX, X5, SE se caleuleze x, +x, +..+x,

Fie ae R si b=|4a-13|+[3a- 15]. Sa se calculeze valoarea lui b, pentru a =[

Se considerd numarul « =\/7+4\/§+\/(\/§—2)2. Sé se arate ci ae N.

2x+1
3

Se considera multimile: 4 = {xe R|-5<

<7} si B={xe R|3x-7|<1}.

Sa se scrie 4 si B sub forma de intervale.
Sa se determine 4UB, AN B. 4)\B, Gy B

Sa se determine [M]+3 : {-§}+[£J

5

TUL 3

Comparati numerele a=+/2 51 b= (Bacalaureat 2009)
V3 +~/_

Sa se demonstreze ci numarul (I +\2 ) +(l— B )Z este numar natural.  (Bacalaureat 2009)

Sé se determine elementele n;ultimii A= {xe Z“2x+ 3|< 7}. K

Aultimi si elerente de logicd matematich _




§0) SIRURI DE NUMERE REALE. .SIRURI MA’RGINITE SIRURI
MONOTONE

¢ Un sir de numere reale este o succesiune de numere reale 4,a,,4,,...,4,,... realizati
dupd o

anumita regula, fiecare numar ocupand un loc bine determinat.

Se noteazi (a,) . sau (a,).

Termenii sirului sunt numerele a,,a,,a;,....

Indicele fiecarui termen se numeste rangul acelui termen.
Termenul g, se numeste termenul general al sirului.

Sirul este diferit de multime.
Moduri de definire a unui sir:

Siruri definite descriptiv: se da primul termen si cifiva termeni care-1 succed astfel
incat sa se poati desprinde o reguld de determinare a succesorului oricdrui termen.

b) Siruri definite cu ajutorul unei formule
Formula @, = f(n), ne N" se numeste formula termenului general. Particularizind pe

ne N', se obtine orice termen al sirului.

¢) Siruri definite printr-o relatie de recurenta

O relatie de recurentd este o formuld cu ajutorul careia se determind orice termen al
sirului in functie de termenii precedenti.

¢ Sirul (a,) este sir mirginit daca existd un interval marginit [a, b| care confine tofi
termenii girului: a<a, <b, Vne N,

e Sirul (a,) este marginit dacd IM > 0, astfel incit |a, |<M, Vne N

Vane N, (1)

e Sirul (a,) este sir monoton descrescitor daca a, 2a, ,, Vne N, (2)

e Sirul (a,) este sir monoton crescitor daci a, <a

<]t

Sirul (a,) se numeste monoton daca este monoton crescator sau monoton descrescitor.

Daca inegalitatile (1) si (2) sunt stricte, atunci sirul este strict cresedtor, respectiv strict
descrescitor.

Exerciric si probleme  rezolvate

1. Se considera girul definit descriptiv astfel: L
1:2°2:3'3.4

2) Sa se scrie termenii girului de rang 4.5 $l 6.
~ Functii ]




b) Si se determine formula termenului general a, al sirului.

Solutie
a) Se observé ca numitorii celor trei termeni consecutivi ai sirului sunt produse de numere
naturale consecutive, primul factor fiind chiar rangul termenului.

1 1

Astfel, a, =%, a, =§, a; =r7.

" b) Conform regulei de succesiune observate la a) avem cd a -—-;
; " one(n+1)
2. Se considerd sirul (a,) cu termenul general a, =3n* —n, ne N'.

a) S se determine termenii de rang 2,3,8 si n+1.

b) S se calculeze suma a, +4a; —a,,.

Solutie

a) Pentru n=2 seobfine @, =3-2°-2=10. Pentru n=3, se obtine a, =3-3* -3 =24,

. iarpentru n=8 se obtine a, =3-8° —8=184. Termenul de rangul n+1 se obtine inlocuind
! pe n cu n+1 in formula termenului general. Rezulti ca

L a,, =3(n+1) —(n+1)=3n +5n+2.

b) Avem a, =24, a,=3-5-5=70, a,, =3-10* —10=290. Se obtine suma

| 24+4-70-290=14.

3. Se considerd sirul (a,) cu formula termenului general a, =2n° —n, ne N'.

a) Sa se determine termenii a,,a,,a,,.

b) Sa se verifice daca numerele 120 si 324 sunt termeni ai sirului (a, ).

Solutie

' a) Pentru n=1 se obtine a, =1, pentru n=2 se obtine a,=2-2*-2=6, pentru n=10
| scobine a,=2-10°~10=190.

| b) Presupunem ci exista ne N astfe] incat a, =120, adica 2n° —n=120. Se obtine

ecuatia 2n° —n—120=0 cu A=961=31" si solutiile n =8N sin, =-—%e N. in

concluzie 120 este termenul de rang 8.

Analog se procedeaza pentru 324 si se obtine ecuatia 2n° —n—324=0 cu A = 2593 care nu
este patrat perfect .

Rezulta ca ecuatia nu are solutii numere naturale iar 324 nu este termen al sirului.

4. Sec considerd sirul (a,) definit prin relatia de recurenta: a,., =3a, -2, n>1 si a, =—1.

I T T I S RS

seman

Sa se determine termenii a,,a;,q, .
Solutie
Dam lui n valorile 1,2 respectiv 3 §i obfinem termenii ceruti.

Pentru n=1, rezultd @, =3-4,-2=3-(-1)-2=-5.

Pentru n=2, rezultd @, =3.a,-2=3-(-5)-2=-17.

Pentru n =3, rezultd a, =3-a,-2=3-(-17)-2=-53.
5. Se considerd sirul (a,) definit prin relatia de recurenta a,,, =a, +5, n>1 si @ =3.
a) Sase determine 5a, —2a;. 3
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Exercitii 51 probleme propuse

1. S se determine termenii a,,az,a)9,4,., ai sirului (a, )’|al , cu termenul general:

a) a,=5n-1; b) a, =—3n;
c) a,=T7-n’; d) anz—’i;
n+l
n n
e) a, —n+[x/;:|, f a,=(-1) +{§}

2. Sase gaseasca formula termenului general @, ,n>1 pentru urmatoarele siruri definite
descriptiv:
a) 1,-11,-11,-1,.. b) l,l,l,-l—,....
3550759
o) — o L S0
1.2 2:3 3:4 4.5
e) -1,2,-3,4,-5,6,—7,... f) 2,5,10,17,26,37,...
3. Se considerd sirul (a, ) , . Determinati dacd numerele date sunt termeni ai sirului §i in caz
afirmativ, determinati rangul termenului respectiv, stiind ca:
3 +(=1)"
2) a,,=n +];x=10’1; b) an=L),,;x=i;
n 2n+(-1) 19

(n—1)(n+4) 3

c = N J.x== d) a =n+(=1)"; x=100;
) a, nz 2 ) n ( )
n 3
e) a,,—n+[\/;:|,x—]8, f) a"-1+{5},x—3..
4. Sase determine termenul general al sirului (a, ),|21 definit prin relatia de recurenta:
a) a=4a,,=a+n n2l; b) ay=1 a,,=a,—n n2l
1 ' a,
c) a,=5, a,,=2a, n2l; d) a =1, a"+'=n+1’ n21;
e) =2, a,=a’,n2l A a=l, am=[1+1Jan, n>l.
n
5. Sasearate casirul (a, ), este un sir marginit, stiind cé:
) % =2n+5; e n 2+l4 ; it 22n ;
3n+1 2n” +11 n +4
| n+2(-1)" n+n
d =l+Nn+l—vn; e =— e
) 4 v v ). & n+l D 2n+3
2 2% 43" . (n+ 1)’
a = Q h) a = —: i) a=—1—.
B 4 17 ) By ) n'+8

cu termenul general:

12434, 40
n 5 n\/r_z 3

6. Sa se studieze mirginirea sirului (a, )

1+5+9+...+(4n-3)
= " 5 b) a
2n” +1

n21?

a) a

n
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PRODUSUL SCALAR A DOI VECTORI

reviar teoretic
e Fie vectorii a §i b dati prin reprezentantii lor 4B, CD. Unghiul
vectorilor a, b este dat de unghiul ﬁoTv, unde semidreptele (OM si
(ON auaceeasi disectie cu semidreptele [AB, respectiv [CD. (fig. 1)

' » Produsul scalar al vectorilor ¢-z, b este numarul 5-13=1 c—zl-ll;l‘cosa,

unde ¢ este masura unghiului vectorilor a, b.

Figura 1

a
cos o =——.
la|-|b]

» Fie reperul cartezian (0,7, /) si vectorii a=aji+a,j, b=bi+b,j. Avem i-i=j-j=1;

a-b= a,b, +a,b, (expresia analiticd a produsului scalar)
a,b, +a,b,

COSQ—\/al—-'-a: \[bl—_'_zt

Daca A(x,y,), B(x,,»,)= AB:IABl—\/( —r‘) +(» =

)
Doi vectori @, b sunt perpendiculari daci si numai daca a-b=0.

Exercitii 5i probleme  rezolvate
Se consideré punctele 4(—4.3); B(2,5) si C(6,-2).
Sa se calculeze A—B(R+ ITC-')
utic

Determinim coordonatele vectorilor din enunf. Avem: E( Xy Vg ) Se objine
AB(6,2). Analog se obtin vectorii AC(10,-5), BC(4,-7), (AC+BC](I4,—12).
Rezultd & AB(AC+BC)=6.14+2:(~12) = 60.

Se considerd vectorii @ =2v3-i+2 ; b=

.

NI&

A
2
S se calculeze a-b si b-a.

Aplicatii ale trigonometriei in geometria plana




b) Si se determine cosinusul unghiului vectorilor a, b.

Solutie
L3 238 b
—=23. bra=a-: cosa— s
B al-|b|

Avem
|a|—\/ 2\/_ +2° =4 si IbI-J -l Rezulta cosa=%=%.

3. Sisedetermine me R stiind ca vectorii a = 2m +l l+j si b—z—(m+4)j sunt vectori

a) a-b= 2\/3;%

perpendiculari.
Solutie

Din conditia ca a L b rezulté relatia @-b=0. Dar a-b=2m* +1—(m+4)=2m* —m-3.

Ecuatia 2m* —m—3=0, conduce la solutiile m, ==, m, =—1.

ro | o

4. Fie ABC untriunghisi M, N, P mijloacele laturilor [BC], [AC], respectiv [4B].

Sa se arate cd AM -BC+BN-CA+CP- AB =0,
Solutie A
Exprirném vectorii mediani:

R 1 5 N
AM = (A.B+AC) BN =—(BA+BC) si
2
——(CB +CA) Inlocuid in relatia din enung B M C
obtinem j(E+Ac) BC+;(B— BC).CA4

:%(E_B—GR,R-JFE;,.a_g—c.rc_jrc.zg_a.m)%.o=o. Egalitatea este

demonstrata.
5. Sasecalculeze @ —b stindca a+b =4i-3j sia-b= 9i+5].
Solufie

Avem: @ —b (a+b)(a—5)=(4}:-3])(9}:+5})=4~9—3 5=21.
6. Fie vectorii u si v. Dacé lu|=1, I;]— si masura unghiului vectorilor u si v este % sa

calculeze (21—4 + ;') ( 2v—u ) (Bacalaureat 2009}

Solutie
Avem (2&+§)(2§—&)=3&~5+2§2-2:72. (1)
= = % /4 _g —2
Dar u-v=|u|~|v|cos§=1, u , v =4. 2

Din relatiile' (1) si (2) se obgine (26 + 5) (2v—u)=9.
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Exercifii si probleme  propuse
1. Calculati u-v in cazurile:

a) |§{=2, |§|=%; 9=150"; b) ‘E[=4, M:s, p=120;  ofu/=4, =5, p=45;

§[=5, p=75; f) |§|=1, M:%, p=15".

d) [u=5, =2 p=135: o) =4,
2. Calculati ab,a,b',(a—25)(a+25),(a=B) ,(7a+B) si [4a—38] in cazurile:

D) || =3[ =4p=60"; b)’E‘=2,|B\=%,¢=4S’; ¢) [a|=4,p|=6,p=135";
|51 =8,Il—7\=%,(o=30‘; ¢) [a|=1[B|=1,p=90".

Calculati cos¢ in cazurile:

) 55:18.}5}=|E|=6; b) wv=0; ¢) uv=-l,

ﬂ=ﬂ=h

u| =4 =1; N w=2=2=3.

d) E-B=6,|E‘=2,|l_7|=3; e) uv=-3,
4. Daci |Z| =3, }13[ =1, |Z| =4 5i a+b+c=0, calculati ab+ac+bc.

Se dau vectorii :

) u=3i—aj;v =(5—a)7—6};

B) u=(a+2)i+ 2jiv=(a-3)i—3j. Aflati ae R stiind ca unghiul vectorilor isij esteobtuz,
Se considerd vectorii @ =3i—2 i b= —4;—3}' ,unde i, j sunt versorii axelor. Calculati:
ab; b) a; Q) b d) ial; €) |l_7|; f) cos@;
(a-2B)(4a+B); b (@a)m D (@)

Se considerd a = 2;—3}' si b=2i+3j . Calculai: ‘

a-b; b) (3a+5b)(4a-25); o) (a+28)': d) [sa+28].

Calculati lungimea vectorilor: a=3i- 2_7';[3 =-5i+ 3;’;2 =—4id = 6}',2 = ¢_1+77;7 =2a-3b.
Calculati cosinusul unghiului dintre vectorii asi b in cazurile:

a=2i+3j si b=—i+3j; b) a=-2i—-4jsib=i+j: ¢) a=3isi b=10j;

a=3i+j si b=i-2j.

. Se dau vectorii @=5i+2]s§i b="7i—3; . Determinati vectorul ¢ = xi+ y astfel incat

=38 si b-c=30.

. Se dau vectorii @ = i+ 3_7' si b=-2i+ (S—a)} . Determinati &€ R pentru care asi b sunt

erpendiculari.
2. Calculagi produsul scalar al vectorilor:

a=5i+j.b=i-5j; b a=3i+3j,b=2i-4j;
a=-2i-j,b=2j; d) a=—4j,b=i—j.

Aplicatii ale trigonometriei in geometria plana = 23



