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������� â ���� b̂ ����	�����	�������"�
��'������������
��
	�������
	�

"�����������	���	�	����-������	�

�������
��
	�����
���
���	���
���������������

=���������
��������"��	�������
��������

������� �������������������������������������������������������

&���
8
������� 3̂ �-� 5̂ 6� �3 5⊕ �6� 2̂ ��������
���9�-�%������8��6�#

3̂ �.� 5̂ 6�
�3 5� �6� 3̂ ��������
���9�.�%������8��6�9

�	
���
���

2�����������	������ ��� "��	����������	���	�����
�����
������ "������	��
�����'��������

��������
��������
�	�
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*'���
�
����3�������������
��
���
�
�����'���⊕�

,� /�	������
������������������
	����	
�	� 0̂ �
ˆˆ 0a + �6�

�0a ⊕ �6� â !�
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��� Â ���

1̂1̂2̂
1̂0̂0̂
0̂1̂0̂

��� 2̂ �≠� 0̂ �����
� �����
+
������������$������
������ �����
+
��������$

������,��,�������≠�!$����
��������
�+�����
�,��
 
�������
���������
+
����$�������,��,������

��������
�+�����
��0���$����
�����������
�+�����
�,�0��
�������
 
����

��������������
'
����

'
�#�

1
5C �

&
��#�

2
5C �

�
�
 
�#�

4
5C ��

&
�#�

5
5C �

'
����

'
�#�'�

&
��#��!�

 
��#��!�

�
�
 
�#�'��

&
�#��

'
�

G��,�'�
&
�����

&
��#��

&
�����

&
��#��

&
��#��

&
����!��'��

&
���!���!�

�
�
 
���!�

�������I��
����
������
�����������
�
����������+��
�
�9�����
���������

���������������#����������#�����	��������������������#��������������������#���(�!�(�������



	
	

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

����?�9����������
��
��������
)
���������G��,�
�
���
��������

)
������A��
�����������⇔

��#�����!��������,���������!$��������
�
�����∈�����
����∈�������#���
)
�����#���⇔��

)
�#�)�

'
�#

#��'�
&
�#��!�

 
�#��'�

�
�#�)����!��G��,�)�

'
�����

'
�#��

'
��#���

'
�#��

'
��#���

'
�#��

'
����!�#�!�#�!���!�

)����!������
	�$��!�
 
���!���'�

&
����&�

&
�#��

&
���!�#��

&
����

&
����

&
���'�

�
����

�
��A��
�����

)
����

&
$

��
�,��
&
����$����������

�
������E8��������

�
$�#$�(��

����7��,�
������
��
����	������
�#���$������
�����
�

����$�
���,�����




���������
������
�����


�������H�����,�������$���
�,���#�����!�

��	��.-

��
���4
��α���� 3 7 �5
�β���� 3 49 ����,�,���,�α$�β�∈��$����
��$�����!��A����+,���,

α�#�β������∈��������αβ������ 3 37 ���/���∈��$�α 
���β 

���/�
 
���&-�

 
�∈����������,

�α���β��α�
�#�αβ�#�β�

��∈��$���������α���β�∈��������7
������5
�����������,�α$�β�∈���

7��,� �� ≠� !$� �����
� ���� ��
33 497

11

cbax ++
= �� <������ �� ��,��� �,�

x

1
�∈���

3 7 �

���

���
����,����
�
���������
�
�����9�������
������������������
 
�#��

 
�#��

 
��� ��������

�

#��
�
�#��

�
������	����	������?�9���0��������,��
����,��������������

3 7 $������
3 49 �5


����
�
�9������
�
���������
�
�

x

1
�����

�
�#��

�
�#��

�
������	����	����
��
���

abccba

acbabcbca

x 21497

49)(7)7(71
333

32322

−++
−+−+−= �������,�����������������������

��
���7��,� 0̂ˆ ≠b $������
� b̂ ������
�+�����
��5
� 22 ˆˆ ba + ��!�⇔����
��
�
�
�#�1̂ ���!�⇔����

��
���� 2̂ $


��
�
�
����������,�0���
 
$� 2̂ˆ 2 ≠x $�
�
���������
� x̂ �∈��

 
�

�� �����.��� 
�
���-�� ���

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

− 5
ˆ,ˆ

ˆˆ
ˆˆ

�ba
ab
ba

�

�������ϕ���+�→��$�ϕ��
�
�����������
�
�
��
�������
����
�

����
�
����

�
����

��
��

4

6f ���

10

12f �������

22

1

−+
+
nn

nn
f ���

2
...

10

12

4

6
2

2

−+
+

⋅⋅⋅
nn

nn
f �

G��,� ∏
= −+

+=
−+

+⋅⋅⋅
n

k kk

kk

nn

nn

2
2

2

2

2

22
...

10

12

4

6
����∏

= +−
+n

k kk

kk

2 )2)(1(

)1(
��

��∏
= −

n

k k

k

2 1
�(�∏

= +
+n

k k

k

2 2

1
���
�(�

2

3

+n
���

2

3

+n

n
�����

����J
������������
�
�
�������
������������
���
����8�$���
��
�
�
��
��

������→��$�������$��������������

�������



�����������



���� 3 �����



����



n

i ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π+π

6

11
sin

6

11
cos ����


 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π+π

6

11
sin

6

11
cos

n
i

n
�

7��
��



����



⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ππ−

ππ

6

11
cos

6

11
sin

6
11

sin
6

11
cos

nn

nn

�����H��
�+,��0���
��������
�������

⎩
⎨
⎧

+−=+
+=+

ivu
ivu

99
33

33 $

�����������������������/���
��
�����
�
�����#��$��

�
����#���$��������
+��

�
�����#���$��

�
�����#���



	
�

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

�
�������,�
���
�
����

���
��

�
���� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
− 21

12
$�/

�
����

���
��

�
���� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
− 12

21
$��������
+$��

�
����

���
��

�
�

�� ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

− 12
21

�5
�/
�
����

���
��

�
���� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
− 21

12
�

�������E������������
�������∅$�������������
�����������
-
�����,��$���∈���-�$���+
��$���∩�����∅$

�����
��
�
����

�
����∅$���
�,����5
����������
+
�
�
��
���
����
�

���4����
��ϕ����-��→�+τ$�ϕ��������������
�
�
��
���

�����Δ�������⇔���Δ����Δ��������Δ���⇔����Δ����Δ�������Δ���⇔�∅�Δ�������Δ���⇔����

��Δ�����
�
����

�
����

�
�⇔���Δ������$����
�
�,�
�
�
��
�����
�

�������������→������
�
��
����������,����!����!�����������$����������$�����∈�����������
	

���������$�����∈��������
����,���,����������$�����∈��������A����+,���,�����������
�������,�
����

��*�!�⇒������������ x �
�
�������� x ��

�
�*�!��7��,���*��$������
���	���*�!�⇒�����������*�!�⇔

��������������*�!��<���������$��,��������������,��∃��
�
�∈�����

�
�∈���=�����������0��9������

�
��≠��

�
�

4
��)�∈��$�����
�
��B�)�B��

�
��������
������������������,�
��������
�������������,��������

�
���B����)��B�����

�
�

⇔����ϕ��
�
��B�)�B�����

�
�$���
�,�)�B�����

�
������>����
���,�������,���������������������#���������

��������#������������������������������
�
�����,�������
�,���������A����+,���,

������������������
�
�����������

�
������������������±����
�,�
�
�
��
��������������5
��������� x �

�����
�
�����⇔��

�
�������!�⇔�����������#������!�⇔�������������������G����
������������:!$��;$

��≈��
�
$�0������

������������:!$��$���;$����
���≈��

 
�

�������	�
�

����
���

��
���

�
�#�����!�⇔�
���±����
�

�#� 
���&���!�⇔�
�∈�:�$��&;��7��,�
�∈���=�:��$��;$������


	����������� �����,�
�∈�:��$��;$������
�	�������������������,�
���1̂$�	�����������!�����,�
����1̂$
	�����������������,�
�≠�±�$�	�����������&�����
&

�#�
�#���*�!���������������,����+
��������,


�*�!�����,�
�∈�1��$�!�$������
�
�#��*�!$����
�

&
�#�
�#���*�!�����,�
�∈���∞$���2$������




&
�#�
�#�����
�


 
�#����#�����
�
�#����


�
���
�#����#���*�!���
������
�
�#����!�

��
���H,��������
����
+���,��,���
�
�
���������
���������
�
�#�������$�&����

�
�#������$$��$��$

�$�$�∈���5
����,�0�����
���5
�
����
�
�����
��
�����
���������$���.$��$����������$���������!$

����$��������!���
���
��������$�$���.$�����&$������ �

���@���8
��,��
�
�
����%������
��
�����������,���������,��	����%�����$�%������������
�


����
�
������
�
����'$�������$��

�
����$�
��
�
�
��

��
������#���
&
�������

'
�����

&
�#�

1
4C �

 
�#�

2
4C �

�
�#�

3
4C ��#�

4
4C ���

'
���

1
5C �

&
�#�

2
5C �

 
���

3
5C �

�
�#�

4
5C ����

5
5C ��

�
��
�
��������
��
 
���

1
4C �(���

5
5C ��#��

2
4C �(�

4
5C �#�

3
4C �(���

3
5C ��#�

4
4C �(�

2
5C �

������#������
�
�
�!
���1��#�������

�
�2
�!
�����#�

1
10C ������

�
��#�

2
10C ������

�
�
�
�#�

3
10C ������

�
�
 
�#�����#

#�
10
10C ������

�
�
�!
$��
��
�
��������
��

&
�������,�0���
�
������

2
10C ������

�
�
�
$�

3
10C ������

�
�
 
�5
�

4
10C ������

�
�
&
$

��
�,��
0
4

4
10

1
3

3
10

2
2

2
10 CCCCCC ⋅+⋅+⋅ �

��
	���������������� 3̂ ������� 3̂ ��#�1̂ �
��
�������

 
�#���������

�
�#�������⇔���������#��������������!�⇔���������������

���
�������
��
�
���
�
�����
��
�
�
���������������

�����
�� α���&�
� α��� �
��α$����
��
�� 
9

π
��&��
�

 

9

π
��� �
�

9

π
���
�

9

3π
����
�

2

1

3
=π

�



	
�

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

7��
��� ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π

9
cos ��� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π−π

9
cos3

9
cos4 3

�#�����

2

5
2

2

1 =+ ���
�

18
cos

9

4

2
cos

9

4 π=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π−π=π

�

�
�� 

18

π
���&�
�

�

8

π
��� �
�

8

π
���
��

6

π
���

2

3
����

2

3

9

4
sin =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π

�#���

�������7��,���,��������
�
�#�������$���≠�!$��
���
��
�

�������������!�

���
7��,���∈��
 
$������
������������� 0̂ �������&� ����� �#� ���&�#� ��&��#�& $�0��,� ���&������&

����
�
&����

��
&��� 0̂ �� �&�����&��#��&��#��&���� 0̂ �������&���%� ��������&� �#�% ����� �#�& �#�% �

�������<
�
�
�����������	������
�����������	�������$���������,$�0�������
�����$�
����
�
�9��

�
��
�
���

���
��

��

�
��
����
��
�����
��
���������,��,�����������������#�����#����������#����

�����������������,��������	��
+��	�����������$�����������$�������,����#������������#

#�����#���1����#����#��2��� �
�
�#����#�����
��
����
�
�����
��
��������
������,�,��
���
��

���������
 
�#�/�

�
�#��&���U���1���#������#������#� ��#�α���#������#����#�β���#����#�γ2�(��U��

�����#� ��U�#�α���#���U�#�β���#���U�#�γ�U

∑
=

n

k
k

1

3( #/�
�
�#��&���U���∑

=

n

k
k

1
( #� �U��#�α ∑

=

n

k
k

1
( #���U�#�β ∑

=

n

k
k

1
( �#���U�#�γ ∑

=

n

k
k

1
!��

������

k

kk 422 −+
���

!

)1(

k

kkk β+α+−
���

)!2(

1

−k
�#�

)!1( −
α

k
�#�

!k

β
$�����≥���

∑
=

−+n

k k

kk

1

2 42
������#� ∑

= −

n

k k2 )!2(

1
�#��α� ∑

= −

n

k k2 )!1(

1
�#�β ∑

=

n

k k2 !

1
��3���
	�∑

=

−+n

k k

kk

1

2 12
��

�� �#� ∑
= −

n

k k2 )!2(

1
�#��α� ∑

= −

n

k k2 )!1(

1
�#�β ∑

=

n

k k2 !

1
��� �#�0


��
�#�α�0


��
������#�β�0



������→

 �#���#�α��������#�β�����������α�5
�β�	,�
�
������

�������
�������0


���

!

1
...

!2

1

!1

1

!0

1

n
++++ $

�������	�������������
�5
������
�
�����

����������#���



���#���



����
10
nn CC + ��#�

2
nC �

�
�#�����#�

n
nC �




���
10
nn CC + ��#�

2
nC �

�
�#�����#�

n
nC �




�$

�
��
�
��������
��



���
0
nC �(�

n
nC #�

1
nC �(�

1−n
nC �#�

2
nC �(�

2−n
nC #�����#�

n
nC �(�

0
nC �����( )20

nC �#�( )21
nC

#�����#�( )2n
nC ������
�
�
��
����
������

kn
n

k
n CC −= ���
��
�
��������
��




�0�����#���
�

������

n
nC2 �

������,�( )20
nC �#�( )21

nC �#�����#�( )2n
nC ���

n
nC2 ������
�
�
��
����
�������������




���#���



���������
�
�



5
�
����
�
�,���
��
�
���

���
��



�0�����

������
��
0
nC �(�

n
nC ���

1
nC �(�

1−n
nC �#�

2
nC �(�

2−n
nC #

#�����#����



�
n
nC �(�

0
nC ���

⎩
⎨
⎧

=− knC
n

k
k

k 2,)1(
impar,0

2

�

����J
��
�
��������
��
�!
�0����������#������

 
�
�!
������#������

 
�����#������

 
��(�����(����#������

 
��

������(�&�����⇒�	�������#�	����&����!�⇒�	����������!$�������,����
�
�
���
������$�������

��������
!
�#��

�
�#��

�
�#�����#��

�!!
����������� 

�!!
$�����������

!
�#��

�
��#�����#��

�!!
�
�!!

�

�
!
����

�
�#��

�
�������#��

�!!
�������������

�!!
����

���J�����,�������$����ε�$����ε��$������ε��������,�,�
�
����
��
���� �������
�,�

�
���������

!
�#��

�
�#��

�
�#��

 
�#�����#��

�!!
�

���ε�����
!
�#��

�
ε�#��

�
ε��#��

 
ε �#�����#��

�!!
ε�!!

���ε������
!
�#��

�
ε��#��

�
ε&�#��

 
ε)�#�����#��

�!!
ε&!$��ε ����$�ε��#�ε�#�����!�



	
�

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

3���9����	��
�,�
���
��
����

�� ����#� �� �ε��#� �� �ε����� �
!
�#� �

 
�#� �

)
�#� ����#� �

�-.
�����
��

!
�#��

 
�#��

)
�#� ����#��

�-.
��

��

3

1
� 

�!!
�#�!

�!!
�#�!

�!!
���� 

�--
�

<������������
!
�#��

&
�#��

.
�#�����#��

�!!
$�������,�������$�������$������$��������5
�����,������������

�	��
�,�
�
��
�����

����
���

��
����9���� 4̂� 
�#� 2̂��

�#� 2̂��#� 3̂ �5
����������#� 4̂ ��	���9����!�5
����������
��
������

'
���'��#�.����������#������/�����5
�������

�
��� �������#�)�����'������7
������������,

���!������'$���� ���� ������0��
��
���0�������
������������
���������
�,������

����������5
���

������������������������ 1̂)1̂ = $����� 2̂)1̂ = �

���@���
����
����
��
�
���+������ 5̂)1̂ = $�
����
�����
���������,���� 0̂)1̂ = �

������������������������$���������&$������������$�������
&
�������#���

 
�#���

�
�#������$�

������,���������

2

3
$�����!$�$�����

������������
�
�#�������&�����������0��
��
���������5
��������������)$

���������

3

)12(

12

1)2( 2626 −−=
−−

−−
�

����������#���
�
&�����������0��
��
����������5
�������,����������������$�����������
����

����������
��������#���
�
�(�&�#������#����⇔����#�����

�&
�#��

��
�#�����#��

�
�#�����

�����#���
�
�(�&�#������#����⇔��

�&
�#��

��
�#�����#��

�
�#��������#����(�&������0��
��
�������������

���������
�
�#���&�����������0��,��
������������0���1�2$����
��$���∈��������
�
�����,�0��
��
�

0���	��
����������������������������
����
�
�,����

��,��
����������������
+�
��	
����������

���������
�
�#���#���&���������$��$���∈����0��
��
������ε�5
�
����
�
�,���ε��#�ε�#�����!�5


ε����������������&
��

��
�#��

�!
�#�����#����#��

 
�#��

�
�#���#���

��
L���������,�,�
����
��������
���������9��������
�
����
�

���G��,��
�����,�,�
����������
�
�$�
��
������
 
�#���#�������

�
�#���������������#�&������

3����
�

2

1
2

3

−+
++

XX

XX
���

2

14)1)(2(
2

2

−+
++−−+

XX

XXXX
���������#�

2

14
2 −+

+
XX

X
��������#

)2)(1(

14

+−
+
XX

X
�����
���

)2)(1(

14

+−
+
XX

X
���

21 +
+

− X

b

X

a
�����

��
�� �
 

�
�

�
�

�
!

2̂ 1̂ 2̂ 0̂ 1̂
1̂ 1̂ 2̂ 2̂

���
����
 
���)�

�
�#�������)���������������������� ���������

 
���)�

�
�#�������)���#���

�
�#�������$

0��
��
��������$��$��������
+$� �����������
 
���)�

�
�#�������)��(�α�#����

�#���������������
+

������
 
���)�

�
�#�������)���α���#�β����.��#����

�#�������$�����$��$���������
���
���������������

��������������'��������#������!�⇔��
�������!�5
�&����
�#�
���!�

����J9����0��,��
�

������&����
�
������

∑
=

n

k
kg

1
)( ���∑

=
−

n

k
kk

1

2 )2( ��� ∑∑
==

−
n

k

n

k
kk

11

2 2 ���

6

)12)(1( ++ nnn
�����(�

2

)1( +nn
�



	
�

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

���������
 
�#� �

�
�����#����������������&���)$�)�∈�����
����
�����0��,��
�

����������⇔

����� ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

2

1
X &���)�⇔����� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

2

1
X �&�#�)��7��
�������C������
�V
�����0��,�
���
�
�
���

���������

2

1
��
��
�������� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

2

1
X %�#�)

�
��������,�&���

2

1
%�5
�)

�
���)�

������ �



�

��

�

��

�

� 

��� �
�

�
�

�
!

� � ! ! ! ��� ! � �

� � � ��� � � �  

���
������
��
�
���
�
����������1̂������
������������� 2̂)1̂ = �

����������
�
�����#�����#� �������0��
��
���������#��$�
��
����������#������1���#���

�
������#���

#��2����#����#� ���#��������⇔������#��������
�
�#���#�������#����#� ��#��$������������� ��#���

����4
�������
!
�#��

�
��#�����#��



�



����������������������
!
�#��

�
������#�����#��



�������

�
����

!
����

�
���

���������


�



����
�
������������#��

�
���

�
�������

�
��#�����#��



��������




����



�������	����(�&����
�������
�����

���������
�

����	��
�

������	����1�&
�
���H�����,������������	���&����������	���(�&�#����	����&������#��'

7��
��������0��,��
�

��������

��������������#���
'
�#�����#���

&
�#�����#���

 
�#�����#���

�
�#�$���#����#����<�����0��,��
��������

�����#��������C������
�V
���������0��
��
���
�����0���	��
�������→�������
��
����

�������������
'
�#���

&
�#���

 
�#���

�
�#�$�����$�0��,��������������������

'
�#� �������

 
����������

�
�#���

7��+
��,���
�
�����$�
����
�
�,�����������������#���
 
1���#���

�
�#�����#����#��2�#�����#���

�
�#

��$���#����#��������������������#���
�
�#�$���#����#��$�����$�$$���������
���
�������

����
���

��
����������0��,��
�

���
������&������

2

1 ab −+−
��#�

2

22 −−+ babb
��
����
�
�,������������!�

������3+����
��
�
��ε
�#�ε�#�����!��
��� ��#��$���∈�����������#���#���
�������!�⇔��



������!

⇔�����&��#��$���∈���

�������
&
�#��

�
�#�����

)
��������������(�&��������������

&
�������

&
�#��

 
�#��

�
�#���#����

�����(�����&������������,���$�&���������



����$��

��

��������������

������@�$���
��������
 
�#���#��������
+
�����

&
�#��

�
�#� ������G��,��
���

&
�#���

 
�#���������

�
�
�#���5
�
����
�
�,������������!�

��������$�������!�⇒������!�
�
$������!�$���

�
$��

�
�������������&!!�⇔��!!�

�
�
�
����&!!�⇔

�
�
�
�
����&�⇔���

�
����$��

�
����&��������

�
��� $��

�
���.�����

�
���.$��

�
��� ����

�
����&$��

�
�����

���4
������$�
�
$�����$�

�
$���

�
$��

�
������������
�1�$��2���$�

�
�
�
��3+���$��

�
�#��

�
����-.�5
�$�

�
�
�
���/�!�

�-./�!�����$����
�$�W��$���
�,�$���������$���������,�$����$��
�
�#��

�
���-.�5
��

�
�
�
��/�!���

�
���

����
�
���-!�5
��

�
���.����������������
���0�������������,�$����$������
��

�
�#��

�
���&$��

�
�
�
��� )!

����
���

������
���0�����������
�
���&!$��

�
���-�����
�+����

��� ����������� ��� �
�
�
����
�� �����
�� �,� �
�� ��� 	������ ��� �

���� ����,� �
�,� ������ 0�

��	
�
�������
�E���
��������������
���,��
��!���H�����,��������

������������
�
�#����

�
��&�����

�
�#���&

�
$���

�
$�&

�
�������1�$�&2�����

�
�#����(��

�
�(�&

�
�

H�����,��
�
�(�&

�
����

�
�#� ��#��������#������#������
�+
����

�
�����#���5
�&

�
�����#���

������$�&$�%����������&�$�%����������$�%�����������1�$�&$�%2���11�$�&2$�%2���1��
�
�#��$

�
�
�#��

�
����2�������������#�����

�
�#����#����

���������������������#���

��������&�(�����)
�
��&���)

�
�����

�
������)

�
�����

�
�������#�!



	
�

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

��������
F 
�#���

�
�#�������� �

 
�#��

�
�#��&����� �

 
�#��

�
�#��&��#�� �

�
�� ��#���	��

�����������
 
�#��

�
�#��&����� � �

 
�� �

�
�#����	���� ��#�&

����������2��������
�
�� ��#���	�� 2��&�

�
�#���&�����������#��

���&�
�
�������#�&!���&�

���W���)�����������#�'����&�

H�����,��,����
��������������
���,��
��!$���
�,��)�����������!�5
�'����&����!�����

����E8
��������
�
�
����
����5
�&��������
	����,������������,���
�
�#����#�����

�
�#� ��#� ������

3+�����
�
�#� ��#� ����#� ��#���

�
�#����#���������&������

�������4
����



����$��



�#������$$�������,��



�������$�(�$
�
$��




�#�����$$
�
$��$

�
$�$

�
�������3�
�,

�



���$$
�
�#�����




���$$
�
����$������
���




�



����$$
�
�#���




����$$
�
�����




��7
���$$
�
�#���




����$$
�
�����




��������$�(�&
�
�#�����$&

�
����$�
��
����$�W��$���
�,��




�����5
��



�#����������
���0�������������?�����

�
�9�����



����$��



�#������$$�$�∈�����������$�W���������,��,�$���������$��������������
�����������

����
���

��������������!�⇔���
 
�#����� ���!$�
����+,���
���
���������0��,��
����

 
�#����� ��������������

��������������!��������ε�����ε�#������#�ε/�����ε�����#�ε/����ε���#�ε/����ε�#�ε���!������
��α�∈���=��


��,�,�
�,����
�
�
����
�&��α 
��������α�

���α�#�����!$����α����α)
��
�#�α�������α)�


�(�α��
�#

+ α�������α��
�#�α�������

α
1
�#�α�������

α
α−α+ 21
���!���������

�10 ���
���

�10 ��!
����

�!
�#�1̂��

��
�10��!

�����1̂�������!���1̂���������1̂���10 ��!����-
�������������1̂���������1̂��(�&��0��,�&�1̂����!$

���
�&�������1̂�
�������

�
�#� ����&�������������#�&�������

&
�#� �

�
���&�����

�
�������

�
�#�&��������������#�����

�
�#�&���

������������#�����������������������
&
�#��

�
�#������

&
�#���

�
�#������

�
�����

�
�#���

�
����

�
��

����
�
�����#�����

�
�#���#���������	��

�
����	��

�
����	��

 
����	��

&
�������

&
�#�&����

&
�#�&�

�
�#�&���&�

�
��

����
�
�#���

�
���&�

�
�����

�
������#�����

�
�#����#�������������������#������#������#� ���

��1����#� �21���#������#���;�����
�
�#� ����

�
�#� ��#������
�,���

�
�#� ��#�����/�����

�������
�
�
�����������������,�0���
 
�

������1̂���� 2̂ �#���#�1̂��� 3̂ �#����� 0̂ ������ 0̂ ����� 2̂ ��������1̂����� 2̂ �����#�1̂ ��������1̂ ��� 0̂ �⇒
�����1̂��� 2̂ �����,���≠� 0̂ �5
���≠� 2̂ $������
��
�
�
�����������������,�0���

 
$����
������
������
�
��

�������1̂����!��� �#� 2̂��
�#� 2̂ �� ����#�1̂������

������<
�
�
�����������������,�0���
�
$����
��������0������
������������
�
����	������M�

3���������,��������
����,�0����
�����������
�
����	����������

�����
&
�#��

 
�#��

�
�#���#�1̂��

����
�
�#����������

�
�#������$���0�����
�$�
����
�
�,��5
�
��
�����
���������������1̂�

����$��������1̂���$��������1̂���$���1̂ ��7
�����
��������
��
��
��������$���1̂�
G��
��
���0������������
��
������������ 1̂�5
������1̂��
��
�
�
��

����
'
�#�1̂ ����'���1̂ ��������1̂���&

�#��
 
�#��

�
�#���#�1̂�������&�#������&

���������
�
�������

�
�#�1̂�

�������1̂����#�1̂����
�#�1̂�������&

�#��
 
�#���

�
�#���#�1̂ �����&�#�� 

�#��
�
��#���

�
�#���#�1̂���

���
�
��

�
�#���#�1̂��#����

�#���#� 1̂�������
�#���#�1̂����

�#�1̂���������1̂�����
�#�1̂��

�����������1̂������ 5̂ ��������
�#� 1̂�

�������
�
��� ������
������
�
��0���1�2���
�������������������,�0�����G����C
���0���
����

�� 3 ������������,��+9����,�,�
�
���± 3 �����<
�
�
��������
�����+���	��������5
��
�
���

���	���� �������
�
�
�����
 
��� �

�������Δ��� 8̂9̂ − ���1̂���
�
$
�
��� ( 3̂ ±1̂�� 2̂ �������� 3̂ ±1̂�( 3̂ ���

�
��� 4̂ $��

�
��� 3̂ �����Δ��� 3̂ $��������

������,����$����
������
����������
���

�



	
�

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

�����������&�
 
���)�

�
�#�&����������4
��&����������������������������,��,��������-���������$�����∈���

�,�������������,�	����&��≤�)�5
�&�����������,�����������
��)�
�
��0���$���$��$���$��$�����H�����,
�,�&���!$���
�,�&������!$�����∈���

�������4
��-�*�!��������0��9�� f �����-���� f̂ ���$�����∈��$�������,��,��������-���������$�����∈���

�,�������������,�	��������≥����4
8,���
!
�∈����3+�������

!
��������

!
�#�-��������F�#��-���������

������
!
�#�
-�$���
�∈����H�����,��,��
�
�
������5
��
�
�
�����
�����������

!
��������	����0���F



��
�
��������+��
�
��H�����,��,��
�
�
������������	�������������
!
�$���
�,�	�������≤�!$��
�����
��
��

���7,��+��
�
���
���0���	��
���������,���
������� $���
��������!����!$����
���� �����
������!$���
����
��� ����!$����
���� ������)���7��������,���� ������� ������)�$���
�,����������� ������)�&$
&�∈��1�2��G��
��
���0�������
�����,$�
��
��������#� ������� ������)�&�����

�������)����#� ������� �&���#� �$���������&������&���#� ��� g �����������
�����

�
�,���

���

��,� ���H�����,�&�������
��������5
����������	� ������)�&�

���4����
���
������������

�
�,$����
����,�����
��
�
�
�
��,�����
��
������,$��
�����
��
��

����4
�������
�!
�#����#� 9̂ $����,�α�∈��

��
��+������α����α�!

�#��α�#� 9̂ ���1̂�#��α�#� 9̂ ��
���α�#��10 ����α���1̂ ��G��	������ ∗

11� ���������������������� 1̂������α���� 0̂ �⇔��α���1̂ �⇔
⇔�α��������35����$�������������,$����
��
�
�
�����������������
�
��

����4
���
�
�
����0����������
������$����������������
'
����

'
����

'
����

'
��
����+,���,����������!�

������,��� � ��������������
	��� � ���������5
��� � ����������H�����,��,���������������������������(
(��α����#����#�����#�β�����������������79���+��
�
���
��$��$���������
�,��α$�β�
�������
��������
���
�
�
�
��,����	���� �������8��
�,�+
������,�0�������
������
���

4
��,
�
�(����,�(��#��!!!����������,

�
��!����!$�'��,

�
� !����&$  $�,

�
�)!�����)$-$�,

�
�.!�����.$-�


��
����,
�
�(�����!$!!!!�(

 
�#�!$!!' �(

�
�#�!$!! �(���!$�.&���
�
�
�������
�����
���������


?�	���	����H�����,�,
�
�'!����� $�/)$����
�,�'!�����!� $�/)���

�
�

����<
�
�
����������
�������
������λ
!
�
!
�#�λ

�
�
�
�#�����#�λ



�


$�������

�
���

!

)1)...(1(

k

kXXX +−−

����������
�,�0��
��
���λ


$�λ


��
$���$�λ

!
���7�
���������!�$������$����$����
�������0����	
$�������,��,

λ
!
$�λ

�
$����$�λ



�∈����7��,�
�*�
��+����

�
�
����

n
mC $����
����
��∈��$����,�!�≤�
�≤�
$��

�
�
����!$

���������*�
�5
��
�
�
����

k
mC $����������≤�
������
	�0��������
�B�!���������Δ��� 4̂ ���

�
���3̂ $��

�
���5̂ �

����
���

��
G��,��
���
�
�
�����������������#����������������
�
�
����
������
�,������

�������
�I
X���

��
@������������,�,�
�,�����,����
�
�
����
��
'
����

 
�#��

�
�����5
��
���,���������

�--.
�����

��
��′���&� 
��� !�

�
�#�/���#�&
����

���
������

�
���)!��#�/����!$��

�
���$��

�
��� $��,�,�
�����
��,

�
�����
������� �

��������������#�

!1

)1()1( −f
���#����#�

!2

)1()2( −f
���#���

�
�#�

!3

)1()3( −f
���#���

 
�#�

!4

)1()4( −f
���#���

&
�

�����������������#�

!1

)1()1( −f
���#����#�

!2

)1()2( −f
���#���

�
�#����#���

 
�(�&�

������G��,��
���
&
�#��

�
�#� ��#�������

�
�#���#����
��
�����9�����

�
�����5
��������'��#�����
�

�
&
�#��

�
�#� ��#�������

�
�#���#�����

�
������#�'��#����������,�

2
1

4
1 xx + #� �

�
�#�����'�

�
�#���5


2
2

4
2 xx + �#� �

�
�#�����'�

�
�#���

�������
�
�
�
�
 
���

3
i−
���
���

�
�#��

�
�#��

 
���

3
43 +− i
$�
��
�����

�
�#��

�
���

3
42 +− i
$



	�


� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

������,������
���
�
��� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

3

42i
�
�
�#����������,��

�
�5
��

�
�

������

321

111

xxx
++ �����⇔��

�
�
 
�#��

�
�
 
�#��

�
�
�
����

�
�
�
�
 
�⇔��������$�
��
�
�
��

���
2
3

2
2

2
1 xxx ++ ����

�
�
�
�
 
�⇔���

�
�#��

�
�#��

 
�
�
������

�
�
�
�#��

�
�
 
�#��

�
�
 
�����

�
�
�
�
 
�⇔



�
�����(��������⇔�


�
��� ��
���± 3 �

��������
&
����5
�+��
�
�,�������
�������

�
�#��

�
�#��

 
�#��

&
�����!��������,��

�
�#��

�
����

 
�#��

&
����'�

�
�
�
�
��

 
�#��

&
��#��

 
�
&
��

�
�#��

�
�����'!�⇔��

�
�
�
�#��

 
�
&
����!����

�
�
�
���

 
�
&
�����&��H�����,��

�
�
�
��)�

�
 
�
&
���&�����

����
2
2

2
1

2
3

2
2

2
3

2
1 xxxxxx ++ �B�)

2
3

2
2

2
1 xxx ��

2
2

2
1

2
3

2
2

2
3

2
1 xxxxxx ++ ��

����
�
�
 
�#��

�
�
 
�#��

�
�
�
�
�
�����

�
�
�
�
 
�����

�
�#��

�
�#��

 
���
��
����


�
���&�B�!�

�������
2
1

3
1 xx − #��

�
�#�����!��

2
2

3
2 xx − #��

�
�#�����!��

2
3

3
3 xx − #��

 
�#�����!������,���	��
�,�
���

���0�����
���	��
�,�
�������
�
$��

�
$��������
+$��

 
�

��������
�������������������
�
�,����0���������5
��
 
��� �

�
�#���#� ���!������������5


�������
 
��� �������

�
�#���������#� ���!�����������

�
���

1

1

1

32 3

x

x

x

xx −
=

+
�

��������C
�����������

x

x−3
������

�
���

�
�
 
��

11

321 3

xx

xxx
−= $���������C
�����������

x

3−
�

�������
2
3

2
2

2
1 xxx ++ ���


�
�����


�
�#�������


�
�����B�!�����

2
3

2
2

2
1 xxx ++ ����

�
������

��
�
����

�
�
�
�#���

�
����

 
�
�
�#���

 
����

�
�
�
������

�
��� ���B�!�

�������4
����������	��
�
����	��

�
���������	��



�����′�������1����	��

�
���������	��



��#����	��

�
����	��

 
����

������	��


��#����	��

�
����	��

�
���������	��


��
����

nxxxxxxxf

xf

−
++

−
+

−
=

′ 1
...

11

)(

)(

21

�

����
�
$��

�
$����$��


��
�������,�,�
�
����
�
�
����
������


��

�
#��


��
�#�����#���#����������,��

)1(

)1(

f

f ′
�

��������
�
�#��

 
�����

�
�⇔��

�
�#��

�
�#��

 
��� �

�
�⇔��

�
����

3

a
�⇔�

3

3
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛− a

�#��

2

3
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛− a

�#�� ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

3

a
�#�����!

⇔���
 
���-���#��/����!������
��
���,���,�,�
�
��������
����α$�α�$�α����7
�������

�����


I
X����+���α���#���#�����������α�
����#������

�
�����$�α 

�
 
�������������,��

 
����

 
������
��
��

���,�����!$��+�������!�5
��,�,�
�
��������α$�αε$�αε������,���≠�!$�����
3

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
c

b
�������
��������
�

����
�
�#��

 
�#��

 
�������������!�⇔�����������

�
�
�
�������#��

�
��#��

 
�������������!�⇔

����������
�
�
�
�������	��

 
�������

�
����!�����

��������
�
�
�
�
 
����$�������,�"�

�
"���"�

�
"���"�

 
"������"�"���"�

�
�#��

�
�#��

 
"�����"���"���"�

�
�
�
�#��

�
�
 
�#��

�
�
 
"��

�� ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
++

321
321

111

xxx
xxx ����(�

321

111

xxx
++ ��� 321| xxx ++ "���" 321 xxx ++ "���" a "���"�"�

�����	����� 321 xxx ++ �#��
�
�#��

�
�#��

 
�∈��$��������������#���∈�������
�5
�������∈���



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

��������
�
�#��

�
�#��

 �
�������

�
�
�
�#��

�
�
 
�#��

�
�
 
���

2

1142 ++ aa
����
�
�,����0�����������
�,

�	��
�,�
��
��
������
�
�����

�
�#���

�
�����

�
�#���

 
�����

�
�����������

�
�����

�
�≤�������� 3,2,1 �

������,����≤��
�
�����≤���⇔���≤��

�
�≤� �

����J,��,���,�,�
�
�����
��������α 3 $�α�∈��$�α�����$�α���
3
1
�

���
	����������
�����
+,��������
+�5
�
��
����������
����

�#��



����
���
�����

����
�#��


��
�

��
���
�����

�� �
�#�
�
�������


��
$����$���

�
���
����

���
�
�#�
U��

���
�
�
U������,���	��
�,�
���

����
U ⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
++++

!
...

!2!1
1

2

n

XXX n

��H��
�+,�������
��5
�
��
�����
���

����$��������

��� ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

2

1
,1,1 � ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −1,

2

1
,1 $� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− 1,1,

2

1
�

����7
���
��
�

�������,������������� cba ++ ����������������� cbcaba ++ $������� cba �

������,��,�:�$��$��;�5
�: cba ,, ;�������
���

��������
�5
������

����	���� ��������,

:�$��$��;���: cba ,, ;��@���������+�������b $���
�����������������"���"���"b "���"
�
�"$��
�����
��
��

����
	�����������+������� c �����
����� a $���
�,���∈�������

����@
�,��������������α�����������������β$�������γ�$��$��$���������
���

��������
�

(
 
���α(��#�β(���γ���!$����,����(����( ���α(��#�β(���γ���
��α$�β$�γ�*�!$����������,����(��B�!$

�������
�
���(�≤�!����
��������$������
����������,�,�
�
���	��
+������!�

���
���

��
����
�
��� ����

�
���� �$��

 
���

2

1
$��

&
���

3

2−
����
�������/�#� 3 ������/ 3 $��

 
$
&
���±� 4 3 ������

�
��� ε ���ε��

0��,��
���
&
�#���

 
�#��

�
�#������������

�
�#���#�����
���
��
�
����������!$�
�
�����$���

��
���!������
���������B�!$����!��*�!��������B�!�5
�������*�!����������,��
�
�
���������9���


�,�,�
�,�0��
����+���������$�!�$��!$����5
���$�������
������������,������
�������!$������
���

�
�����,�,�
�
������������������H�����,��,������
������ ��,�,�
�
�������5
�����������

��������������������

22

2
3

2
1

2
3

2
1

⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+−⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
−− iXiX ������������

�
������������������#����

����������
 
���#���

 
�

������A����+,���,���������,�,�
�,$�����������
�����������
'
����������������

&
�#��

 
�#��

�
�#���#�����

��������������ε������ε�������ε ������ε&�����������:�����ε������ ε ������ ε �
�2�������

����
)
�#�������

�
�#�����

&
����

�
�#��������

�
�#�����

&
�#���

�
�#�������

�
������

�
�#���1��

�
�#���

�
��� �

�
2�������

����
&
�#���

�
��� ����

&
����

�
�#� �

�
��� ����

�
��

�
������#� ��

�
����������

�
�������

�
�#� �������

���6
������
�H
����

������4����
��������→��$����������
 
�#���������������
��������,�
���$����
��������������
��
���
��

�

������	����
������
�
�
���������������
��
��,�,�
�,�����,�����
��,�,�
����������
�,�

A����+,���,��� ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2

1
(������B�!�����4
���

�
������������

 
�����	������
���

�
�#��

�
�#��

 
���!$��������

�,������

2

1
�
�
$����
���∈� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

4

1
,

2

1
$�"�

�
"
�
���"�

 
"
�
����

�
�
 
���

1

1

x
�∈���$����



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

������
2
5

2
2

2
1 ... xxx +++ ��������������B�!�����

2
4

2
3

2
2

2
1 xxxx +++ ��� ����

�
����

�
�
�
�#���

�
����

 
�
�
�#

#�����#���
 
����

&
�
�
�� � ( )2

4
2
3

2
2

2
1 xxxx +++ ������

�
�
�
�#�����#��

 
�
&
����-���� ����&�B�!�

���������
�
����

�
�
�
�#���

�
����

 
�
�
�#���

 
����

�
�
�
���!�⇒��

�
����

�
����

 
���

2

33 +−
�

���∑
=

n

i
ix

1

2
��� ����∑

=

5

1i
ix �����0��
��
����

'
��� ��+���∑

=

n

i
ix

1

2
�����∑

=

4

1i
ix �#�&���!�⇔�∑

=
−

4

1

2)1(
i

ix ���!

⇒��
�
����

�
����

 
����

&
������

�����
�
�
�
�
 
�
&
���� ������
���

�
�
'
��� �$�"�

�
"���������,��

�
�∈��$������
��

�
����������

�
����������������

�,�,�
�
�������
�
$� 2x $��

 
$� 3x ��7
���

�
$� 2x $��

 
$� 3x �(��

�
���� �$�������,��

�
����������
��������
�

���#�����
�
�#����#�����

�
�#����#�&���7
��
����
�
�,�
�������������$����&$�&�����$����$�#��)���.�

����$����������

����
���

��
����
�
�����#� 5 ���

�
�#��

�
�������

�
�
�
���&���

�
�#��

�
�#��

 
�#��

&
���&���

 
�#��

&
�������

�
�
�
�
 
�
&
���.$��

 
�
&
������

��
����
�
������� 2 $��

�
�#��

�
�������

�
�
�
�������0��,��
���
�
�
��������

�
������#��$�������������
�

�,��
��!�����������$���

��
��������������� �#�� 2 �
�
����� ���� 2 �

�
�����

2)52(549 +=+ �����#� 5 �

��������� 5 ��������#� 5 ��������#���
�
�������#���

�
�

��
E����
����
������,�,�
�
������5
�� 2 �

�������
3 22 + �⇔����� 2 �

 
�����⇒��

 
��� �

� 2
�#� ��#������ 2 �����⇒

�
 
�#�)�������� 2 � �

�
�#����⇒���

 
�#�)������

�
����� �

�
�#���

�
�⇒����

��
������
 
�������#���

�
�#�������$��$��$���∈������� 3 2 ����!�⇒��

3 4 �#��
3 2 �#����!�⇒�������������!�

��
���<
�
�
�������
���5
��,�,�
�
��� 35 − $�� 35 − $�� 35 + �

���<
�
�
�������
���5
����,�
�
��� 5 ����$�� 5 �#��$�� 5 �����

���<
�
�
�������
���5
��,�,�
�
��� 23 − $�� 23 + $�� 23 − �

��
������ε����ε'�#�ε&�#�����ε��#�ε�#�����!�����J
��
����������
'
�#��

&
�#�������

�
�#���#����(�&$

&�∈��1�2$�	����&���� ��H�����,�
'�#�
&�#������
��#�
�#���&�
���
��#�
�#���≠���
����
���

��
���7��,������
�������,�,�
�
����

����$������
����������0����	
$����������
������
+
�
�

���
�&�

��
��������

1

2 24

−
−−

x

xxx
�∈���⇒���

 
�#��

�
�#���#���∈��$����
���������"��

⇒�������∈�:��$��$���$��;�����

��
7��,�����
��,�,�
�,����

��,$������
������0�����	,�

7�����
�,������
����

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈α
−α

α−α=∈ �� ,
2

3

mm �

��
H,�,�
���������
+
�
�������
�����$���$��$�����I��
�
�,������9���

��
����
&
�#��)�

 
���)!�

�
�#��)��#�)&����������

�
��

�
�#��!��#��)��≥�!��
����+,���,�������

�,�,�
�,�����,�������
&
�����

 
�#���

�
������#�������

�
������#�����

�
�#����≥�!�



	�	

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

��
���@
�,��
3 4 x− ����$� 1+x �������+����������� $���
�
�,����0�������5
����&��������

 
�

��#������
�
$����
��

 
�#��

�
��'�����
��
�����
�������

⎩
⎨
⎧

=+
=+

5
3

33 ba
ba

$���
��������� �����5
F��0��
��
�

0�������
�����
�����
 
�#�� �����

�
���'$�
��
����
������
�����	������������
��������
��
�
���


0����	
���
���
�������������

��
���E����
����+
����
���� ���&�
�
�
������
�

�
�����
��������
������!�⇔

�
��� ���&�
�
�
�����������
�

�
������
���#��
�

�
����!���&�
�

 
��#���
�

�
��#���
���������!�

�
�,���
������($��&(
 
�#��(

�
�#��(�������!��(���

2

1
��,�,�
�,�����

���0��,��
������
������	��������&�
�
�
��⇔��	��������

xtg 21

4

+
�

�
�,���	�����(���(������(
�
�#������&$�����

���0��,��
������
�
&
����	

&
��#�'�	

 
��#�'�	

�
��#��	���������!���
�,���	�����(���,��,���
���



0����	
����������
�
�(
&
�#�'(

 
�#�'(

�
�#�(��������!�

��
���3�
������
���

4

32x
��G�,��
�����3���

3

2
2 x

a − ��I
����,������

3

1
�(�

4

32x
(

3

2
2 x

a − ��

��
222 3

12

1
xax − ��7��
����,���,�,����≤�,�� 2 �$�+
��������8
�����
��
������������ 2 �

��� 4
������������,�������
������������∈��!$� !���+
���������
�
�������)!�����
�
�(��

�)!�����
�
�(���≤��)!!!��⇔��

 
���)!�

�
�#�-!!����&!!!�≤�!�⇔�������!�

�
�����&!��≤�!���,��,���

��8
�����
��
��������������!�

��� ��� ����������� ����������,�

q

p
�������,�,�
�,������$��������������,�,�
�,$������
�� �������W��

5
�� �������W����������,� ��	�����±��� ��#�����±�$�������,�)����!�����)����±����
�����
��
��

����
���

��
����
�
�������

�
�#�/����.���!$��

�
����$��

�
����.���

�
�����⇒��

�
$
�
���±���������.�⇒��

 
$
&
���±� 8 �

��
���

24

1
3

1
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

x

x

x

x
�#�����!���
�,��

2
1

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

x

x
�����������������#���

 
�������	���

 
�⇒

3

2

2
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
+

ix

ix
��������

 
���������
�π�#���
�π�

����������������
�
�#���������!��Δ�������&���≥�!�������#�

x

1
�������

�
���������������!������
���,

�
�,��,�,�
�
��������������
�9�����∞$���2�∪�1�$�∞��

������E����
����������
��
�,���
&
�����

 
�#���������

�
������#�����!�����G��,��
�������

�
�
��
����

�
�
�#�

2

25

x
�#� ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

x
x

5
�#�����!���
�,����#�

x

5
�����⇒��

�
����!�#���#�����!�����

���G��,��
������
�
���

�
�#�

2

1

x
���'��#�

x

5
�#�����!���

�
�#�

2

1

x
���' ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

x
x

1
�#�����!���
�,������

x

1
����

⇒��
�
�#�����'��#�����!�



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

���<�
+
�������
����������
�����	����������

������������
������0����

�
�
�#����#��

�
�����������

 
����

�
�������!��Δ�������#����������

2

)1(21 22 +±+−− xxx
�

����������
�
������#��

�
�#���⇔��������������������������

�
�#�������

�
�����⇔���������#��������

�

⇔��
�
���������#�����!����������

&
�#�&��������!�⇔��

&
�#���

�
�#�������

�
���&��#���⇔���

�
�#���

�
�����������

�

⇔��
�
�#�����± 2 ����������������E����
����������,�,�
�
�
�+��������,�,�
�
�
�����������

�������	�
�

����
���

��7��,������������
��������
������,$����
����
�����
�
�
+���7��,������
�����
�����
�
�
+�$

�����
�����<�7��$�
���M��������
����+��$����
��'���
���������<�7����
���
���
�������

��
��
����

��������

�����
��
��
��
�,�
����������M����
+′��������
+′�������
�������������
�� ( )
2

2
2
xF x x= + �#���

�� ( ) Cx
x

xF ++= ln
2

2

�����+�������
���������
����#������� ( ) 2
ln 2

x
xF x e= + �#���

���+������ �	��������	���#�������+�������	�������	���#����	�� ( ) 33 22 3
3 2

F x x x= + �#���

C�� ( ) 1 2ln
4 2

xF x
x

−= + �#����
� ( ) 1 arctg
2 2

xF x = �#���
D�
 ( ) ( )2ln 4F x x x= + + �#���

Y�� ( ) ( )2ln 4F x x x= + − � #� ��� �� ( ) arcsin
2
xF x = #���� ��
 �� ( ) 2sin

2
xF x = #� ��

�� ( ) 1 ln cos 2
2

F x x= − �#������� ( )
43

4ln 3

x

F x = �#������� ( ) ( )32 3 1
9

F x x= + �#���

��
 ( ) ( )1 ln sin 2 1
2

F x x= + �#������� ( ) ( )1 arcsin 2 1
2

F x x= + �#���

���
��
��������
1
3
$�����

2
3
�
��
���������$�����&�����

1 1,
2 2

a b= = − ������������
1
2
�

�������������4���
2

xπ
���J����


2
xπ
���J�����

3

3
x
���J�

���
������
�����
������
�������������
�����
�
�
+��5
�������������
�����
�
�
+��

����������
�������
�����,����������
�����
������
����������
�����
�
�
+��5
������������

���
�����
�
�
+��

������� ( )
2

2

, 1
2

1 , 1
2

xx c x
F x

x x c x

⎧ − + <⎪
= ⎨

⎪ − + + ≥
⎩

����� ( )
3 2

2

, 0
3 2

, 0

x x c xF x
x c x

⎧⎪ + + <= ⎨
⎪ + ≥⎩

�

��� ( ) 2

, 0

1 , 0
2

xe c x
F x x x c x

⎧ + ≥⎪= ⎨
+ + + <⎪⎩

�� �� ( ) { cos , 0
sin 1 , 0

x c x
F x

x x c x
− + >= − − + ≤ �



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

���
I��
� �8������� �������
 ( )
2 1sin , 0

, 0

x c xF x x
c x

⎧⎪ + ≠= ⎨
=⎪⎩

����� 
� ��
�
�
+,� �� ��
� �$� �� ���

�
��
��
��
�,�
����������MM�
���
�����

������<�7�����������$����������������
��������� 2 ��#���

���
����	�������	���#�����������	��#�������
1 1 1ln arctg
4 1 2

x x
x

− ++ �#������

1 1 1ln arctg
4 1 2

x x
x

− −+ �#���

���
(2 5)

ln(2 5)

x

�#�������
sin 2

2 4
x x+ �#����	���	������#����C�


1 sin 2 sin 4 sin 6
4 2 4 6

x x x x⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎝ ⎠
�#���

��� ( ) , 0
1, 0x

x x
f x

e x
≤⎧= ⎨ − >⎩

�
��������
��
���,������
��&������+�������
�

�

���
����
��
���,������
��&������+
�
������

�
����� ( )

x
kF x Ce= �

���
G�����
�������
�

�
��
�����+����
�

�′������
��������
����
��
���,������
��&�������+����

�������	�
�

����
���

��
���
1
2
�����

1
2
�����

1
2
����

1
n
����
��

1
12

�����
71

300
����� ( )2 3

24
π + �����

5
3
�����

1
2
�

��
��


2

2

2 3 1
6

n n
n

− +
�
���

( )2

2

2 1

3

n

n

−
�
��
!����

�����
��
��
��
�,�
����������M�

��
4����
�����,�	
�
�,����
!����
�����,�	
�
�,����
4����
�����,�	
�
�,�5
��,�,�<�7�

��
���
3
2
�
��


1
3
�����)���������������	����������	��

4
π
��C�������
��

3
π
��D��

21
2

− ��Y��
4
π
�����

1 3ln
2 2

�

��
1

ln 2
�����

1 5ln
2

+
��
��

6
π
�����

2
3
�����

72

17
��S��������

2 3
3

����
 ln 3 ����
 ln 3 ��+��
3 2 2ln
2 3
+
+

�

����4����

�����
��
��
��
��������������M������4����

�����
��
��
��
��������������M�

����4����

�����
��
��
��
��������������M��
5
6
������4����

�����
��
��
��
��������������M��

1
3
�

����4����

�����
��
��
��
��������������M��
1e
e

− �����
������
������
���
���

5
2
�
���
��

���
�������������
1 2 1ln
2 2 1

−
+

�����
2
3
�����.��"�� 4 2 �����

22ln
3
�

���
J
��
���,�����5
�������
+
�
��
�����
����+�����
�1�$��2�����
��������
����������
�$�
��

�
������� ��� ������� 
�������
����ξ$��
�
��� �����
�� �
+
�
��
� 0�� +�� �
��
��� ������� ��
��
��
��������
��
�
���,��5
���
�����������H
���������
�
���������
���
+
�
��
$������
�

�
������ ��� ������� 
�������
���� 5
� �����
�
� �� ����� ( )1
1

k

n

k k
k

e x xξ
−

=

−∑ � 5
� ��� ��� �
�
�,



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

( )d
b

a

f x x∫ ������
��
���,������
��&��1�$��2�→��$���������������������������
���
��
��,�5
����



���	���
�,��6
�����������H
���������
�
��������
�
�	$��
+
�
��

$�5
��������
��
�������
���

�����
���������������5
����������
�
��������
�
��$����
�5
���
���������
�5
��
�
�,�

���
 ��� ��
������,� ��� ���� �
��
���9��� �
������� ��� ������� 
�������
���� �
������
���

�������
�����

�����5
�������
��&������������
4
�
�
��
���	����*� ( )
b

a

f x∫ ���B�����	����

���
���������
�������,��,���
�

�B����#���
��#��

$�����∈���$������
���
	��
������
��
���

��B����#��������#���������������
����,���,� ( )ln 1
1

xx
x

+ > +
���
��
���,�������
�

�������� ( )ln 1
1

xx
x

+ − +
5
�0
�����
����
�
�
�
������D��
�������
+���
�M�

������

1 1
1

2

1 10 ln ln
1

n n
n

n
n n

dx ndx x
x nx

+ +
+ +≤ ≤ = =

+∫ ∫ �→�!�

���

11 1 1

00 0

10
1 1 1

n n
nx xdx x dx

x n n

+
≤ ≤ = =+ + +∫ ∫ �→�!�

��� ( ) 1
2

f x x= − �
����@������,��������
4����

����,�	
�
���

���
���7
��

1

2 3 2 3

n nx x
x x

+
≤+ + $�������,��



�≤��


#�
����� 1

1 3
2 2n nI I
n −= − �����!�

�������	�
�

����
���

��
7
����
�����������
��5
��
��
�D���
+
��������
������
�,���
�����������
��

�� ( ) ( )( )
1 1 1

0 0 0

1d d d
1

p pf x x x x f x x x
p

= = ⇔ −+∫ ∫ ∫ 
#
!�
5
���
���������������
�,
��
�������

���
�������
�
� �� �������
�

����
 ( ) ( )( )d d d 0
b b b

a a a

f x x x x f x x x≥ ⇔ − ≥∫ ∫ ∫ 
���
�9�����
�������

���
��������� �����
�� �� �������� 5
� 
��
�����8
����������
����,����∈� 1�$��2� ������� 0��9�

( )( )
b

a

f x x−∫ ��������	����������≥�!�5
��������
��
��,�⇒��8
����������
��
!
�∈���$���$���0������

!
����!'

��
4
�� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d
b x b

a a x

h x f x g x x f a g x x f b g x x= − −∫ ∫ ∫ $������
�������������
��
��,�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

a a

h a f x g x x f b g x x= −∫ ∫ �5
� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
b b

a a

h b f x g x x f a g x x= −∫ ∫ �



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

<�������9����,�������������,�
�����+���������≤�������≤�������5
�����&����≥�!��+��������&���

≤������&����≤������&����5
��
�9����
������������,����
�,������
���+���%���%����≤�!$���
�,
�8
��,���∈�1�$��2$����0��%������!����
������
�,��ZV
��
�������!����
���������
7
�,����������

�8�����!�5
������
 3± �
���
��������������#����#�������
���������&�
	�

���#����#���

���
������
�,���
�����������
��5
���

���
���
���O���5����
[�����������������!�����!�

���
������
�,���
�����������
���5
�����
��
���,������
��&����� ( )
x

a

f x∫ ��������	���������

���
������
�,����������
�H
���������
�
� ( ) ( )1 d
x

a

g x f t t
x

= ∫ �

����������
�,���
����������
��5
���

�����
�,�
�
���
������
�H
���������������
�,���
����

�����������,�����8
�����,�����
�
�
+��
�����
������

��
��
���������7���
+,��5
�
��
���

���
+�������,�����
$��
+,��5
��
�����,���,����
+����������
�
�
+,�

�������	�
�

����
���

��
���������

32 1
9

e +
������������������������������������	�� 1

2
π − ��C��

21 ln 2
2

−
��
��

2 1
2

e
π

+
�

D��

22ln
4 2 32
π π+ − ��Y����π����� 2

2
e −

����
���������!�����

( )3 3 ln 3 10

2

+ +
�

��
�������!$�����������������$������������
��
4
π− ������� ����� ln 3 �����

2

1
�����

1
2

e −
�����

2
3
�

	��
8
π
��C��

12
π

��
������
��
��
���

2
π
��D�������Y�� ( )1 8 1

3
− ���������	�����

4
π
�����

2ln 1
2

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
�

���
1

ln 2
��
�� ( ) 2 52 5 2 ln

1 2
+− +
+

�����4����

�
��������$���$���$����!�

��
���������
�����,�,�
�������
��
��
���
���
�
��,�������
�
��5
�������
+���

���
�
����
��������
���	�������+
���

( ) ( )2

0

1 1sin cos cos sin
2 2

sin cos sin cos

x x

x x

e x x e x x

e x x e x x

π
+ + + −

+
+ + + +∫ ����

�

2

0

1 1
2 2

x

π

+ ����
�

�#��
���#� 2
0

cos )x
π
���

21 1ln .
2 2 2

e
π⎛ ⎞

π +⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

�����C
���������+��
��
�,����	(�5
�����,��
���	�����
��
���,��������
�
�
��,��
1
3
�

��
�������������C
����������+��
��
�,��
��
�
���(������,����
�
���	�������
���,��
�

��������
������,�����,�,�
�����
��� ln 2
8
π

�����π����� 2 2 1ln
2 2 1

π +
−

�����
2
π
�



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

��� ( )2 ln 2 1
2 4
π π− + + + ����������
������,�����������	������������C
���������

+��
��
�,��	����(��C������������C
����������+��
��
�,�
1x
t

= ��!�

������
ln 2

8 2
π − �
���

1
4
����
π��������� 4 2 1 2 2 1

5 3
− −− �����

8
105

�����
ln 9
2

��	��
1 8ln
2 5

�

C��

6

7

1 2 1ln
6 2

+
�

��

4 4

4 4

3 (2 1)1 ln
4 (3 1)2

−
−

����������
�
��5����8����
�+���&��5
���
�����������
��

���
��′���������

�
�,�5
�
����,������������C
����������+��
��
�,������-�	�('

��������
�
����$��

�
���

4
π
�����
�



����
������


��
�������������
�
����������

���
��
�
!
��������������



�����	�
�


��
�������� 0 1

2, ln
4 2

I Iπ= = − ����
1

1nI n
= − ���


��
�����!�

���
����

#�

����


��� ( )

1

ln 1
e

x −∫ ��



����5
�����
�
��

#�

�≤��



5
��



�≥�!������



�����	�
�


��
�����!�

���
���
���	����,����
����+�����1!$��2�
����
������ ( ) 0 1 2 21 ...
n n n

n n n nx C C x C x C x+ = + + + + �

����M���	�,����
���,��
� ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
d d

b b
b

a
a a

f x f x x f x f x f x x′′ ′ ′= −∫ ∫ �

�������	�
�

����
���

��
���
47
6

����
1arctg

4 2
π + �����

1 1ln
4 3

�����
3ln
2
�����

3
4
�����

3
8
��	��

7
24

�

C��
1 3 1 1 3arctg
4 2 4 8 4 13

⎛ ⎞π ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
��D��

1
2
��Y��

1
20

�����
7
24

��������
1 1arctg
2 4 2

π⎛ ⎞−⎜ ⎟⎝ ⎠
�������� �

���
3

9
π

�
��� ln 2 ����
����	�&�������	������
���&����
���
4ln
3
�
��


4ln
3
�����

4ln
3
�����

9ln
8
�

���
63ln
7
������&�����

1 32ln
2 3

��	�
� �����#����� ��C�
-��������'����'��
�� ���'���'��� �

��
���
1
4

− ��� ����
9 3ln 3 ln 2
20 5

− + �����
3 1 1ln 2 ln3 ln5
2 2 3

− − ����
16ln
9

�

���-����#����� ���
11ln 5
2

�����'���������'��	�
5 3ln 2 ln 3
2 2

− ��C����� �#��)����

������
1 ln 2 3
3 6

π+ �����
1 1 13 3 7 5ln 2 ln arctg arctg
3 6 7 3 3 3

⎛ ⎞− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�����
1 3 5ln
7 2 37 3

π+ �

���
1 ln 2
4 8

π− − �����
5 3 1 5 1 1ln ln arctg
2 2 4 8 4 4 2

π⎛ ⎞− − −⎜ ⎟⎝ ⎠
�



	��

� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

��
����������
�
�,�����
�
�5
��������������
���
����

 
���($�

2 4ln
3 3

����
�������
�
�,������5
��������

�����
���
�� �
�
� �� ($�

1 45ln
8 13

�� ���
1 ln 2
4

�� ��� ��� ���
��

( ) ( )
1 1

2 22 2
0 0

1d d
1 1

x x x
x x

+
+ +

∫ ∫ �

1 1ln 2
2 8 4

π+ + ����$���5
�	���������������
���
��
1x t
x

+ = �5
�
1x y
x

− = ��C�

25
3

�


���������������
���
��
1x t
x

− = ����
����
�����(������
������(����� ( )
4 4

3

0 0

tg tg d tg dx x x x x

π π

+ −∫ ∫ �

��� ( ) ( )
3 3 3

4 2 2

0 0 0

tg tg d tg 1 d dx x x x x x

π π π

+ − + +∫ ∫ ∫ ����
����
	�������
��#��
�
�
����(��	���	

2
x
���(�

C�
����
	�	���
���	����(��D��5
�Y������
	�	�������	����(���������
	�	�������
�����(��
���
�����(�

����	����(��S�
�
�
��
�
�
�
�
(������	����(������
�

�
����(������	����(������	����(��+�����������
��,

��
������0�����,��8������
�
������
�����������������������
����5
�������5
����������
��,���
�����

0�����,���K��

2

0

1 1lim d lim d
2 sin 2 sin

x x
x x

α π

α→π α→π
αα<π α>π

++ +∫ ∫ ���������
���
���	
2
x
���(�����
����
	�K��

�������

2 2

2 2
1 1

1d d
2 2

x x x
x x− −

+
+ +∫ ∫ ����� x ���(�����

3 x ���(�����
1

x
x + ���(����� 2 x− ���(�

��� 4x + ���(��	�� 1x − ���(��C�� 1x + ���(��
�

3 2x + 
#
���D������
�
�,�������5
������

�����
���
���
�
�#�����(�
Y�


1
2

x + 
#
����������
�
�,�����
�

�
5
������������
���
���

 
���(�����.��#�����(�

��
��#�����
1
t
��
��5
�S����#�����(����
��������(�������#�������

���
������������,�����5�5
���	�5'����

21 cos 2 sin 2ln 1 ;
2 2 cos1 sin1

eI
⎛ ⎞− −= +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

21 cos 2 sin 2ln 1
2 cos1 sin1

eJ
e

⎛ ⎞− −= −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
����


2 2 11 ln ;
4 2 1

I += − +
−

�
2 2 11 ln

4 2 1
J += +

−
�

�������5���
1
4
�'

����<������5��������������
���
����#�����(��������
 ��������������
���
�� x ���(���������.

�������������
���
�
�����
�
�
(�

���
�


�#�&�


��
�#��


��
���!�



	�


� � � � � � � � � � 	 � � 
 � � 
 � � �

�������	�
�

����
���

��
���

1

2
0

1 d
1

x
x+∫ �����

1

2
0

1 d
4

x
x−∫ �����

1 2

0

d
1
x x

x+∫ �����

1

0

1 d
1 2

x
x+∫ �
���

0

sin dx x
π

∫ ����

1
2

0

1 dx x+∫ ��	��

( )

1

2
0

1 d
1 1

x
x x+ +∫ ��C��

1

0

cos d
2 2

x xπ π⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ��
��

1

0

1 dx x+∫ �

���\�
�0��9
������
	��
�����,����

1

0
0

lim ln dx x

e
α→
α> α

∫
����


( )
1

2

0

ln 1 dx x

e
−∫

������

1

0
0

lim ln dx x x

e
α→
α> α

∫
����
�

( )
1

0

ln 1 dx x

e
+∫

�

���
2

1 1 1

sin 1 sin 1 sin 1

1

n n n

k k k

k k k
n n n

n nn k= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠≤ ≤+ +
∑ ∑ ∑ �5
����
�,����
���
���N���5����
[�

���

1 1

sin1 1lim sin lim
2 cos 2 cos

n n

n n
k k

n
n k n k

n n n
→∞ →∞

= =

π
π π=π π π+ +
∑ ∑ ��

��

1 0

1 1lim d
2 cos2 cos

n

n
k

x
n k x

n

π

→∞
=

π =π ++
∑ ∫ �

���

1 1 1 1
2

1 3 3 1 3 1 3
11 1

k k k
n n n n kn n n

n

k k k k
n k n k nn

n n n
= = = =

≤ = ≤
+ + +

∑ ∑ ∑ ∑ �5
����
�,����
���
���N���5����
[�

����
���

��
���
1
4
�����

32 4
3

������� 2 �����������
1
2
�������

3
2

��	�������
��
��C���

�
�

��
��

22

2
− �����

32
2

− �����
2 2ln

3
�����

65
4
�����

3 ln 2
4 3
π π− + �����

e

1
1− �

������
1

12
�����

8(2 2 1)
3

−
�����

1
4 6
π − �������#�

1
e
����������

'
����

�
�#�

117
3

�����

2

9
����


3

1
�

��� 2ln �����
9

16
���
%���	�����������	��,������
�����
�
�����
�����������A�5
����,��$���
�,��π�

����
���

��
���
4
3

π�����
2

2
π

�����
4
π
�����

20
π

�����
3
π
�������π����

235
24
π

���π�



10

lice

Manual pentru clasa a 10-a
MATEMATICA

EUGEN RADU

OVIDIU ªONTEA

TRUNCHI COMUN

Aprobat

MEC 2004


