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I Capitolul 1
Grupuri

m Legi de compozitie

Sa ne aducem aminte din clasele anterioare ca, ori de cate ori am facut cunostinta cu

o multime, de fiecare datd am introdus pe orice multime una sau mai multe operatii.
Cu privire la operatiile introduse pe o multime (de exemplu, numericd) relevam cateva
aspecte:
B orice operatie asociaza unei perechi ordonate de numere un al treilea numar;
B ordinea in care apar termenii este esentiald (exemplu: 2 — 5, 5 — 2 etc.).
In acest paragraf intentionim si extindem notiunea de operatie. intr-o operatie
recunoastem o anumita corespondenta intre multimea perechilor ordonate de elemente
ale unei multimi si multimea Insasi. Suntem condusi catre urmatoarea:

_ DEFINITIE .

Fie M o multime nevida fixata.

Se numeste lege de compozitie (operatie algebricad) pe M o functie
f:MxM— M. Elementul f((x, y)) € M se numeste compusul lui x cu y prin legea
de compozitie (operatia) f.

Pentru o scriere mai comoda obisgnuita sa notam f((x, y)) cu simboluri precum +, —, -,
U, N, o, % etc., interpuse Intre x si y. Cele mai des intalnite sunt notatiile aditiva (+) si
multiplicativa (-).

Exemple de legi de compozitie

1. Adunarea pe multimea 7Z este functia care asociaza perechii (x, y) elementul notat
x+y((x,y) = x-y).

2. Inmultirea pe Q este functia care asociaza perechii (x, y) elementul notat x - y
(e, ») = x- ).

3. Adunarea pe o multime de matrice M,, ,(C), (4, B) > 4 +B.

4. Reuniunea pe multimea partilor unei multimi (X, ¥) - XU Y.

5. Compunerea functiilor pe multimea F(E) a functiilor definite pe £ cu valori in £:

(g > fog
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6. Adunarea si inmultirea modulo 7:
Fie n € N*, fixat. Daca x € N, atunci prin x(mod 7) notam restul impartirii lui x la n.

Exemple
14(mod 7) = 0, 6(mod 10) = 6; —13(mod 5) = 2.

De asemenea: daca a, b€ Z spunem cd a= b (mod n) (citim ,,a congruent cu » modulo )
daca (a — b)(mod n) = 0 (adica a si b dau acelasi rest la impartirea cu 7).
Daca a, b € Z definim:
B suma modulo 7 a lui a cu b, notata prin @®:
a® b =(a + b) (mod n)
B produsul modulo 7 al lui @ cu b, notat prin ©:
a © b= (a-b)(mod n)

Exemple
Pentru n = 6 avem
8 ® 6 =14(mod 6) =2; —-7®5=(-2)(mod 6) =4
5 © 8=40(mod 6) =4; 30 (-5)=(-15)(mod 6)=3

Tabla unei legi de compozitie

Functiile definite pe o multime finita pot fi introduse printr-un tabel.

La fel putem proceda cu legile de compozitie definite o multime oarecare finita.
In acest caz preferam sa scriem valorile intr-un tablou, asemenea matricelor.

Dacad M = {x,, x5, ..., x,,} sl legea de compozitie pe M este notatda prin %, atunci

elementul x; * x; se scrie la intersectia liniei 7 cu coloana ;.

* x| X, X; X,
X | Xp*xXx; X %X, x| * X; X| %X,
Xy | Xp%X] Xy%*X, X * X; Xy * X,
X; X; * X;

X, | X, %X X,*%Xx, X, * X; X, * X,

Acest tablou se numeste tabla legii de compozitie *.

Exemplu

Inmultirea pe multimea de numere complexe {1, —1, i, —i} poate fi data prin tabla:
R

1 1 -1 i —i
i i - -1 1
—i —i i 1 -1
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OBSERVATII

1. Intimp ce pe Z sciderea este lege de compozitie, pe multimea N ea nu este lege de
compozitie (,,nu este peste tot definita*). Perechii (3, 7) nu-i putem asocia prin
scadere niciun numar natural.

2. Produsul scalar al vectorilor din plan (spatiu) nu este lege de compozitie. Perechii
(v,, v,) 1 se asociaza un numdr real, nu un vector!

Parte stabila a unei multimi in raport
cu o lege de compozitie

Sa consideram operatia de Tnmultire pe mulfimea R. Ea nu este lege de compozitie pe
orice submultime a lui R.

De exemplu, pe multimea R\ Q: (\/E - 1)(\/5 +1)=2-1=1¢ R\Q.
Aceasta observatie ne conduce la urmatoarea:

__ DEFINITIE

Fie M o multime nevida pe care este definita legea de compozitie o si H o
submultime nevida a sa.
Submultimea H se numeste parte stabild a multimii M in raport cu legea de
compozitie o dacd
(V)x,ye H,avemxoye H.

| J

In acest caz restrictia operatiei o la submultimea H, adica functia o : H x H — H,
(x, ¥) = x o y se numeste lege de compozitie indusd pe multimea H de legea o.

Exemple

1. Submultimea Q este parte stabila a multimii R in raport cu adunarea (inmultirea)
numerelor reale.

2. Submultimea R\ Q nu este parte stabila a lui R in raport cu adunarea (inmultirea)
numerelor reale.

3. Submultimea U, = {z € C | z" = 1} este parte stabild a multimii C in raport cu
inmultirea numerelor complexe.

n

Intr-adevir: pentruz,,z, € U, avem (z;-z,)" = z]' - z3 =1-1=1,deciz, -z, € U,.
xy—2
x+y-4

Intr-adevar: daca x, y € (2, o), atunci x + y —4 > 0, fractia avand sens.
VT2 ey 2>t 28— 2x— 2y 4 650
x+y-4

S (x-2)(y-2)+2>0,decix xye M.

4. Multimea M = (2, o°) este parte stabild a lui R in raport cu legea %, x x y=

In plus,

8 .
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Proprietati ale legilor de compozitie

DEFINITIA 1

O lege de compozitie o pe multimea M este asociativa daca
(V)x,y,z€ Mavem (xoy)oz=x0(yoz)

Exemple

1. Adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie asociative pe Z, Q, R, C.

2. Adunarea si inmultirea matricelor sunt legi de compozitie asociative pe multimea M, (C).

3. Legea * definitd pe (—oo, 1) prin x x y = 32;—ny este asociativa.
o 2TV,
Intr-adevar: (x x y) x z = 2-xy xz= 3-—x-y _
3-x-y 3o 2T
3—x-y
xXyz—2x-2y—-2z+6 '
xXy+yz+zx—3x-3y-3z+7"
2oy 2T
xx(rz)—xx 2 - 3-y-z | wu-2x-2y-2046
3-y-z 4_,_ 27Y2  xy+yz+azx—3x-3y-3z+7
3-y-z

(x*xy)*z=x=x%(y*z),oricarear fix, y,ze M.
4. Pe multimea Z scaderea nu este asociativa, asa cum se observa din exemplul:
2-3)-1#2-3-1)

OBSERVATII

1. Daca o lege de compozitie o este asociativa, atunci prin x o y o z intelegem
(xoy)ozsauxo (yoz).

2. Proprietatea de asociativitate poate fi extinsa la un numar finit, oarecare de termeni.
De exemplu, daca x,, x,, X3, X, € M, iar o este o lege de compozitie pe multimea M,
atunci x; % (X, % X3 % X4) = (0] % X, * X3) * X4 = (X * X,) * (X3 % Xx,).

(Parantezele pot fi puse oricum, numai s nu schimbam ordinea termenilor.)

3. Proprietatea de asociativitate se transmite de la o multime la orice parte stabila a sa.

9
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DEFINITIA 2

O lege de compozitie o pe 0 multime M este comutativa daca
(V)x,ye Mavemxoy=yox.

Exemple

1. Adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie comutative pe Z, Q, R, C.
2. Pe multimea M, (C) adunarea este comutativa, dar inmultirea nu este comutativa.

3. Pe multimea F(E) a functiilor definite pe £ cu valori in £, compunerea functiilor
este necomutativa.

OBSERVATII

1. Proprietatea de comutativitate se transmite de la o multime la orice parte stabila a ei.

2. Pentru legile de compozitie definite pe multimi finite, comutativitatea poate fi
sesizata pe tabla legii, observand simetria tablei in raport cu ,,diagonala principala“.

Exemple

ola b ¢ *| a b ¢

a | a o c b a a A/,c a

b | c¢c a _a b a b
7

c b. a  a c a c a

Legea o este comutativa, dar legea * este necomutativa.

DEFINITIA 3

O lege de compozitie o pe 0 multime M are element neutru daca
(Dee M(V)xe Mxoe=eox =x.

In acest caz elementul e € M se numeste elementul neutru al legii.

Exemple
1. Adunarea are ca element neutru numarul 0 pe fiecare dintre multimile N, Z, Q, R, C.
2. Tnmul‘girea are ca element neutru numarul 1 pe fiecare dintre multimile N, Z, Q, R, C.

3. Compunerea functiilor are ca element neutru functia 1,: £ — E, 14(x) = x, pe
multimea F(E).

4. Pe multimea P(M), a submultimilor lui M, consideram legea de compozitie A:
XAY=(X1Y)uU(Y\X) (diferenta simetrica). Elementul neutru este multmea vida
(DAX=X, XAD=X).

10 -
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1. Daci o lege de compozitie are un element neutru, acesta este unic. Intr-adevar:
dacd e, si e, ar fi doud elemente neutre, atunci
* e, % e, = e, (e; element neutru)
> e, x e, = e; (e, element neutru)
Deducem ca e, = e,.

2. Exista si acceptia de element neutru la stanga sau la dreapta
* e € M este element neutru la stanga dacie x x =x, (V) x e M
» ¢’ € M este element neutru la stinga dacax x ¢’ =x, (V) x e M
Daca o lege are neutru la stanga si la dreapta, atunci cele doua sunt egale (justificati!).

3. Elementul neutru nu se transmite de la o multime la orice parte stabila a ei.

Exemplu

29 Gmultimea G ={7;| a € (0,)}
imultimea G ={f |a € (0, )}.

0, x<0 ; ’ “

G este parte stabila a multimii /{IR) in raport cu compunerea functiilor si nu contine 15

(elementul neutru al multimii F(R)).

Pentru a € (0, o) definim functia f(x) = {

intr-adevar: (f, » £;) (x) = £.(/,(0)) = {“(i b 8.

Decif, o f,=f,.,€ G.

Compunerea functiilor are element neutru pe G, altul decat 1.

Sa analizam: daca e € (0, ) sif, € G astfel incat f, o f, = f, o f, = f,., pentru orice
a € (0, ), deducem echivalent f, o f, = f, & f,, =f, <& ae = a.

Deoarece ultima egalitate are loc pentru orice a € (0, o), deducem ca e = 1.
Observam ca f; o f, = 1., (V) a € (0, «); deducem ca f; este elementul neutru al

x, x>0

operatiei de compunere pe G, f,(x) = {O <0
, x<

4. Daca legea de compozitie are un element neutru e, iar H este parte stabild a ui M
in raport cu legea astfel incat e € H, atunci e este element neutru si pentru legea
indusa pe H. Pe seama unei astfel de observatii putem remarca mai rapid elementul
neutru, in caz ca exista.

Exemplu

) 2—x x—1
Multimea H=
21-x) 2x-1

X€ R} parte stabild a multimii M,(R) In raport

cu inmultirea matricelor.
Observam cd I, € H (x = 1), deci /, este elementul neutru al inmultirii pe
multimea H.

M
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— DEFINITIA 4

Fie M o multime nevida, % o lege de compozitie pe M care are elementul neutru e.
Elementul x € M este numit simetrizabil in raport cu legea * daca existax’ € M
astfel incat

x*xx'=x"*xx=e.
In acest caz x’ se numeste simetricul lui x in raport cu legea *.

|\ J

Exemple

1. Orice numar real este simetrizabil in raport cu adunarea.
2. Toate numerele reale, nenule, sunt simetrizabile in raport cu inmultirea.

3. In raport cu operatia de compunere a functiilor pe multimea F(E), o functie este
simetrizabild dacd si numai dacd este bijectivd. Simetricul unei functii f s-a
notat /! (inversa functiei f).

4. Matricele patratice simetrizabile in raport cu inmultirea din M, (C) sunt matricele
nesingulare (care au determinantul nenul).

5. Simetricul matricei 4 s-a notat A" (inversa matricei 4).

OBSERVATII

1. Elementul neutru al oricarei legi este simetrizabil, fiind propriul sau simetric.

2. Spre deosebire de elementul neutru, simetricul unui element, daca exista, poate sa
nu fie unic.

Exemplu
Pe multimea {e, a, b} definim o lege de compozitie data prin urmatoarea tabla:
* | e a b

e e a b

a a e e

b| b e a

Elementul neutrueste e;axa=e,axb=b xa =e.
Rezulta ca a este simetrizabil avand doua simetrice: a si b.

In cazul operatiilor asociative, simetricul unui element este unic, asa cum va rezulta
din teorema urmatoare.
Cu certitudine, tabla anterioara este tabla unei legi neasociative (verificati!).

12 -
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TEOREMA 1

Daca o este lege de compozitie pe multimea M, asociativa si cu element neutru,
iar a € M este simetrizabil, atunci simetricul sau este unic.

Demonstratie-  Fie e elementul neutru.
Presupunem ca a are doud simetrice, a, si @, .
Atunciao a =al ca=e(1) aoa,=da,oa=e(2)
Folosind asociativitatea legii de compozitie avem:
’r 7 o ’rN ’ ’r _ r 7
a=a ce=a o(aca))=(a ca)o a, =ec a, =a,.

Deducem ca a; = aj.

In legaturd cu simetrizabilitatea unor elemente avem cateva proprietati date de
urmatoarea teorema.

— TEOREMA 2

Pe o multime M consideram legea de compozitie %, asociativa si cu elementul
neutru e. Atunci:
a) Dacax este simetrizabil, atunci simetricul sau x” este de asemenea simetrizabil
avand ca simetric pe x.
b) Daca x, y € M sunt simetrizabile, atunci x % y este simetrizabil.
In plus: (x * y)’ =) * x".

| J

Demonstratie: a) Dinx” * x =x % x" = e, rezultd ca x” este simetrizabil.
. b) Urmirim definitia: ()) * ') * (xxy) =)' % (& *x) xy =) x e % y =
V' * y=e. Analog obtinem (x * y) * (/' * x") =e.
Deci x * y este simetrizabil avand ca simetric )" * X/, c.c.t.d.

OBSERVATII

1. In notatie multiplicativa simetricul unui element x se noteaza x !, iar in notatie

aditiva se noteaza —x. In aceste cazuri proprietitile a) si b) din teorema 2 au
urmatoarele transcrieri:
a) () =x ) = x;
ST R -
b) (x-y) =y x i Axty)=(»+(x)
2. Proprietatea b) din teorema se extinde de la un numar finit » de elemente.
Daca x|, x,, ..., X, € M sunt simetrizabile, atunci x; * x, * ... * x,, este simetrizabil
. , ’ ’ ’
ST %Xy % ... %X,) = X, X, %...%X.

(Demonstratie prin inductie.)

13
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Exercitii rezolvate

1. Fie M = (—oo, 1) si asocierea (x,y) > X * y, X ¥ y = xy—_zg',(V)x,ye M.
xX+y-—

a) Demonstrati ca * este lege de compozitie pe M.

xyz—2x—-2y—-2z+6

b) Deduceti ca <1, (V)x,y,z€ (oo, 1).

xy+yz+zx—-3x-3y—-3z+7

Rezolvare

a) Demonstram cad dacd x, y € M, atuncix * y € M.
Avem:x +y—-3<1+1-3=-1,deunderezultax +y—3<0.
Atuncixxy<leoxy-2>x+y-3oxy—-x—y+1>0sx-1)y-1)>0.
Ultima inegalitate este adevarata deoarece x — 1 <0,y —1<0.

b) Daca x, y, z € (—oo, 1), atunci, conform cu a), numerele x * y si (x ¥ y) % z
apartin si ele intervalului (—ee, 1). Mai raméane sa observam ca

w2,
(x*y)*zzxy—_z % z= x+y-3 _ xXyz—2x-2y—-2z+6 .
x+y-3 L_2+Z-3 xy+yz+zx—3x-3y-3z+7
x+y-3

2. Pe multimea numerelor reale consideram legea de compozitie data prin
x*y=2xy—3x—-3y+m.

a) Determinati m € R astfel incat multimea M =R\ {%} sa fie parte stabild a [ui R

in raport cu legea *.
b) Pentru m = 6, demonstrati ca legea este asociativa, comutativa, are element neutru
si toate elementele lui M sunt simetrizabile.

Rezolvare

a) Stim ca pentru orice alegere a numerelor x, y € M, avem si x x y € M,

X*y€ M(:)x*y;«t%(:)Z)qy—3x—3y+m¢;(:)4xy—6x—6y+2m—3¢0(:)

S (2x-3)2y-3)+2m—-12#0, (V) x, y # %.RezultéZm—H:O, adica m = 6.

b) Legea de compozitie este asociativa (x x y) * z=x * (y * z), (V) x, v,z € M.
Verificam egalitatea calculand ambii membri ai sai:
(x*xy)%z=2xy—3x-3y+6)%xz=22xy—-3x—-3y+6) z—
—32xy—3x-3y+6)—-3z+6=4xyz— 6xz — 6yz — 6xy + 9x + 9y + 9z — 12.
x*x(*xz)=x%2yz-3y—-3z+6)=2x(2yz—3y—-3z+6)—3x —
—-32yz-3y—-3z+6)+6=4xyz— 6xz— 6yz— 6xy +9x + 9y + 9z — 12.

Cei doi membri sunt egali, deci legea este asociativa.

14 -
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Pentru comutativitate demonstram cax x y=y x x, (V) x, y € M.

Intr-adevir: y x x =2yx -3y -3x+6=2xp—-3x -3y + 6

(Expresia ce defineste legea este simetricd in raport cu x, y). In fapt, verificarea
celor doua proprietati anterioare s-a bazat pe proprietati similare ale operatiilor
de adunare si Inmultire pe R.

Demonstram existenta elementului neutru, adicd demonstram ca existi e € M
astfel incat x x e = e * x = x, oricare ar fixe M (1)
x¥xe=x2xe—-3x-3etb6=x<e(2x—3)=22x-3).

Ultima egalitate se realizeaza pentru orice x € M numai daca e = 2.

Observam ca 2 € M si apoi, din comutativitatea legii sau prin calcul verificam si
cealalta egalitate din (1): 2 * x = x.

Demonstram ca orice element x € M este simetrizabil.

Trebuie sa verificam ca existd x” € M astfel incat x * X’ =x" * x =2

xxxX=22x -3x-3x+6=2xX2x-3)=3x—4.

-4 3x-4

. Avem
2x-3 2x-3

3 - . 3 .
Deoarece x # 5 rezultd cd x’ = # 5 prin urmare x’ € M.

Verificam ca x” x x = 2.

3. Pe intervalul [2, 4] consideram asocierea (x, y) — x ¥ y=xy —3x— 3y + 12.
a) Sa se arate ca asocierea defineste o lege de compozitie pe [2, 4].
b) Sa se arate cd elgea are element neutru.
¢) Sa se determine elementele simetrizabile.

Rezolvare

a)Fiex,ye [2,4;xxye [2,4] ©2<xxy<42<Zxy-3x-3Iy+1254 s
S2<x-3)(y-3)+t34e-1<x-3)(y-3)<1 (1)
si2 <x<de-1<x-<lolk-3<1 2)
Lafel,ye 2,4) < y-3|<1 (3)
Prin Tnmultire, din (2) si (3) rezulta (1).

b) Cautaime € [2,4]alx*xe=exx=x, (V)x€ [2,4]
x¥xe=x=>xe—3x-3et+12=xex-3)=4x-3) 4
Ultima egalitate are loc pentru orice x € [2, 4], rezultd ca e = 4.
Observam ca 4 € [2,4]si4 *x =x, (V) x € [2, 4].

¢) Analizam care elemente x € [2, 4] sunt simetrizabile, adica existd x” € [2, 4] astfel incat
xxx'=x"xx=4.Retinemx xx' =4 o xx’ -3x-3x"+12=4 < x'(x-3)=3x-8.

Pentru x # 3 obtinem x’ = 3x_8.inséx’e [2,4] =2< 3x-8 <4
x=3 x=3
o220 sy SV DI IE S  PIG SRS DN
x-3 x-3 x-3 | x—3|

s|x-32leo@x-321saux-3<-1) & (x=24saux<2) & xe {2,4}.
Deoarece 2 * 2 =4, rezulta ca 2 este simetrizabil.
Singurele elemente simetrizabile sunt 2 si 4.
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4. Fie A=1{1,2,3,4,5} si @ operatia de compunere a functiilor.
Definim functia f: 4 — A4 prin tabelul x| 1L 2 3 4 5

fl 2 3 4 5 3

Notam cu H = {fz,f3,f4}, unde /" este compusa lui f'cu ea insasi de n ori.
a) Sa se arate ca H este parte stabild a multimii F(A4) 1n raport cu .
b) Sa se studieze proprietatile operatiei @*, unde @* este operatia indusa de ¢ pe H.

Rezolvare
a) Prin calcul se obtin rezultatele o* | f 2 f 3 f 4
consemnate 1n tabela alaturata: f2 f4 f2 f3
S A
S

b) Deoarece legea ¢ este sociativa pe F(A), rezulta ca si legea indusa, ¢* este asociativa.
Din simetria tablei deducem ca ¢* este comutativa (in timp ce ¢ nu este comutativa).
Elementul neutru al legii ¢* este f 3 (remarcati cd f 3 este diferit de 1 4» elementul
neutru al legii @).

Toate elementele lui A sunt simetrizabile in raport cu ¢*:

(Y =% () =% (Y =7 (urmiriti tabla!)

Remarcati ca niciun element din H nu este simetrizabil in raport cu ¢, pentru ca
functiile f° 2 f 3 f4 nu sunt injective.

(Atentie, elementul neutru al lui @ In F(A) este 1,, deci simetrizabilitatea este
exprimata in mod diferit.)

5. Pe multimea [—1, 1] consideram asocierea

(X, y) >x*xy=xy— \/)czy2 - =y +1,(V)x,ye [-1, 1].

a) Aratati ca asocierea defineste o lege de compozitie pe [-1, 1].
b) Demonstrati ca legea nu este asociativa si are element neutru.
c¢) Care sunt elementele simetrizabile?

Rezolvare

a) Fiex,ye [-1, 1;xxye [, 1] -1<xy— @y —F -y’ +1 <1

S (\/)czy2 —x' =y 41l <xyp+lsixy—1< \/)czy2 —x’ =y’ +1),
Verificati ca amandoua inegalitatile sunt adevarate.

b) Consideram numerele—%, % si 0.

(_l % lJ 4 0=(1)%0=0,— *(I*OJ . *(—\B] __ V3
2 2 |2

2 2 2
Rezulta cd legea nu este asociativa. Dinx * 1 =1 *x =x, (V) x € [-1, 1] deducem

ca 1 este element neutru.
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c) Fiexe [-1,1],xxx' =1 xx’ — \/xz-(x')z—xz—(x')2+1 =le

Sxr—1= P )P -F -+l (D).

Deoarece xx” — 1 < 0 egalitatea (1) este echivalentd cuxx”— 1 =0 si

J (P == () +1 =0

x'—-l=0eox'=lex=1six’=1)sau (x=-1six"=-1).

Perechile (1, 1) si (-1, —1) verifica egalitatea (1). Rezulta ca 1 si —1 sunt singurele
elemente siemtrizabile.

) 0 0
6. Fied=

element neutru la dreapta pe 4, dar are o infinitate de elemente neutre la stanga.

a,be Z} . Sa se arate ca operatia de inmultire a matricelor nu are

Rezolvare

Observam ca Inmultirea matricelor este parte stabila pe 4, deoarece
0 0)(O O 0 O
(O bj'(c dJ_(bc deeA,deoarece be, bd € 7.

0 O
Fie ( ) element neutru la dreapta.
4 &

(0 O 0 O 0 0
Atunci : = (Y)a,be Z.
a b e e a b

{0 0[O0 O 0 0 be, =a ) o
Din = deducem ,(¥Y)a, be 7Z,imposibil de
a blle e be, be, be, =b

realizat pentru orice a, b € Z.

(0 0 . 0 03)(0 O 0 0
Daca| , | esteneutrulastangaavem| , = VM)a,be Z
e e e

e lla b a b

e'a=a
s, Ma,be Zs e =1.
eb=>b

”

. 0 e
Asadar toate matricele ( ) ,€ € 7Z,sunt elemente neutre la stinga (in numar infinit).
Comentariu. Daca o lege de compozitie are element neutru la stinga si la dreapta,
atunci cele doud sunt egale.
Prin urmare, daca o lege are cel putin doua elemente neutre la stanga (dreapta) atunci
nu are element neutru la dreapta (stdnga). Exercitiul confirma acest fapt.
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7. Cate legi de compozitie pot fi definite pe o multime cu # elemente?
Cate dintre ele sunt comutative?

Rezolvare

O lege de compozitie pe o multime finitd poate fi redata prin tabla acestei legi.
. o n 2 .
O tabla (matrice) cu n* elemente poate fi completata cu n elemente in n" moduri.

. 2 . .. .. . <
Deci sunt n" legi de compozitie. O lege de compozitie este comutativa daca tabla
legii este simetrica fata de diagonala principala.

n(n+l)

Demonstram ca numarul legilor de compozitie comutative este n 2

|x % x3 . X,
xl L] L] L] L]
xl L] L] L]
x L]

Intr-adevir pentru a completa tabla unei legi comutative definite pe multimea
{x;,x,, ..., x,} este suficient s completam (arbitrar) numai pozitiile marcate in tabla.

nn+1)

Numarul acestor pozitiiesten + (n— 1)+ ... + 1 = 5

(n+l)
n+1 a © . .
( ) pozitiiin n 2 legi de compozitie

< n
Un numar de n elemente se pot aseza pe

comutative ce se pot defini pe o multime cu # elemente.

8. Pe multimea M se considera legea de compozitie * cu proprietatile:
a) Existd e € Mastfel incatx x e =x, (V) x € M,
b) (x*y)*xz=(z*y)*x,(V)x,y,z€ M.
Demonstrati ca legea este comutativa, asociativa si are element neutru.

Rezolvare

Inlocuind y cu e in b) obtinem (x % €) ¥ z=(z % e) x x & x * z=z%x, (V) x, z€ M, deci
legea este comutativa.

Din a) deducem x ¥ e = e * x = x (V) x € M, adica e este element neutru. Pentru
asociativitate observam ca (x x y) xz=(z % y) * x =x % (z ¥ y) =x % (y * 2).
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Exercitii propuse

. Analizati care dintre asocierile urmatoare sunt legi de compozitie pe multimea A, indicata.
a) Fiecarei perechi de puncte distincte din plan 1i asociem mijlocul segmentului
determinat de cele doud puncte; perechii (4, A) 1i asociem punctul 4, oricare ar fi
punctul 4; M este planul geometric.
b) Fiecarei perechi de functii crescatoare pe R i asociem functia suma,
M= {f: R — R| fcrescatoare}.
c¢) Fiecarei perechi de functii injective 1i asociem functia suma,
M= {f: R — R|finjectiva}.
d) Fiecarei perechi de functii derivabile pe R i asociem functia produs,
M= {f:R — R|fderivabila}.
e) (r,y) Dxxy=xy—x—y+ 1 (V)x,y€ (l,00); M= (1, 00)
f) y)oxoy=xy-—x-y+2,(V)x,y€ (1,00); M= (1, )

. Pe multimea R definim legea de compozitie % prin x * y = |x| + |y| — |x|[y|,(V) x, y € R.
Calculati:

1% (=2); (-3)%0;(0%2)%(—1); (ab) * b, a, b e R; (a * 2) % 3;
(axb)y*xc,a,b,c>0;ax(bxc),a>0,b<0,c>0.

. Pe multimea R x R se defineste legea o prin (a, b) o (¢, d) = (ac + ad + bc; bd).
Calculati:

(2, 1) 2(0,2); ((1,3) 2 (2, 1) 2 (0, 1); (a, b) * [

Y bzo.atbzo
bla+b) b

. Pe multimea {1, 2, 3, 4} definim legea a * b = ¢, unde c este restul impartirii lui a”
prin 5. Construiti tabla acestei legi si calculati (2 * 3) % 1; (2 % 3) x (3 % 4).

. a) Fie E=R\ {0, 1} sifunctiilef,: E = E,i= 1, 6 definite astfel:
1 1
[i(x) = x; fo(x) = ;;fg(X): 1 —x; fy(x) = I i = " fs( x) = 71

Aratati ca H = {f, /5, /3. /4. /5. f5} €ste parte stabild a mul‘glmu F(E) in raport cu
operatia de compunere alcatuind tabla operatiei induse pe H.

0 01
b) Fiematricead=|1 0 O |.Sasearateca {4"|ne N*} este parte stabila finita a
010
multimii M;(R) in raport cu inmultirea matricelor.

. Alcatuiti tablele operatiilor induse pe R4 = {0, 1, 2, 3,4, 5} de operatiile de adunare
si inmultire modulo 6. Aceeasi cerintd pentru R, = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6} cu adunarea si
inmultirea modulo 7.
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7. a) Sa se arate ca H = (-2, o) este parte stabild a lui R in raport cu legea L:
xly=3xy+6(x+y+10,(V)x,ye R.
b) Deduceti ca xyz+2(xy +yz +zx) t4(x +y +z)+8>0, (V) x, y, z> 2.

8. Aratati ca x x y=xy —9(x + y) + 90 este lege de compozitie pe [8, 10].

9. Pe multimea R introducem legea de compozitie o definitd prinx o y=2xy—x—y +m,
(V) x, y € Rsim e R. Determinati valoarea minima a lui m pentru care multimea

(%, ooj este parte stabild a lui R 1n raport cu o.

10.Pe multimea C se introduce legeax oy =xy—i(x +y)+ 1 +1i.
Aratati ca C\ {i} este parte stabild a lui C in raport cu o.

11.a) Determinati partile stabile finite ale lui Z in raport cu inmultirea numerelor intregi.
b) Determinati partile stabile finite in raport cu adunarea numerelor intregi.
c) Dati exemple de parti stabile infinite ale Iui Z cu adunarea.

12.Aratati ca urmatoarele legi sunt asociative:
a) aob=a+ b+ ab, legea fiind definita pe N

b) x %y = ;—iyy legea fiind definita pe (oo, 1);

¢) xoy=x+y+ /3, legea fiind definiti pe Q(+/3 ) = {a + b3 | a, be Q};
d) A LB =AB + 24 + 2B + 2, definiti pe M;(R).

13.Aratati ca urmatoarele legi de compozitie sunt comutative:
a) x oy =xy—3x— 3y, definita pe Z;

-x 2
b) inmultirea matricelor, definitd pe multimea {( 1 yj
y —X

X, yeR};

c) xJ_y=x\/l—y2 er\/l—x2 , definita pe [-1, 1];
d) xoy=2+(y—2)8""2), definitd pe (2, ).

14.Aratati ca urmatoarele legi au element neutru:
a) x ¥x y=xy— 5x — S5y + 30, definita pe Z;

b) xoy= x>+ y* =1, definita pe [1, e°);

c) x Ly=xy+i(x+y)—1—1i,definitd pe C;
d) (x,y) o (X, )= (xx" -, x) +x'y), definita pe R X R.
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15.Studiati simetrizabilitatea elementelor urmatoarelor multimi in raport cu legile de
compozitie precizate:

) a —-b
a

b a
O Boxny= 427 [0, Ly= T

16.Dati exemple de legi de compozitie pe {0, 1, 2} in care 2 este element neutru.
Cate astfel de legi se pot defini?

17.Pe R se defineste legea de compozitie * definitd prinx * y= /x> + y* + xy .
a)Calculati2 x 3% 4); 2% 3)*4,ax0,ae R.
b) Este legea asociativa? Dar comutativa?
c) Are operatia data element neutru?

a,be R} , iInmultirea matricelor; b) [8, 10]; x o y =xy—9x— 9y + 90;

18.Pe multimea {a, b, ¢} definim legea de compozitie * prin * | a b c
intermediul tablei alaturate. Stabiliti daca legea este ala a b
asociativa, comutativa, are element neutru si (eventual) bl a b c

c| b ¢ a

elemente simetrizabile.

19.Pe multimea numerelor complexe definim legea de compozitie x x y =x + y —xy,

M)x,ye C.

a) Aratati ca legea este asociativa, comutativa si are element neutru.

b) Determinati elementele simetrizabile.

c) Calculatii x i i* ;i % i%i%i%i.

4xy+3

4(x+y+1)
a) Sa se arate ca * este lege de compozitie pe G.
b) Sa se arate ca legea este asociativa si comutativa.
c) Are legea element neutru?

20.Fie G= (%, oo) si asocierea (x, y) > x * y = ,(Mx,ye G.

21.Pe multimea Z definim legea de compozitie * prin x * y =xy + 2x + 2y + 1,
(V), x, y € Z. Demonstrati ca legea nu este asociativa si nu are element neutru.

3xy
2xy—=3x-3y+9

22.Demonstrati ca asocierea (x, y) —> xoy = este lege de compozitie

pe multimea (0, 3).

23.Pe multimea R introducem legea x x y = x\/l +y? +y\/1 +x°, (Y)x,ye R.
Sa se arate ca legea este asociativa, comutativa, are element neutru si toate numerele
reale sunt simetrizabile in raport cu .

24.Pe M,(R) se defineste legea de compozitie x astfel 4 * B=A4B + BA, (V) A, Be M,(R).

00 0 1
a) Calculati (4 ¥ B) * B; A * (B * B), unde A = (1 0) siB= (O O)
b) Are legea element neutru?
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25.Pe multimea P(E) a submultimilor multimii £ consideram operatiile de reuniune,
intersectie si de diferenta simetrica. Verificati proprietatile acestor operatii.

) {(2x 3yj
26.Fie M=
vy 2x

a) Aratati ca M este parte stabild a multimii M,(Q) in raport cu inmultirea matricelor.
b) Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile ale inmultirii pe M.

27.Fie G={(a, b)|ae C*,be C} silegea (a, b) o (¢, d) = (ac, ad + bc).
Studiati proprietatile legii o.

x, yeQ, 4x2—3y2=1}.

28.Fie n € N* gi multimea M = {(q, b)| a, b € Z, (a, n) = 1}, unde notatia (a, n) = 1
semnifica ,,a si n sunt prime intre ele®.
a) Daca (a, b), (¢, d) € M demonstrati ca (ac, ad + bc) € M.
b) Aratati ca legea de compozitie %, definita pe M prin (a, b) * (¢, d) = (ac, ad + bc)
este comutativa si asociativa.
c¢) Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile ale legii .

*29.Fie M € M;(R) o matrice inversabild. Definim pe M;(R) legea de compozitie
AxB=A-M"-B,(V)4, Be MyR).
a) Aratati ca legea este asociativa si are element neutru.
b) Determinati elementele simetrizabile.

*30.a) Cate legi de compozitie cu element neutru se pot defini pe o multime cu n elemente?
b) Cate dintre legile de la punctul a) sunt comutative si au element neutru?

*31.Pe Q* se defineste legea * cu proprietatile:
) x*xy)-E*xH=x-z2)*x @0, (V)x,p,z te Q%
i) xxx=1,(V)xe Q%
i)x % 1 =x, (V)x e Q*.
a) Aratatica8x 4=2;27 x45= %
b) Aratati ca % este operatia de impartire a numerelor din Q.

#32.Pe R se defineste legea de compozitie * prin x x y =xy + ax + by.
Sa se determine a, b € R stiind ca (-1, oo) este parte stabild a lui R in raport cu *.

*33.a) Fie H C N parte stabila in raport cu adunarea. Sa se arate ca dacd 6,7 € H, atunci
n € H,oricare ar fin € N, n > 30. b) Ce sume de bani pot fi platite cu monede de 6 si
de 7 unitati monetare? Dar de 3 si de 5 unitati monetare?

*34.Fie Z[i] = {a + bi| a, b€ Z}. Daca A C Z[i] este o parte stabila a multimii C in raport
cu adunarea, iar {1, -1, i, =i} C 4, demonstrati ca:
a) (VYae Z,ae A;b)(V)be Z,bie A;c) A=7Z][i].
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N¥R Grupuri

Am vazut in paginile anterioare ca, facand abstractie de semnificatia concretd a
elementelor unei multimi, legile de compozitie introduse pe ea pot avea proprietati comune.

Pot fi concomitent asociative, comutative, cu element neutru etc. incepﬁnd cu acest
paragraf abordam studiul structurilor algebrice, adica al multimilor Inzestrate cu una sau
mai multe legi de compozitie care prezintd anumite proprietati.

Vom studia structurile algebrice de grup, inel si corp.

Structura algebricd de grup este foarte importanta, avand in cazul finit numeroase
concretizari si aplicatii.

DEFINITIE

O multime nevida G impreuna cu o lege de compozitie *, definitd pe G, formeaza
o structura numitd grup daca legea este asociativa, are element neutru si toate
elementele din G sunt simetrizabile.

Daca, in plus, legea este comutativa, atunci grupul se numeste comutativ (abelian).
Elementul neutru al legii de compozitie se numeste elementul neutru al grupului.

Exemple
1. Grupuri numerice: (Za +)7 (Qa +)7 (Ra +)7 ((Ca +)5 (Q*a ')a (R*a ')a ((C*, ')a ((09 °°): )
Aceste grupuri sunt comutative.

2. (M,, (C), +) este grup comutativ.
(GL(C), *) este grup necomutativ, unde GL(C) = {4 € M, (C)/det 4 #0}.

OBSERVATIE

In literatura de specialitate, premergitor structurii de grup, este definita structura de monoid.

O multime nevida M, impreuna cu legea de compozitie *, definitd pe M, se
numeste monoid daca legea de compozitie este asociativa si are element neutru.
Daca legea este si comutativa, atunci monoidul se numeste comutativ.

Exemple
1. (N,+), (N, ), (Z, ), (@Q,"), (R, -) (C, -) sunt monoizi comutativi.

2. (M,(C), -) este monoid necomutativ
3. (H(E), o), card (E) = 3 este monoid necomutativ.
In exemplele anterioare cel putin un element al multimii este nesimetrizabil. Putem

defini grupul ca un caz particular de monoid — acela in care toate elementele sunt
simetrizabile.
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B Exemple interesante de grupuri

1.5.1. Grupul claselor de resturi modulo »

B Fie n € N* fixat.

not
Multimea {x + nk | k€ Z} = X se numeste clasd de resturi modulo » a numarului

intreg x.

Numele de clasa de resturi vine de la faptul ca toate elementele multimii dau acelasi
rest ca si x la impartirea cu n.

Daca r este restul impartirii lui x la 7, atunci, din teorema mpartirii cu rest avem:

x=nq+r,undeg,re Z,0<r<n.

Prin urmare: X = {x + nk|ke Z}={r +nq +nk|ke Z} ={r+np|pe Z} = .

Deci: x=y < x=y (modn).

Intrucat la impartirea cu n resturile posibile sunt 0, 1, 2, ..., n — 1, deducem ca printre
clasele de resturi modulo 7 exista n clase distincte, doua cate doua.

Aceste clase pot fi notate: 6, i, Q, e n/—\l
Notam de asemenea Z, = {6, i, Q, e n—-1 }.
Exemplu

Pentru n =4, avemZ4={6, i, Q, 3},unde
0 ={0+4k|ke Z}={4k|ke 7}
1={1+4k|ke 7}
2={2+4k ke 7}

3 = {3 + 4k ke Z}, multimea claselor de resturi modulo 4.
Convenim sd desemnam clasa oricarui numar intreg prin clasa restului sdu la impartirea
cun.

Astfel, pentru n = 4, scriem 0 in loc de8 ; scriem 1 in loc de (—15) etc.
B Pe multimea Z, introducem doud legi de compozitie numite suma si produs al

claselor (notate + si *)
Daca a, b € 7Z,, atunci prin definitie

S

[ G+b=a®b a-b=a0b ]

unde @ si O sunt adunarea respectiv inmultirea modulo # a numerelor intregi a si b
(vezi paragraful 1.1).
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Pentru a aduna clasele a si l;, adunam numerele intregi a si b si calculdm restul
impartirii numarului a + b la n.

Clasa acestui rest este suma claselor a si b.

La fel procedam la inmultirea claselor.

Exemple

in Zg avem: 3+5=3@5 = 2, deoarece (3 +5)(mod 6) =2

A —

3.5=305= é,deoarece (3 -5)(mod 6) =3

OBSERVATIE

Definitia adunarii si inmultirii modulo » are consistenta, in sensul ca alegand alti

A

reprezentanti pentru clasele @ si b,a,€ a,b,€ b avem a,+b =a+b; a,-by=a-b.

Teorema urmatoare evidentiaza doua structuri algebrice, determinate pe Z,, de cele
doua operatii definite anterior.

__TEOREMA .

Daca n € N*, atunci:

1. (Z,, +) este grup comutativ (numit grupul aditiv al claselor de resturi).

2. (Z,, -) este monoid comutativ.

3. Multimea elementelor inversabile ale monoidului (Z,, ) formeaza impreuna
cu inmultirea claselor de resturi o structura de grup, numit grupul multiplicativ
al claselor de resturi modulo n.

| J

Demonstratie - 1. Verificdm cele patru proprietati:
_a) Adunar?a claselor este asociatiYé - I

Fiea,b, ¢ € Z, Atunci(a+b)+ ¢ =a®b +¢ =(a®b)®Dc =
—a®b®e) =a®(h+é)=a+(b+eé)
Egalitatea (1) exprima asociativitatea legii @)

b) Adunarea claselor are elementul neutru 0.
G+0=a®0=a :0+a= 0®a=a (am tinut cont ¢ 0 este element
neutru al legii @).

¢) Orice element a este simetrizabil, simetricul sau fiind n—a. ntr-adevar:

4 +n—a= a®(n—-a) = 0; n—a+a= (n—a)®a = 0.

d) Adunarea claselor este comutativa
intr-adevar: G+b =a®b =b®a =b+a (am tinut cont de comu-

tativitatea legii ®).
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2. Verificam ca sunt indeplinite proprietatile de monoid.
a) Inmultirea este asociativa:

(a-b)-¢=a0b ¢ =(@Ob)Oc=ad(bOc)=a bOc=

=a- (5 -¢ ) (am tinut cont de asociativitatea legii ® pe 7).
b)Incazuln=1,7, = {6} si elementul neutru este 0. Dacin > 2,

demonstram ca 1 este element neutru al inmultirii: 1.6 = I/Q\b = I;;

b-1=b01=0 (1 este element neutru al inmultirii modulo # pe Z).
¢) Inmultirea claselor este comutativa

S

a-b=a0b=b0a=
3. Demonstram ca:

S

“a.

a € 7, este simetrizabil in raport cu inmultirea claselor daca si
numai daca (a, n) =1 (a si n sunt prime intre ele).

Dacan=1, atunci Z, = { 0 }, iar 0 este simetrizabil avand simetricul 0.
Prin conventie (0, 1) = 1 si deci echivalenta este adevarata.
Dacda n =2 avem:

=) Consideram a € Z, simetrizabil si demonstram ca (a, n) = 1.
Daca a € 7, este simetrizabil, atunci exista b e Z,, astfel incat
avem echivalent: 4-b=1 ¢ ab =1 & ab=1 (modn) & ab-1=
O(modn)e=ab—-1=nq,qe Z<sab—-ng=1&(a,n)=1.

<) Este cunoscut faptul ca (a, n) = 1 < existd x, y € Z astfel incat
1 = ax + ny. Atunci avem echivalentele:

(a,n=lol=axtnyoa=1-npsSax=1(modn) & a-%=1.

Din comutativitate deducem si X-a=1, deci a este simetrizabil.
Deoarece (Z,, -) este monoid, deducem ca

UZ,) =1{a € Z,| a simetrizabil} este grup comutativ.

Exemple

o>
—>
(N
>

(Z,, -) este grup comutativ;
(Z,, -) nu este grup, este monoid;

UZ,) = {i, 3 } (vedeti tabla operatiei alaturatd).

L N> > O
S OO O
L D> —=> O
N> > > ©»
—> N> L O
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1.5.2 Grupul radacinilor de ordinul » ale unitatii

Fie n € N*. Stim ca ecuatia x" = 1, are n radacini complexe:

2km .. 2km
X, =cos—— +isin—, ke {0,1,...,n—1}.
n n
< . 2n .. 2@ .
Daca U, = {xg, X, X, ..., X,; } $1 notdm € = cos— + isin—, atunci
n n
U,={1,¢, 82, oo 8"_1}, conform formulei lui Moivre.

TEOREMA 2

Multimea U, formeaza in raport cu operatia de inmultire a numerelor complexe
o structura de grup comutativ, numit grupul rdddcinilor de ordinul n ale unitdtii.

Demonstratie-  Inmultirea este lege de compozitie pe U,
. Fiex,ye U, atuncix"=1,)"=1,(xy)"=x"-)y"=1,decixy € U,.
a) Inmultirea este asociativd pe U, fiind asociativi pe C.
b) Deoarece 1 € U,, rezultd cd 1 este elementul neutru al inmultirii pe U,
¢) Orice element din U, este simetrizabil. Intr-adevir, dacix € U, atunci

' 1 1 . R
(—) =— = 1, deci — € U,. Rezultd cd x = el este simetrizabil,
X X X

R ) ) 1 _
avand simetricul — =¢" k, unde k=0, n—1.
X

d) Inmultirea este comutativi pe U, deoarece este comutativi pe C.

1.5.3. Grupul permutarilor de grad »

Reamintim ca prin permutare de grad n intelegem o functie bijectiva
fA{L,2,...n}—>{1,2,...n},n>1.

Multimea permutarilor de grad » are n! elemente si se noteaza prin S,

Pe §, avem o lege de compozitie — compunerea functiilor, numita in acest caz
compunerea permutarilor.

TEOREMA

Multimea S, formeazd Impreund cu operatia de compunere a permutdrilor o
structurd de grup, numit grupul permutdrilor de grad n (sau grupul simetric de
ordin n).

Daca n > 3, atunci S, este grup necomutativ.
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Demonstratie- a) Operatia de compunere este asociativa deoarece compunerea functiilor
' este operatie asociativa.

1
b) Fie e = (1

n )
J. Observam cd e o G = G o e = ©, oricare ar fi
n

cE S,
c¢) Orice permutare este simetrizabila, fiind functie bijectiva.
Rezulta ca (S, o) este grup.

1 2y (1 2 . .
S, = , este evident grup comutativ.
I 2)(2 1

Pentrun = 3, (S, o) este necomutativ, dupd cum se poate constata pe
cazuri concrete.

Exemplu

1 2 3 4 1 2 3 4
o= ,T= ,0,TE Sy
(2 3 4 lj (3 1 4 2)

1 2 3 4 1 2 3 4 .
Avemo - T= ,T 0= 3 ,decicoT#ToO0.

4 21 3 4 4 2

1.5.4. Grupuri de matrice

Am notat cu GL,(C)= {4 e M,(C)|det4#0}, GL,(C) este grup in raport cu inmultirea
matricelor.

DEFINITIE

Se numeste grup de matrice o multime nevida G  GL,(C) care indeplineste conditiile:
a) (V)A,Be GavemABe G

b) I,e G

c) (V)4 e Gavem A'eG.

Exemplu

G={4e GLR) | A'= A 1, unde A4’ este transpusa lui 4, este grup de matrice.
Intr-adevar
a) Daci 4, Be G, atunci (4B)' =B - A'=B"'- 4" =(4B)", deci 4B € G.

b) I} =1;'(=1,),deci I, € G.
) AN =U)Y=4=U")" decid ' € G.
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BN Reguli de calcul intr-un grup

|

—

Puterile intregi ale unui element

Fie (G, %) un grup cu elementul neutru e six € G.
Atunci definim puterea cu exponent 0 si puterea cu exponent pozitiv astfel:

[ X =esix'= xwxw. %y }

n ori

Dacéd n € N*, atunci definim puterea cu exponent negativ astfel:

[ x'= (x")_1 (simetricul elementului x") ]

Teorema urmatoare da cateva proprietati ale puterilor

TEOREMA 1

Fie (G, %) grup six, y € G. Atunci:
a) X' * X" =x""()Yn, me 7Z;
b) )" =x" (Y)n, m e Z,
c) X" *x"=x" % X" (V) n,m € Z (puterile aceluiasi element comuta);

d) Daciax * y=y *x, atunci (x ¥ y)' =x" )" (V) n € Z.

o N
Demonstratie ~ a) x" % X" = x#xk. ok x % xFxk.kx = xkxk L ky =x""

n ori m ori n+m ori

(in cazul m, n € N)
Daca m, n € Z mai avem cazurile (n <0,m >0), (n<0,m <0), (n=0,
m < 0). Demonstram egalitatea in primul dintre ele, celelalte
demonstrandu-se analog. Avem subcazurile:
1) |m| > |n|. Putem scrie m =—n + r, unde r > 0;
decix" * X" =(x")  xx " =" x (x" %) =
=[x x " x X =mexx =X ="
2) |m| <|n| si scriem m =—n—r, unde r € N;
decix” X" =(x") xx""=x") " xx"xx"=
_ [(x—n)—l % x—n] xxT=ex x—r:x—r:xn#—m'
b) Dacam, n € N, atunci (x")" = x" *x" ®...xx" = xxx*. % x =x"".

m ori n-m ori

Dacam <0sin =0, atunci notim m =—p, p € N, si avem

()" = (7 = [T = () = = =,

Analog tratam celelalte cazuri: m >0, n <0 sim <0, n <0.
¢) Rezultd din a) x" % ¥ =x""; X" % x" = x""".
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d) Dacdan € N, aplicand repetat faptul ca x comuta cu y obfinem

(x % )" = (xxy)s(x*y)*..x(x*y) =

n ori

= (x#x#.kx) * (yry*x.xy) =x" )"

n ori n ori
Daca n <0, notdimn =—p,p € N.

@+ ) =[x T = % T =« T =) % 07 =2 %)

Daca (M, «) este monoid putem defini numai puteri naturale, iar proprietatile din
teorema 1 au loc numai in cazul m, n € N.

Regquli de simplificare intr-un grup

TEOREMA 2

Fie (G, %) un grup six, y, z€ G. Avem urmatoarele reguli de simplificare:
X ¥ y=x %z =y =z (simplificare la stanga)
y % x=z%x =y =z (simplificare la dreapta)

Demonstratie  Fie x” simetricul lui x; avem
y=exy=x"*xx)*y=x"%(x*xy)=x"*x(x*xz)=(X *x)*xz=exz==z.
Analog se demonstreaza regula de simplificare la dreapta.

OBSERVATII

1. Regulile de mai sus sunt valabile si intr-un monoid numai daca elementul x este
simetrizabil. Altfel, putem intalni situatia din monoidul (M,(C), ), cu

1 0 0 0 0 0
ernve e[} [0 02 [0 )

0 1 0 0 1
X Y=X-Z=0,dar Y#Z.
Simplificarea nu poate fi aplicata deoarece X nu este simetrizabil.

2. Intr-un grup orice ecuatie de forma a % x = b sau x * a = b, are solutie unica.
Intr-adevir, daca @’ este simetricul lui a, atunci
axx=boaxx=ax[@xb)yox=a *b
Analogxxa=b&sx=bxd
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Exercitii rezolvate

1. FieM=

S O 9

0 0
b 0||a,b,ceZ.Sase arate ca:
0 ¢

a) M este parte stabila a multimii M,(Z) in raport cu inmultirea matricelor;
b) (M, -) este monoid comutativ. Care sunt elementele inversabile ale monoidului?

Rezolvare
a 0 0 a, 0 0 aa, O 0

a) Fied,=| 0 b 0,4,=10 b, 0| A44,=| 0 bbb, 0 |eM
0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 ¢c

b) Verificam indeplinirea proprietatilor de monoid.
Inmultirea este asociativd pe M (fiind asociativi pe Ms(Z).
Observam ca /; € M, deci matricea unitate este elementul neutru.
Ay - A=A, - 4, (inmultirea este comutativa pe M)

a 00 a 0 0
MatriceaA=| 0 b 0| este simetrizabili daciexistiA’=|0 b 0|e M
0 0 ¢ 0 0 ¢

astfel incat 4 - A" = I;. Rezulta din identificare aa’ = 1; bb’ = 1; ¢’ = 1.
Deoarece a, b, ¢, a’, b’, ¢’ € Z rezulta ca ele nu pot fi decat elemente ale multimii

1,1}

Deoarece fiecare pozitie a diagonalei principale din 4 poate fi completata in doua

monoidul M are 8 elemente simetrizabile. Enumerati-le!

2. FieG=(1,) six *xy= \/x2y2 X =y +2,(V)x,ye G.
a) Sa se arate ca (G, %) este grup abelian.
b) Sa se calculeze x!' (steluta cere sa faceti distinctia) intre puterile lui x in (G, *),
respectiv in (R*, -)).

Rezolvare

a) x este lege de compozitie pe G intrucat daca x, y > 1 atunci x * y > 1, dupd cum se
poate observa in continuare:

x*y=\/x2y2—x2 -y*+2 =\/x2 —y' —x =y +1+1 =\/()c2 -D(y* -D+1>1.

Verificam ca * este asociativa; fiex, y, z€ G.
(rxp)xz= (@D -D+1 = \/[(xz ~DO? =D +1-1](@ =D+l =

= J&2 -y - (-1 +1
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x*(yxz)=x* J(yz—l)(zz—l)ﬂ = \/(xz—l)[(yz—1)(zz—l)+l—l]+l =

= J&? =D =12 - +1
Deci (x ¥ y) ¥ z=x % (y * 2)
Verificam ca * este comutativa; fiex, y e G.

y*xx= \/yzxz—yz—x2+2 = \/)czyz—x2 -y +2 =xxy.
Cautam elementul neutru e. Din conditia e x x =x % e = x, oricare ar fix € G,
datorita comutativitatii este suficient sa retinem e * x = x.

e*x=x(:)\/ezx2—ez—x2+2 —xo el -+ 2=x o

sl -1)=20%-1)

Ultima egalitate este adevarata pentru orice x € G numai daci ¢® =2, adici e = J2.
Cum +/2 > 1, deducem ci elementul neutru al legii este J2.

Verificam ca toate elementele lui G sunt simetrizabile.

Aratam ca pentru x € G existd X’ € G cu proprietatea x * X’ =x" % x = J2.

xxx =2 (:)\/xz-x'z—xz—x'2+2 2 el P+ 2=2e

s -)=xox= X Observimci ——— > 1,decix’ € G.

Jxr -1 x* -1

Din comutativitate avem x” * x = /2 , deci x este simetrizabil.

b) Avemx * x = /(x> =1)> +1;x ¢ x % x= /(x> =1)° +1.

Demonstram prin inductie cd x =+/(x* =1)" +1. Verificati!
p L t

3. Pe o multime G este definita legea de compozitie %, asociativa si cu proprietatile:
a) Existd e e Gastfel incate x x =x, (V) xe G.
b) (V)x€ G (3)x" € G astfel incatx” x x =e.
Demonstrati ca G este grup

Rezolvare

Ardtam ca x” are proprietatea x * x” = e.

Deoarece x” € G, conform cu b) existd x” € G astfel incat x” x x’ = e.
Atuncix * X' =e* (x *x) =" *x) ¥ (x  X) =x" % (X *x) » X' =
=x"xexx'=x"xx'=e.

Aratam ca e este neutru si la dreapta.

xxe=xx (X *x)=(x*xx)*xx=exx=x.
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Comentariu. Exercitiul arata cd in cazul cand pe o multime G este datd o lege *
asociativa, pentru a demonstra ca (G, %) este grup este sufiecient sa verificdm ca
legea are numai neutru la stinga si toate elementele sunt simetrizabile la stanga.
Intrucat nu figureaza ca teorema ceruti de programa scolari, el nu poate fi folosit in
redactari de solutii ale unor exercitii precum exercitiul 2.

Ramane insd un rezultat teoretic interesant.

De asemenea, exista un rezultat ,,dual cu proprietati de neutru si simetrizabil la dreapta
(reformulati exercitiul si demonstrati-1 asemanator).

4. Demonstrati cd daca H C S,, H # & este parte stabila a lui S, In raport cu compunerea
permutarilor, atunci
a) ec H;b)(V)o e Havemo '€ H.

Rezolvare

Fixdm ¢ € H o permutare oarecare si definim functia f;: H — H, fo(x) =06 o x.

Deoarece H este parte stabild a lui S, avem 6 o x € H, deci f; este corect definita.

Aratam ca f; este surjectiva.

Deoarece H este finita, este suficient sd aratdm ca este injectiva (!)

Intr-adevir: £(x,) = f(X,) € G o x; = G o X, & X| = x, (simplificare la stinga).

Demonstram cerintele:

a) Pentru 6 € H, deoarece f este surjectiva, rezultd ca (3) € H astfel incat f5(v) =0,
adicicoy=0&y=e,deciec H.

b) Folosind incd o datd surjectivitatea lui f;, obtinem cd exista z € H astfel incat
fz)=ee=Coz=esz= o', decic! € H, c.cdt.

. 2—a 2(-a) o .
5.FieM= {M(a)= 1 2g-1 ae R*} . Aratati ca (M, -) este grup de matrice.
a- a-—
Rezolvare
det M(a)=Q2-a)a-1)+2(a—1)*=4a-2-2a*+a+2d*—4a+2=a#0.
Rezultd ca G € GL,(C).

M(a) - M(b) = M(a - b) € G (verificati!).
Observam ca I, € G (incazul a = 1).

(M(a))™ =M(l) e G
a

Intr-adevir: M(a) - M(d') = I, & M(a) - M(a") = M(1) & M(ad’) = M(1) &
SMad)=M1)sad=1<d = l
a

Verificam ca M| (1) M(a) = I, si deducem cd M(a) este inversabild, avand inversa

a
M(lJ e G.
a
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a 0 a
6. FieG=</0 1 0 ||ae(0,).Séasearateca(G,-)este grup, dar nu grup de matrice.
a 0 a

Rezolvare
a 0 a b 0 b
FieG(a)=|0 1 0|, G(b)=|0 1 0] apartinand G.
a 0 a b 0 b
2ab 0 2ab
Avem G(a) - G(b)=| 0 1 0 |=MQ2ab)e G.
2ab 0 2ab

Evident, inmultirea matricelor este asociativa si comutativa. Observam ca /5 ¢ G,
deci G ar putea avea alt element neutru, care trebuie cautat.
Din G(a) - G(e) = G(a) deducem G(2ae) = G(a) & 2ae = a, pentru orice a > 0 &

e= % >0; G(;j - Gla) = G(Z-;-aj = G(a), deci G(;J este elementul neutru.
, 1 , 1 ,_ 1 , 1
G(a) Gad)=G| - | ©GRad)=G| - | 2ad = - <d=—>0
2 2 2 4a

G 1 Ga)=G Z-L-a =G 1 )
4a 4a 2
Rezulta ca G(a) este simetrizabild, avand simetrica G(;j .
a

(G, *) nu este grup de matrice pentru ca determinantul oricdrei matrice din G este 0
(sau observam ca [, ¢ G).

7. a) Determinati simetricul lui 17 in (Zg» *)

b) Determinati n € N pentru care (5 yl= 5 (V)n=6.

Rezolvare

a) 17 - @ =1 17a=1 (mod 200) < 17a=1+200q, g € Z.

Din ultima egalitate scoatem a = 1+200g _17:12g—4g+1 _ 12g— 4q9-1 e Z(1).
17 17 17
Rezulti 4g— 1= 17k & g = 17’;” = 16";"“ — 4k + % 7).

(2)
Rezulta k+1=4m,me Z,deundek=4m—1,q =4(4m—1)+m=17m—4, iar

1)
a = 12(17m—4)— (4m —1)=200 m — 47 =200 m — 200 + 153 =200 (m — 1) + 153.

Rezultica a = 153 , deci (ﬁ)_1 = 15/\3
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b) B)'=5=5-5=1=25=1(modn) <25=1+ng,qc Z.
Prin urmare, n € {6, 8, 12, 24}. Verificati ca (3 )_1 =51t Ly Ligy Ly, Ziny.

OBSERVATIE

Se poate demonstra cd numai In monoizii (Z,, *), (Zy, *), (Zg, *), (Zg, ), (Z1,, ) si
(Z,, -) simetricul fiecarui element simetrizabil este el insusi.

8. Rezolvati in Z,, ecuatiile: a) 5x=4; b) 3x= é; c) 2x=10.

Rezolvare

a) Deoarece 5 este inversabil in Z,,, rezultd ca ecuafia are solutia unica x = (3 )_1 -4=8
b) 3 -x=8 ©3x=8(mod 12) & 3x=8+ 12k, ke Z.

Ultima egalitate este imposibild, deoarece 8 nu este multiplu de 3.
c¢) Procedand ca la punctul b) sau examinand tabla Tnmultirii pe Z,, obtinem doua

solutii, x = 5 six= 11.

OBSERVATIE

Dacine N*, inlegaturd cuecuatia a x= b ,x€ Z,,a, b € 7 se pot demonstra urmatoarele:
g { n p o

1) Daca (a, n) = 1, atunci ecuatia are solutie unica, x = (d) -b .
2) Daca (a, n) # 1, fie (a, n) = d. Atunci
a) daca d nu divide b, atunci ecuatia nu are solutii.
b) Daca d divide b si 7 = n,, atunci ecuatia are d solutii:
Xo» X +1, X, +2n, , ..., X, +(d—1)n, , unde x, este o solutie oarecare.

9. Fie (G, ) un grup cu legea notatd multiplicativ, iar elementul neutru notat e.
a) Demonstrati ca daca pentru orice x, y € G avem (x y)5 =x- y5; (x- y)4 =t y4 si
(x - y)3 =x- y3 , atunci grupul este comutativ.
b) Dacéx2=y6=esix-y=y4-xatunciy3=esix-y=y-x.
Rezolvare

a) ()’ =) () () ) @) =Xy
Simplificand la stanga prin x si la dreapta prin y obtinem
Ve (X)X 0x)= eyt
Rezulta (y - ) = (xy) (1)
Analog din (x y) =x* y deducem - x) = (xy) 2)
h(he@: x)° (y xX)=(x" y) *(x - y), de unde, prin simplificare obtinem y - x =x - y.
b) Deducem succesiv:
(xy)—xyxyyxxysy =y
(xy)—(xy)(xy)—(xy)y yxex
) = (Y= =e
Insi (x - 1)° = ((x - »)*)’ = (")’ = y"°. Deducem y'° =e.
Dary15=y6-y6-y3 =y3, deciy3=e$i imediatx-y=y4-x=y-x.
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Exercitii propuse

1. Aratati in fiecare dintre cazurile urmatoare ca M cu legea mentionata determind o
structura de monoid.
aA) M=Zsix*xy=—xy+x+y;
b) M=[2,00)six*y=xy—2x—2y+6;
¢) M=ZXZ,unde (x;, y;) * (xp, ¥) = (x; + X5, ¥ 1)
2. Aratati 1n fiecare dintre cazurile urmatoare cd G cu legea mentionatd formeaza o

structura de grup. Precizati daca grupul este comutativ.
a) G=(3,00)six*xy=xy—3x—-3y+12;
b) G=(0,2),x0y= —=——:
xy—x—y+2
©) G=(1,e)\ {2} xxy= (x=D"" 1
d) G={f,: (2,0),f,(x) =2+ (x— 2)2” ,n € 7}, compunerea functiilor;
e) G={f:R — (0, «) | fcontinud}, inmultirea functiilor;
) G={(xy2)e R |x#0,y#0}; (x,3,2) * (¥, ), 2) = (', 3/, 2’ +2);
g G=C\{-i}zyxz=2 zti(z; +z) - 1 - §;
h) G=C\ {2i}; xoy=ixy—2x—2y— 6i;

i) G=R,xxy=3x"+y°;

. x+y 4y
) G=
-y x-y

X, V€ Q} , adunarea matricelor;

x, y€ R}, inmultirea matricelor.

eX
k) G=1l 0
0

S = O
—_— = O

3. Care dintre urmatoarele grupuri sunt grupuri de matrice?
1 %k
a) M= {Dk =(0 IJ, ke Z} cu inmultirea matricelor;

b) SL,(R) = {4 € GL,(R) | det A = 1} cu inmultirea matricelor;
I-x 0 —x |
c) M=1Ax)=| 0 0 O ||xeR \{5} , cu Inmultirea matricelor.
x 0 I1-x

4. a) Pe R se defineste legea de compozitie x T y = ax + by. Sa se determine a, b € R
astfel incat (M, T) sa fie grup.
ax+ by
1+ xy

b) Pe multimea G = (-1, 1) se defineste legea de compozitie x x y =

b

x,y€(=1,1). Sa se arate cd (G, %) este grup & a=b=1.
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c¢) Determinati oo € R astfel incat legea de compoztie x x y =xy —3x—3y + o sa
determine pe (3, o) o structura de grup.

5. Fie (G, :) grupsia, b € Gastfel incata-b=>-a.
Demonstratica a” - b"=b"-a", (V) m,n € Z.

W N
W

1 23
3 45

6. Fie (G, %) un grup comutativ sia € G. Pe Gdefinim legeax Ly=x*y*a,(V)x,y€ G.
a) Ardtati ci p® = e si calculati p'*, p~' p8.

Aratati ca (G, L) este grup comutativ.
4 5 _(1
2 1772
b) Calculatiqg ', ¢, g

c¢) Rezolvati in S5 ecuatiile: p -x=¢g,p-x-qg=p-q.

7. Se considera permutarile p, g € S5, p= (

(O, QNN
— N
~—

8. Rezolvati in Zg ecuatiile:

N A N

a) Sx=3;b) 2x=4;¢) 3x=0;d) dx=3;¢) dx=4.
sksksk

9. Pe multimea Z definim legea de compozitie x x y=xy + x + y + 2.
Aratati ca (Z, -) este monoid si precizati elementele simetrizabile.

10. Fie X o multime nevida. Notam /(X) = {f: X — X | finjectiva} si
S(X)={f: X— X|fsurjectiva}. Aratati ca (/(X), o) si (S(X), o) sunt monoizi necomutativi.
Precizati care sunt elementele simetrizabile ale fiecarui monoid.

11. Sa se arate cd inmultirea modulo »n determind pe R, = {0, 1, 2, ..., n — 1} o structura
de monoid comutativ. Care sunt elementele simetrizabile?

12. Pe Z definim legea: x ¥ y =xy —x —y. Fie H o parte stabila finita a lui Z 1n raport cu
legea * si @ € H cel mai mare element al multimii.
a) Arataticiae {0,1,2,3}.
b) In cazul a = 0, aritati ca (H, ) este grup.

13. Fie zy € C* fixat si multimea M, = {z € C ||z +z| = |z + |z[}.

Demonstrati ca (M, , +) este monoid si nu este grup.

14.Fie n = 2 un numar natural.

0
Sa se arate ca multimea G = { A= {g J
y

x,yeC, A" = 12} este grup in raport cu

inmultirea matricelor. Cate elemente are grupul?
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1 x ax®+2x
15. Determinati a € R astfel incat multimea G, = {A(x) =0 1 4x XEZ
0 0 1

impreuna cu inmultirea matricelor sa formeze o structura de grup. Aflati x € Z astfel
incat suma elementelor matricei (A(x))_1 sa fie egald cu 0.

a 0 b
16. Fiex € R simultimea M = <| 0 x O |a,b,ceR, ad—-bc=1}.
c 0 d

Determinati x € R astfel incat (M, -) sd fie grup.

17. Pe multimea G = [0, 1) se introduce legea de compozitie * definitd prinx x y = {x + y}
(partea fractionara a lui x + ). Sa se arate ca (G, %) este grup comutativ.

18. Rezolvati in Z,, ecuatiile: a) 3x=2; b) 5x=3; c) 6x=10.

19. Fie 4, B € P(M), unde M este o multime nevida. Rezolvati ecuatia4 A X= B (A este
diferenta simetrica).

i 1 2 3 45

20.Fieo= .
2 5413

a) Determinatix € S; astfel Incat G ox =x o C.

b) Rezolvati ecuatiile: a) X’ =o0; b) =0l xe Ss.
21. Fie (G, *) un grup si a un element astfel incat a ¢ G. Notam G U {a} = M.

x-y, x,yeG
Deﬁnimx*y={ Y Y
a, x=asauy=a
Sa se arate ca (M, ) este monoid si U(M) = G, unde U(M) este multimea elementelor
simetrizabile ale lui M.

22. Fie (G, *) un grup cu elementul neutru e.

Determinati x, y € G stiind ¢ x’y = yxsix’ =e.

23.Seda functiaf: C > C, f(z)=3z-47.
a) Sa se arate ca f'este bijectiva.
b) Determinati functiile g, 4 : C — C astfel incat f(g(z)) =2z— 1 si h(f(z))=z+2 7,
(V)ze C.
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Morfisme si izomorfisme de grupuri

Prin definitiile si teoremele urmatoare vom vedea cum putem identifica doua structuri
algebrice de grup.

DEFINITIA 1

Fie (G, o) si (G, %) doud grupuri. O functie /: G — G’ cu proprietatea
fxey)=f@)*f0)(V)x,ye G

se numeste morfism de grupuri.

Exemple

1. Functiaf~ (0, ) — R, f(x) = In x este un morfism intre grupurile ((0, «), -) si (R, +).
Intr-adevar: f(xy) = f(x) + £ (y) (proprietate a logaritmilor).

2. Functiaf: C — R, f(z) = Rez (partea reald a lui z) este morfism al grupurilor (C, +)
si (R, +).
Intr-adevar: f (zy +z,)=Rez, + Re z, = f(z,) + f(z,). Evidentiem in continuare
cateva proprietati ale morfismelor.

__TEOREMA 1 .

Fie (G, %) si (G, o) doua grupuri cu elementele neutre e respectiv e’ sif: G— G
un morfism de grupuri. Atunci
2) f(e)=¢
b) f(x")=(f(x)), (V) x € G, unde x" este simetricul lui x in G, iar (f(x)) este
simetricul lui £(x) in G”.
©) f(&")=(fx)", (V)x€ G, (V)n€E L
Demonstratie ~ a) Avem f(e) =f(e * e) =f(e) o f(e). Simplificand cu f(e) in grupul G’
obtinem f'(e) = ¢'.
. b) Pentruorice x € Gavem e’ =f(e) = f(x * xX) =f(x) o f(x') (1)
C=fO=fK*N)=f&)of() ()
Din (1) si (2) deducem ca f(x) este inversabil avand inversul f'(x)
adica (f (x)) =1 (x).

¢) Pentru n =0 egalitatea ceruta revine la f(e) = ¢’ (punctul a). Pentru n >0
avem: f(X") =f(xxx*..xx) = f(x)* f(x)*..% f(x)=(f(x)".

n ori n ori

Dacan<0, fieme N, n =-m.

Atunci f(x") =) =/(()") = ()" = ((f&))" = (F@) ™" = (Fx))",

c.c.t.d.
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OBSERVATIE

Intre dou grupuri existi cel putin un morfism. In notatiile teormei 1, functiaf: G — G,
f(x)=¢€ (V)x e Geste morfism de grupuri. Intr-adevar f(x x y) =€/, f(x) o f(y) =€ 0 &’ =¢,
deci f(x * y) =f(x) o f(v). Acest morfism constant este numit morfismul banal.

TEOREMA 2

Fie (G, %), (G, o) si (G”, *) trei grupuri, iar f: G — G’, g : G’ — G” doua
morfisme de grup. Atunci g o f'este morfism de grupuri.

Demonstratie © Fiex,y € G. Avem (g o f)(x * y) = g(flx * y)) = g(f (x) o f(g)) =
=8(f (), g(f (1)) =(geNX) - (€N

TEOREMA 3

Fie (G, %) si (G, o) doua grupuri si f: G — G’ morfism de grupuri.
Daca f'este inversabila, atunci f . G’ = G este un morfism de grupuri.

Demonstratie - Pentru orice o, p € C” avem oo B=/(f "' (o) o (£ '(B)) =
=@ =SB,
Rezultd /' (ato B) =1 (ct) % £ (B)-

DEFINITIA 2

Fie (G, *) si (G, o) doua grupuri.

Functia /: G — G’ se numeste izomorfism de grupuri daca
a) feste bijectiva;
b) feste morfism de grupuri.

Spunem in acest caz ca grupurile (G, ) si (G, o) sunt izomorfe, notand (G, %) = (G, o).
Un izomorfism de la un grup la el insusi se numeste automorfism.

Exemple de izomorfisme

1. Functia f: (0, e0) — R, f(x) = In x, este un izomorfism al grupurilor ((0, =), -) si
(R, +) deoarece f'este bijectiva si f(x - y) =f(x) + /().

2. Functia g: Z — 7, g(x) =—x este un automorfism al grupului (Z, +) deoarece g este
bijectiva si g(x +y) = g(x) + g(»).

3. Functiaf: R —> R, f(x)= x* este un izomorfism al grupurilor (R, ¥) si (R, +) unde
legea * este datd prinx * y = 3/x> + y* . Avem /' (x* y) =x> +)° =f(x) + f (), iar

feste, evident, bijectie.
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B Relatia de izomorfism ,,=* intre doua grupuri are urmatoarele proprietati:
a) este reflexiva: (G, *) = (G, %) (grupul este izomorf cu el insusi)
b) este simetrica: daca (G, ) = (G, o), atunci (G, o) = (G, *).
c) este tranzitiva: daca (G, *) = (G’, ) i (G, o) = (G”, *), atunci (G, *) = (G, *).
Cele trei proprietati se deduc imediat din teoremele 3 si 2 si sunt foarte utile in
rezolvarea unor probleme.
Exemplu
Sé aratam ca grupul (G, *) unde G=(3, «) six * y =xy—3x— 3y + 12 este izomorf
cu grupul (R, +).
Este mai usor sa probam ca grupul (G, *) este izomorf cu ((0, =), -) si este suficient
deoarece ((0, =), ) = (R, +) (izomorfism evident, vezi exemplul 1).
Intr-adevar: functia f: (0, o) — (3, ), f(x) = x + 3, este evident bijectivi, iar

SGe 1) =f () * £ () (verificatil)
Asadar: (G, %) = ((0, ), *) 51 ((0, =), -) = (R, +), deci (G, %) = (R, +).

B Doua grupuri care au acelasi numar (finit) de elemente sunt izomorfe daca tablele
legilor lor sunt la fel structurate (organizate). Acest lucru se realizeaza cand fiecare
element al unui grup si imaginea sa printr-o functie bijectiva ocupa aceleasi pozitii
in cele doua table.

Exemplu
Consideram grupurile (U,, *), U, = {1, i, i2, i3} $1(Zy, +), Ly = {6, i, Q, 3 }.
Observati tablele legilor

1 i PR + 0 1 2 3
1 1 i PP 0 0 1 2 3
i T L | 1 1 2 3 0
o IS A | i 2 2 3 0 1
AR i 3 30 1 2

Remarcam ca elementele (1 si 6), (isi i), (i2 si Q), (i3 si 3 ) ocupa acelasi locuri
in tablele grupurilor lor.
Rezulta ca (U, °) = (Z,, +) un izomorfism fiind dat de functia /: U, — Z,,

f=0,fG)=1,/*=2,1()=3

B Daca o anumita proprietate a elementelor unui grup nu caracterizeaza si elementele
altui grup, atunci cele doud grupuri nu sunt izomorfe.

Exemplu

Grupul (S5, ) este necomutativ (Zg, +) este comutativ, deci (S5, ©) # (Zg, +).
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Comentariu

Doua grupuri izomorfe au aceleasi proprietati, deci, practic, din punct de vedere al
structurilor lor algebrice, sunt identice.

Doua grupuri izomorfe difera numai prin natura elementelor din care se compun.

Din acest punct de vedere, a recunoaste un anume grup presupune evidentierea
altui grup, din cele cunoscute (,,clasice), izomorf cu acesta. Acest fapt constituie un
mare avantaj, putand fi valorificat in identificarea anumitor proprietati, efectuarea unor
calcule etc.

Exercitii rezolvate

1. Multimea M=R\ {%} impreuna cu legea x o y=2xy — 3x — 3y + 6 este grup. (verificati!)

Sa aratam ca (M, o) = (R*, ) si sa determinam partile stabile finite ale lui M in raport
cu legea o.

Rezolvare

(M, *) este un grup cu elementul neutru 2.
Cautam o functie f: M — R*, de forma f(x) = ax + b pentru care f(2) =1 sif(%} =0.

Obtinem a = 2, b = -3 si f(x) = 2x — 3. Functia este evident bijectiva si se poate
verifica usor ca este morfism de grupuri, adica f'(x o y) =f(x) - £ ().

Sa observam ca daca 4 este parte stabild a lui R* 1n raport cu inmultirea, atunci f~ (4)
este parte stabild a lui M in raport cu legea (remarca valabila pe cazul general).
Intr-adevar: fiex, y € /(). x oy =f'(F () of () = (F @) of () € £ ().
deoarece f'(x), f(v) € A, decif(x) - f(y) € A

Pentruca {1} si {-1, 1} sunt singurele (!) parti stabile finite ale multimii R* in raport cu
inmultirea, rezulta ca £ ({1}) sif '({~1, 1}) sunt singurele parti stabile finite ale multimii

x+3

M in raport cu o. Cum /' (x) = cavem £ ({11 ={2}; /{1, 1}) = {1, 2}.

2. Multimea G = (-1, 1), impreuna cu legea de compozitie x* y = % , determind o

structura de grup (verificati).
Sa aratam ca (G, *) este izomorf cu grupul ((0, =), ) si sa calculam ,,produsul*
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Rezolvare

O functie bijectiva care transforma (—1, 1) 1n (0, o) este datad prin f: (=1, 1) — (0, o),

fx)= % (verificati). Ecuatia f(x) =y, y € (0, 0) are in (-1, 1) solutia unica: x = ll—y .

Deci feste bijectiva, iar /' (0, o) = (=1, 1), /'(x) = % .
Verificam ca feste morfism de grupuri:

Xty
:l—x*y_ 1+ xy _ xy—x—y+1 (A-x)0-y) _ )
Sxxy) I+x*y LSS y+1 (1+x)(1+ ) ST )-
1+ xy
Calculul lui p poate fi facut mai usor valorificand idea de izomorfism probat anterior.
Calculam f(p) = o (fiind in R, unde calculul ne este familiar!) si apoi deducemp =/~ 1(oc).

iy =f[ Lol s« L Yol 1) L J21 2 ‘n-l_1
puisip Lo ooy A L)AL o iy - 2250

1
Asadarp=7""| p TR
n

Exercitii propuse

. Sase arate ca functia f: R — C*, f(x) = cos 27mx + isin 27x este morfism al grupurilor
(R, ) 51 (C*, ).

. Aratati ca functia f: C* — C*, f(z) = z | este morfism de grupuri multiplicative.

. a) Aratati ca functia f: Q — Q, f(x) = ax este morfism de grupuri aditive.
b) Functia g: Q —> Q, g (x) = 2x — 1 este morfism de grupuri aditive?

x1+2x2+3x3=0'

. Fie S multimea solutiilor intregi ale sistemului
3x, +5x;,=0

Daca (a,, ay, a3) $1(by by, by) € S, definim (a,, ay, a3) +(b) by, b3)=(a; + by, ay + by, a3 +by).
a) Aratati ca (S, +) este grup comutativ.
b) Functia f: Z — S, f(x) = (x, —5x, 3x) este morfism de grupuri aditive.

. a) Pe mulfimea G = (2, «) se considera legea x x y=xy —2x—2y + 6.
Sé se arate ca G este grup comutativ.

b) Sa se arate ca functiaf: R — G, f(x) = 2 + ¢" este izomorfism al grupurilor
(R, +) 51 (G, *).
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6. Aratati ca:

a) legeax x y= Xty determind pe G, = (-1, 1) o structura de grup;

1+ xy
b) legeaxoy= 32?; _—ifc:gi :::g determind pe G, = (1, 2) o structura de grup;
¢) functia f: (-1, 1) = (1, 2), f(x) = 3x2— 2 este un izomorfism de grupuri.
1 Ina O
7.Fie M= 1A(@=0 1 0||ac(0,+).
0 0 a

Aratati ca (M, -) este grup comutativ izomorf cu grupul ((O, + o), )

8. Pe multimea G = (0, 2) introducem legea de compozitie x o y = ﬁ .
a) Aratati ca (G, o) este grup comutativ.

2—x

b) Aratati ca f: (0, 2) — (0, +oo), f(x) = este izomorfism de grupuri.

2.2? 2.3 2.

¢) Calculati in grupul G: o .
) o arp 2.22-1 2.3-1 2n* -1

skskok

9. a) Sa se arate ca functiile f,, : Z — Z, f(x) = mx, m € Z sunt morfisme de grupuri
aditive.
b) Aratati ca orice morfism de la (Z, +) la (Z, +) este de acelasi tip.

10.a) Sa se arate ca singurul morfism de la (Q, +) la (Z, +) este morfismul nul.
b) Determinati morfismele de grup de la (Z, +) la (Q, +).
¢) Deduceti ca (Q, +) = (Z, +).

11.Fie a> 0, functia £, (x) = {Sx, );Zg S

iG={f,|ae (0,+eo)}. Sd se arate ca G impreuna
cu operatia de compunere determina o structura de grup, izomorf cu ((O, + o), )

12.Pe cercul C(O, 1) introducem legea de compozitie: M, x M, = M, unde M,(cos ¢, sin t,),
M,(cos t,, sin t,), iar M(cos(t, + t,), sin (¢, + t,)). Aratati ca (C(0, 1), %) este grup
comutativ, izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor complexe de modul 1.
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13. Se considera familia de drepte d,, : 2 —m)x+ (3 +5m)y+3m—-1=0,me R.
Definim pe M= {d,, | m € R} legea de compozitie d,, * d,=d,,,,,.
Aratati ca (M, %) este izomorf cu (R, +).

14.Fie G = C\ {—i} si legea de compozitie z; 0z, =z, - z, T iz; + iz, — 1 —i.
a) Sa se arate ca (G, o) este grup comutativ.
b) Sase arate ca f: G — C*, f(z) =z + i este morfism de grupuri.
c¢) Determinati partile stabile finite cu 6 elemente ale lui G 1n raport cu o.

15.a) Fie G=(1,00) sixoy= \/x2y2 —x* —y? +2 . Si se arate ci (G, o) este grup.

b) Sa se determine m, n € R astfel incat f: (0, +o0) — (1, +oo), f(x) = \Vmx+n sa fie
izomorfism al grupurilor ((0, ), +) si (G, o).

2-12+2O\/2-22+20 \/ 2 +2

c¢) Calculati in G: \/ > 5 > .
I+1+1 V27 +2+1 n +n+l

16. Fie G=R\ {1} silegeaxocy=2xy+2x+2y+ 1.
a) Aratati ca (G, o) este grup abelian.
b) Ardtaticig: G — R, g(x) = 2x + 2, este izomorfism al grupurilor (R* grup cu

inmultirea).
c¢) Calculatixoxo... ox.
%/_/

#17.Rezolvati in (R*, -) si (C*, -) ecuatia ©=1; deduceti ca (R*, -) si (C*, -) nu sunt izomorfe.

«18.Daca (G, -) este grup, atunci functia f: G — G, f(x) = x ! este automorfism daca si
numai daca grupul (G, -) este abelian.

#19.Fien € N*, n 22, iar f, g : C* — C* doua morfisme de grupuri multiplicative astfel
incat f'(z) = g(z) (V) ze C*\ U,. Demonstrati ca f = g.
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Grupuri finite, tabla grupului,
ordinul unui element

DEFINITIA 1
( Un grup (G, %) este numit finit dacd multimea G este finita. J

In acest caz, numarul de elemente al multimii G se numeste ordinul grupului si se
noteaza | G| .
Un grup care nu este finit se numeste infinit.

Exemple

1. Grupul permutarilor de grad » este finit, avand ordinul »!

Grupul radacinilor complexe de ordinul » ale unitatii este finit, avand ordinul #.
Grupul aditiv al claselor de resturi modulo #, avand ordinul .

Daca p este numar prim, (Z; , ) este grup finit de ordinul p — 1.

(Z,+), (R, +), (R, ), (C", -) sunt grupuri infinite.

AP

In cazul unui grup finit stim ca legea de compozitie poate fi data printr-o tabla.

In acest caz spunem ci tabla legii de compozitie este tabla grupului.

In continuare, folosind tabla, dim un alt exemplu de grup, grupul lui Klein.

Grupul lui Klein este un grup cu patru elemente (de ordin 4), definit prin tabla

urmatoare:
| e a b ¢ Elementul neutru este e .
el e a b c Celelalte elemente a, b, ¢, au proprietatile
al a e ¢ b a=b=c= e,
bl b ¢ e a a-b=b-a=c;a-c=c-a=b;b-c=c-b=a
c|l ¢ b a e

OBSERVATIE

Pe orice linie (coloand) a tablei unui grup finit apar toate elementele grupului, fara

repetari.

Intr-adevar: fie G= {a,,a,, ... ,a,} sia € Gunelement oarecare. Pe linia lui a, in tabla
grupului, apar elementele @ - a,a - a,, ... ,a - a,.

Evident, oricare doua dintre ele sunt distincte, fiind tot elementele a;, a,, ... , a,, eventual

intr-o altd ordine.
Remarecati acest lucru pe tabla grupului (Z,, +) comparativ cu tabla monoidului (Z,, -)
redate mai jos:
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+ o 1 2 3 o 1 2 3

0 0o 1 2 3 0 0 0 0 0

1 1 2 3 0 1 0o 1 2 3 Pe linia I

2 2 3 0 1 2 0 2 0 2 yia ll-a

A A A A A A A A A A Se repeta

3 3 0 1 2 3 o 3 2 1 elementele.

Iata inca un rezultat util in rezolvarea problemelor.

TEOREMA 1

Daca (G, -) este un grup finit de ordin n, avand elementul neutru e, atunci
pentru orice x € G avem x" = e.

Demonstratie - Vom face demonstratia intr-un caz particular, acela al grupurilor
. comutative (cazul general depisind cadrul programei).
Fie G = {x|, x,, ... , x,} six € G. Am vazut anterior ca elementele
XX, XXy, ..., XX, sunt distincte si { x-x;, XXy, ..., XX, } = { X, Xy, ..., X, }.

>'n
Deducem ca (x-x)) (x'x,) ... (X'X,) =X;"X ... " X, &
XXXy X, =XX, ¢ ... X, © X" =e (In urma simplificarii cu
XXy " ... " X,), c.c.t.d.

Probam cele afirmate 1n teorema prin urmatorul exemplu.

1 2 3 45
31 2 5 4

. | A - c e . . . .. *
Conform teoremei 6°' = e, Insa exista si puteri mai mici p € N pentru care 6 = e.
. . ~ . 2 3 . 6 . o .
Verificati, calculand succesiv 67, 67, ..., cd 6 = e si 6 este numarul natural cel mai
mic cu aceasta proprietate.

Fieoce Ss5, o =[ j (S5, -) este grup necomutativ.

Teorema si exemplul anterior ne permit sa formulam:

DEFINITIA 2

Fie (G, *) un grup, cu elementul neutru e, si x € G, x # e. Cel mai mic numar
natural, nenul, p, pentru care X = e se numeste ordinul elementului x.

Ordinul elementului neutru se considera egal cu 1 si este singurul element al grupului
cu aceastd proprietate (demonstrati!). Spunem ca ordinul lui x in grup este infinit daca
¥"# e, oricare ar fin € N
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Exemple

1. Permutarea 6 € S5 din exemplul anterior are ordinul 5.

2. In grupul (C*, -) elementul 7 are ordinul 4.

3. In grupul lui Klein toate elementele (diferite de elementul neutru) au ordinul 2.
4. Ordinul lui 1 in grupul (Z, +) este infinit Intrucat nu existd n € N astfel incét

1+1+...+1=0
%f'_l

OBSERVATII

1. Din teorema 1 deducem ca dintr-un grup finit ordinul oricarui element este finit.
Reciproca acestei afirmatii este falsa, ludnd drept contraexemplu o multime infinita
E si P(E) multimea partilor sale.
Stim ca (P(E), A), unde A este diferenta simetrica este grup (infinit), avand elementul
neutru &.
Insa orice element X € P(E) este de ordin 2, pentru ca X A X = &.

2. In orice grup ordinul simetricului este egal cu ordinul elementului intrucat F=e
~1\k
S ) =e

Teoremele urmatoare sunt utile in justificarea faptului cad un anumit numar natural,
nenul este ordinul unui element.

TEOREMA 2

Fie (G, -) un grup, n € N*, g € G. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Ordinul elementului a este n.
b) d"=eiard*=e=n/k

Demonstratie - a) = b)
. Evident d" = ¢; fie k € N* astfel incat d=e
Prin teorema Tmpartirii cu rest rezulta ca exista ¢, » € 7Z astfel incat
k=n-q+r 0<r<n. Atunci
d=d"M=da"=¢cc=e¢
Deoarece a’ = e si r < n, din definitia ordinului deducem ca r = 0.
Prin urmare k = nq, adican / k.
b)=a)
Daca d* = e, ke N* deducem can/k, adican <k.
Asadar n este cel mai mic numar natural nenul pentru care a” = e, adica
este ordinul lui a.
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TEOREMA 3

Fie (G, -) un grup si a € G un element de ordin n. Atunci:
Daci t € Z, elementul &' are ordinul # daci si numai daca (¢, n) = 1.

Demonstratie ~ Presupunem ci (, n) = 1 si aritim ci @’ verifica cele doui conditii date
de teorema anterioara.
Intr-adevar: (a)" = d" = (d") = e; (a)
Fie x € Z, astfel incat (at)k =e.
Rezultd a™ = e si, deoarece ordinul lui a este n, deducem ca n/ tk. (1)
Intrucét (n, £) = 1, din (1) rezultd n / k adica (b).
Asadar o are ordinul n.
Reciproc: presupunem ci o' are ordinul # si demonstram ci (¢, n) = 1
Daca notdm d = (¢, n), atunci exista n,, t, € Z astfel incat n = n,d si

t=1td. Insa (a")" = a™ =a""=d" = (") = ¢" =e.

Deoarece ordinul lui ¢’ este n, deducem ci n / n,, adicad = 1.
Am demonstrat ca c.m.m.d.c. al numerelor ¢ si n este 1, c.c.t.d.

Aplicatii

. 2n .. 27 C e o . e .
1. Fie e =cos — +isin —, o radacina de ordinul » a unitatii. Atunci:
n n

a) € este element de ordin n al grupului (C*, )
b) elementele de ordin # ale grupului (C¥, -) sunt numerele complexe de forma €,
unde 0<r<nsi(r,n)=1.

Demonstratie

a) Conform formulei lui Moivre avem €" = cos 21 + isin 21 = 1.

Daci ¢t = 1, atunci cos & + i sin & =l &=2m, le 7.
n n n
Rezulta k= In, deci n / k. Sunt indeplinite conditiile teoremei 2, deci ordinul lui €

este n.
b) Fie z =7 (cos @ + i sin @), @ € [0, 21) un element de ordin n in grupul (C*, ).
Din Z" = 1 reducem r = 1 si np = 2Im, [ € Z.

& _ 2im . . 2w I
Inacestfelz=cos@+isin@=cos — +isin — =¢,

n n
Conform teoremei 3 avem (/, n) =1
Din teorema impartirii cu rest, / = ng +r, 0 <r <n, iar el=¢
Mai observam ca (r, n) = (I, n) = 1.
Retinem ca elementele de ordin » ale grupului (C*, -) se afla printre elementele
multimii U, = {1, &, €', ..., 8"_1}, iar dintre acestea numai acelea cu exponent prim
cun.

ngtr_ .r

€.
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Comentariu. Putem preciza chiar numarul acestor elemente de ordin .

Se stie cd numarul numerelor naturale, nenule, mai mici decat # si prime cu z se noteaza
cu @(n) si se numeste indicatorul lui Euler.

Dacd n= p. p;?... p’* este descompunerea in factori primi a numarului n, se
poate demonstra ca:

(ol

Asadar (C*, -) are ¢(n) elemente de ordin 7.
De exemplu, daca n = 24, atunci grupul (C*, -) are @ (24) = 8 elemente de ordin 24:

2kn
24

2km .
€, 85, 87, gl! , 813, 817, gl , 823, unde € = cos Z + 1 sin

2. Mica teorema a lui Fermat. Fie p un numar prim si ¢ € Z un numar nedivizibil
cu p. Atunci @® ' = 1 (mod p).

Demonstratie

Deoarece p este numar prim, Z; este grup finit de ordin p — 1.
De asemenea: a nedivizibil cu p este echivalent cu (a, p) =1, deci a € Z; .

Din teorema 1 deducem ca (a Y ' = led =1 (mod p), c.c.t.d.

OBSERVATII

1. Teorema lui Fermat are o generalizare cunoscuta sub numele de teorema lui Euler.
Dacine N* a e Z, (a,n) =1, atunci @™ = 1 (mod n)

Demonstratia se bazeaza pe faptul ca (U(Zn), -) este grup.
Deoarece (a, n) = 1, atunci a € U(Z,) si U(Z,) are ordinul ¢(n).
Conform teoremei 1, avem (4 )™ = 1 (mod n).

Exemple de aplicare a teoremelor Fermat §i Euler

a) Restul impartirii lui 337 1a 13 este 3.

b) Daca p este prim si (a, p) = 1, atunci &P V=1 (modpz).

Rezolvare

a) 3¥7=3.3% )3. (312)3. Insa, aplicand teorema lui Fermat avem 312=1 (mod 13),
de unde (312)3 =1 (mod 13) si apoi 3 - (312)3 =3 (mod 13)

. : 1
b) Daci p este prim, atunci ¢(p°) = p* (1 - —j =p(@-1).
p

Aplicand teorema lui Euler, deducem ca ¢*? " =1 (mod p?), c.c.t.d.

2. Teorema lui Fermat poate fi reformulata astfel:
Pentru orice intreg a si pentru orice numar prim p are loc congruenta & = a (mod p).
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Exercitii rezolvate

1. Fie (G, ‘) un grup cu patru elemente, G = {e, a, b, c}, unde e este elementul neutru, iar
a* = ¢* = e. Alcatuiti tabla grupului.

Rezolvare

Trebuie completate spatiile libere din tabela legii |
(marcate cu steluta)

Trebuie sa evitam repetarile de elemente pe linii si coloane.
La intersectia liniei elementului a cu coloana elementului
b trebuie sa punem c; deci ab = c.

La fel procedam si gasim ac = b; bc = a; b= e; ba=c;
ca=b;cb=a.

o Q] 0

O S N |

¥ ¥ Q Q|

* % ® OS>
* ¥ O |0

2. Determinati ordinul elementului 6 in grupul (Zy,g, +).

Rezolvare

Cautam n € N* minim, pentru care # - 6=0.
Avem echivalent 6n = 0 (mod 40) & 6n =40g < 3n=20q.
Rezulta ca 20 / n, deci n = 20.

3. Fie (G, -) un grup. Notam ord (x) = ordinul lui x in grupul (G, -)

a) Demonstrati ca ord (xy) = ord (yx).

b) Daca m, n € N*, (m, n) =1, xy = yx, ord (x) = m, ord (y) = n, atunci ord (xy) = mn.
m

¢) Daci ord (x) = m, m € N*, atunci (V) k € Z avem ord (x*) = k)
m,

Rezolvare

2) @)'=ee ()W)--(y)=e=x(m)" y=e= ) =3y =" =)
%/.—/
= (x)" = e = ord (yx) < ord(xy); analog demonstram ca ord (xy) < ord (yx).
b) xy:yx:}(xy)mn:xmn‘ymn:(XM)}'!.()}n)m:en‘em:e.
Fie (xy)* = e, k€ Z. Atunci (xy)™ = ¢; deci x™ - y"* = e = y"* = e = n /mk.
Deoarece (n, m) = 1, deducem ca n / k (1); analog rezulta m / k. (2)
Din (1) si (2), folosim inca o data (n, m) =1, deci nm / k.
m k k
¢) Fie d = (m, k). Observam ca (xk )d = (xm )d =el=e.
Fie (xk)l = e. Atunci X = ¢, de unde rezulta m / kI, adica mp=ki,pe Z(3).
Existd k; sim, € Z astfel incat k =k dsim =md.
In acest fel (3) devine mp = kL. (4)

Insa (k;, m,) = 1, deci din (4) deducem m, / I, adica (%) /1.
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BN Subgrup

DEFINITIE

Fie (G, %) un grup si H o parte stabild a sa in raport cu *. Daca H impreuna cu
operatia indusa este grup, atunci H se numeste subgrup al lui G.

Exemple

1. (Z, +) este subgrup al grupului (R, +).

2. (R*, ) este subgrup al grupului (C*, -).

3. Orice grup de matrice este subgrup al grupului GL, (C).
4

. Daca (G, %) este grup cu cel putin doud elemente, iar e este elementul sau neutru,
atunci ({e}, %) si (G, %) sunt subgrupuri (numite subgrupuri improprii ale lui G).
Orice alt subgrup al unui grup se numeste subgrup propriu.

Urmatoarele propozitii ofera conditii necesare si suficiente pentru ca o multime sa
fie subgrup.

TEOREMA 1

Fie (G, %) un grup si H un subgrup al lui G. Atunci:

a) (V)x,ye H,rezultax x y € H,

b) e € H (unde e este elementul neutru al grupului G);

¢) pentru orice x € H avem x’e€ H (x” fiind simetricul Iui x in G)

Demonstratie - a) Rezulta din definitia subgrupului.
. b) Notim cu ¢’ elementul neutru al grupului (H, )
Aveme x ¢ = ¢ si e % & =€, rezulta e x ¢/ = ¢ % €', de unde prin
simplificare cu ¢, obtinem e = ¢’, deci e € H.
¢) Notam cu x” inversul lui x in grupul (H, *).
Atunci x” * x = e §i x” * x = e; rezultd X’ * x = x” * x, de unde prin
simplificare cu x, obtinem x" = x”, decix” € H, c.c.t.d.

[ Retinem: orice subgrup contine elementul neutru al grupului. ]

TEOREMA 2

Fie (G, %) un grup si H C G o submultime nevida.

(H, %) este subgrup al grupului G daca si numai daca avem
a)(V)x,ye H,rezultaix xye H
b) (V) x € H, rezultd x'e H (x’ este simetricul lui x in G)
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Demonstratie - Din teorema anterioard deducem una dintre implicatii: dacd H este
. subgrup al lui (G, %), atunci sunt indeplinite conditiile a) si b).

Cealalta implicatie: presupunem ca H C G indeplineste cele doud conditii

si aratam ca (H, x) este grup.

» Evident operatia * este asociativa pe H, fiind asociativa pe G.

*  Demonstram ca elementul neutru al grupului (G, %), notat e, este si
elementul neutru pentru H. Pentru aceasta este suficient sa observam
ci e € H. Intr-adevar: fie x € H: atunci, din b), rezulta ca simetricul
sau (in G) apartine H; x" € H, aplicand la a) deducem cae =x x x’e H.

e Orice element al lui H este simetrizabil, simetricul sau fiind simetricul
din (G, %), c.c.t.d.

Cele douad conditii pot fi comasate intr-una singura, data de:

TEOREMA 3

Fie (G, %) un grup si H C G o submultime nevida. (H, %) este subgrup al
grupului G dacd si numai dacd avem indeplinita conditia: (V) x, y € H, rezulta
x*xy e H

Demonstratia rezulta imediat din teorema 2.

Exercitii rezolvate

1. Fie F, = {f: R >R / fbijectie, f (1) = 1}, F; € S(R), unde SR) = {{: R >R | f
bijectie}. Sd se arate cd F| este subgrup al grupului (S(R), o).

Rezolvare

Fie f, g € F|. Deoarece g ! este bijectie, rezultd ci fo g ! este bijectie.
In plus: (f o g_1 (D) =f(g_1(1)) =f(1)=1;rezulticaf o g_1 e F, cctd.

OBSERVATIE

In unele situatii in loc sa aratdm ca o mulfime G iImpreuna cu o lege de compozitie este
grup, aratam cd G este subgrup al unei structuri ,,mai mari de grup, cunoscute anterior.

Exemplu:
2a 3b

4c 5d
este grup. Justificdm aceasta cerinta aratand ca H este subgrup al grupului (M, (Z), +).

2aq, 3b1) _ [2(12 3b2) atunci

Multimea H= {{ j | a,b,c,de Z} impreuna cu operatia de adunare a matricelor

4c, 5d, 4c, 5d,

e ) L (Mama) M-k
~4¢, -5d, 4c,—c,)) 5d,—d,)

Intr-adevar: daci 4, Be H, A= [
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2. Sase determine a, b, ¢ € R astfel incat multimea S= {x€ R|(acosx+bsinx+c=0}
sa fie subgrup al grupului (R, +).

Rezolvare

Elementul neutru al grupului (R, +) este 0; rezulta, conform teoremei 1, cd 0 € S:
acos0+bsin0+c=0a+c=0c=—a
Analizam cazurile:
i) a=0

1) b=0. In acest subcaz, S =R, deci (S, +) este subgrup (impropriu)

2) b+#0.Deoarece ¢ =—a =0, ecuatia devine b sinx=0, de unde S= {kn | ke Z}
care este evident subgrup al lui (R, +).
i) a#0.

Rezolvam ecuatia, obtinand S = {2kn/ke Z} U {2 arctg b +2kn/ ke Z}.
a

Insa: x =2 arctg b € §, iar S este parte stabila.

a
Deducemcanxe S, (V)ne Z, ceea ce este posibil numai in cazul x = 0 (verificati),
adica b= 0.

Asadar am gasit solutiile: (¢ =0,6=0,c=0); (a=0,be R,c=0),(b=0,ae R,
c=-a).

3. a) Fie (G, *) un grup (notatie multiplicativa), H C G, H# &.
Sa se arate ca H este subgrup al lui G daca si numai dacd H este parte stabild a lui
G in raport cu legea.
b) Determinati partile stabile finite, cun elemente, ale multimii C* in raport cu inmultirea.

Rezolvare

a) Aratam ca orice parte stabila finita a lui (G, -) este subgrup, reciproca fiind evidenta.
*(V)x,ye Havemx - y € H (H fiind parte stabila).

* Fie x € H. Sirul de puteri ale lui x, xz, e xk, are termenii din H.
Presupunerea ca oricare doi termeni ai sirului ar fi distincti ar conduce la H infinita,
contradictie.

Prin urmare existd /, p € N* astfel Incat d'= ¢, iar daci admitem ca p <1, prin
simplificarea cu ¢, deducem ca @’ !'= ¢ (e elementul neutru).
Deoarece a-a P '=d P =e rerulticia ' =d "' e H,c.c.td.

b) Fie H={a,, a,, ..., a,} € C*, parte stabila a lui C* in raport cu inmultirea.
Conform cu a), H este subgrup cu n elemente al grupului (C*, -).
Prin urmare 1 € H, iar dacd a € H, atunci a”" =1 (teorema 1, din paragraful anterior)
Amardtatcaae U, adica HcC U, (1).
Deoarece H si U, au acelasi numdr de elemente, rezultd ca incluziunea (1) este
chiar egalitate.
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In concluzie: partile stabile finite ale multimii C* in raport cu inmultirea sunt
grupurile de radacini ale unitatii.

. Daca (G, %) si (G’, o) sunt grupuri cu elementul neutru e, respectiv €, iar /: G — G’

este morfism de grupuri, atunci:

a) Kerf={xe G| f(x)=¢€}sif(G)={f(x) | x€ G} sunt subgrupuri ale grupului
(G, %), respectiv (G, o)

b) In plus: daci f'este izomorfism, iar @ € G are ordinul n, atunci f (a) € G’ are tot
ordinul 7.

Rezolvare

a) Fiex, y € Ker f. Atunci f(x x y) = f(x) - f() =" x f () =) = ((F () = ¢,
decix x y" € Ker f.
Fie y;, », € f(G). Atunci exista x,, x, € G astfel incat y; =1 (x;); y, =f(x,).
Atunci: y, oy, =/ (x) o (f ()) =/ (x,) o/ (¥) = [ (x, 0 X € [ (G).

b) Presupunem cd a € G are ordinul n; atunci a” = e si n este cel mai mic numar
natural cu aceasta proprietate.
Atunci (f (a))" = f(a") = f (e) = ¢; fie k € N* astfel incat (f (a)) = ¢’
Rezultd f(a") = ¢ =f(e).
Deoarece feste injectiva, rezulta ca d*=e,decin/k
Reciproc: daci f'(a) are ordinul n, atunci folosind faptul cd £~ este izomorfism,
rezultd ca mai sus ca f~ 1(f (a) = a are ordinul n.

Exercitii propuse

. Fie multimea de functii G = {f|, 5, f3, f4}, unde f, f5, f3, f4 : R*— R*.
1 1

N =X =2 5[0 ==X [ax) ==

Aratati ca (G, o) este grup abelian, alcatuind tabla grupului.

. Pe multimea G = {2, 4, 6, 8} consideram operatia de inmultire modulo 10.
Sa se arate ca (G, o) este grup comutativ. Alcatuiti tabla grupului

. Completati tabla grupului G = {a, b, ¢, d} in fiecare situatie:

a) o | a b ¢ d b) = | a b ¢ d
a a
b b a b b ¢
c a c
d d
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0 0 01
) 1 0 0 O
4. Fie 4 = .
01 0 O
0O 01 O

a) Calculati puterile: A2, A3, A4,

b) Arétati ca G = {4" | n € N*} este grup finit.
¢) Aratati cd grupul G este izomorf cu U,.

d) Determinati ordinele elementelor din G.

5. Fie (G, )ungrupsia, be Gastfelincita-b#b - a.
Demonstrati ca elementele a, b, a - b, b - a, e sunt distincte (e este elementul neutru).
Deduceti ca orice grup cu mai putin de cinci elemente este comutativ.

6. Fie (G, -) un grup de 5 elemente, iar e elementul neutru.
Aratati ca orice element diferit de e are ordinul 5.
Deduceti ca G = {e, a, az, a3, a4}, unde ¢ € G,iar G = (Zs, +)

7. Determinati ordinele elementelor:

)o = b2 34 1(S )b)é” 17
a)o in grupul (Ss, o); in grupu ;
34 2 5 1 grup 5 grup 12

c) 9 in grupul (Z;, +); d) 1 +iin (C*;).

0 -1 I -1
8. Fied,Be GL,(R), A= (1 0 j, B= ( 1 0 j Aratati ca 4 are ordinul 4, B are
ordinul 6, iar produsul 4B are ordin infinit in GL, (R)

9. Determinati restul impartirii numarului
a)234'°1a 17, b) 34" 1a 17; ¢) 7°° 1a 23.

. 00
10. Fie H=

11. Fie n € N si nZ multimea multiplilor numarului n. Aratati ca nZ este subgrup al
grupului (Z, +).

a,be R} . Aratati ca H este subgrup al grupului (M, (R), +).

12. Ardtati ca multimea {oc € S;/0(2) =2} este subgrup al grupului (S, °).
13. Daca H este subgrup al grupului (G, -) si a € G este fixat, demonstrati
a' Ha={a'ha | he H} este subgrup al lui (G, -).

14. a) Daca H, si H, sunt subgrupuri ale grupului (G, ), demonstrati ca H, N H,
este subgrup al lui (G, -).
b) Demonstrati ca 4Z N 6Z =12 Z.
¢) Demonstrati cd U, N Uy = U,.
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15. Fie (G, )un grup,ae GsiCy(a)={xe G/a-x=x"a}
a) Aratati ca Cg; (a) este subgrup al lui G.

0 -1
b) Determinati Cg; (@) In cazul G = GL, (R) sia = (1 0 j

16. Aratati ca daca intr-un grup finit exista un element de ordin 5, atunci ordinul grupului
este multiplu de 5.

17. a) Aratati cd grupul lui Klein nu este izomorf cu (Z,, +).
b) Aratati ca orice grup cu 4 elemente este izomorf fie cu grupul lui Klein fie cu
grupul (Z, +).

18. a) Demonstrati ca reuniunea a doud subgrupuri ale unui grup nu este un subgrup.
b) Daca H,, H, sunt subgrupuri ale grupului (G, -), atunci H, U H, este subgrup al lui
Ge H CH,sauH,C H,.
c) Fie grupul (Z, +) si subgrupurile H = 20Z si K = pZ, unde p este numar prim.
Determinati p astfel incat H U K este subgrup al lui (Z, +).

19. Sa se determine functia f: R — R care admite primitive, cu proprietatea ca multimea

primitivelor sale este subgrup al grupului bijectiilor lui R (in raport cu compunerea functiilor).

b
20.Fie Gc M, (R), G= {[ ab j a,beR, a’ +b’ 7&0} . Sa se arate ca:
-b a

a) (G, -) este grup abelian;
b) Pentru fiecare n € N, existd un singur grup cu n elemente al grupului (G, -) si s se
determine acest subgrup.

21.Fie H,={de My(R) | A'=A4}siH,={4e My, (R) | A'=—4}
a) Sa se arate ca H, si H, sunt subgrupuri ale grupului (M,(R), +).
b) Sa se arate ca pentru orice X € M,(R) exista 4 € H, si B e H, astfel iIncat X =4 + B.

*22.Fie (G, *) grup si H C G subgrup propriu. Demonstrati ca:
a)(V)xe Hye G\Hatuncixye G\H,yx € G\ H;
b)(V)xe G\Hatuncix ' € G\ H.

*23.(G, ) este grup, /1, /> : G— G sunt morfisme de grupuri, iar H C G este subgrup propriu.
Demonstrati cd dacd f; (x) =f, (x) (V) x € G\ H, atunci f| =f,.

*24.Fie (G, -) un grup pentru care existd a € G astfel incat H = G \ {a} este subgrup al
grupului G.
a) Aritati ci o = e, e fiind elementul neutru al grupului si {e, a} este subgrup al
grupului G.
b) Aratati cd G = Z,.
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Teste de verificare

Testul 1

< S x+4y 2y
1. Sase arate ca multimea M =

-8y x—-4y

X, V€ Z} , formeaza o structura de

monoid n raport cu Inmultirea matricelor. Care sunt elementele inversabile?

2. Pe multimea R se defineste legeax ¥y =x +y—x).
a) Demonstrati cad (R \ {1}, %) este grup comutativ.
b) Calculati simetricele elementelor 2 si 3 in grup.
c) Rezolvati ecuatia (2 * x) x 3 =4.

3. Seda grupul (G, %). Pentru fiecare a € G consideram functia /- G — G, f, (x) =a * x.
a) Sa se arate cd f, este bijectiva.
b) Daca F(G)={f,|a e G} sase arate ca (F(G), o) este grup izomorf cu grupul (G, *).

Timp de lucru: 45 de minute.

Pentru fiecare intrebare se acorda 1,5 p.
Se acorda un punct din oficiu.

Testul 2

Pe multimea numerelor complexe se defineste legeax *y =2ixy—x—y—i,x,y € C.
o . i . T
a) Aratati ca multimea G=C\ {—5} este parte stabila a multimii C in raport cu .

b) Aratati ca (G, *) este grup.
¢) Aratati ca functia f: G — C*, f(x) = 2ix — 1 este izomorfism al grupurilor (G, *)
si(C, ).

d) Determinati partile stabile finite cu 6 elemente ale lui G in raport cu legea *.
Timp de lucru: 45 de minute.

Barem: a) 2p; b) 3p; ¢) 2p; d) 2p.
Se acorda un punct din oficiu.
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Testul 3

Pe multimea numerelor complexe se defineste legeax »y = 2ixy—3(x+y)—6i,x,y€ C.
a) Aratatica G=C\ {—%} este parte stabild a multimii C in raport cu *.

b) Aratati ca (G, %) este grup.
¢) Aritati ca functia - G — C*, f(x) = 2ix — 3 este izomorfism al grupurilor (G, %) si
(C* ).
d) Calculati in grupul G:
4.224+2-2 3.3 4+3-2 4n* +n-2
# ok B
2-2% 2.3 2n’i

Timp de lucru: 45 de minute.
Barem: a) 2p; b) 3p; ¢) 2p; d) 2p.
Se acorda un punct din oficiu.

Testul 4

1. Determinati a € R astfel incat (R \ {a}, -) sa fie grup.

2. Determinati partile stabile finite ale mutimii C in raport cu inmultirea avand 5 elemente.
Generalizati.

3. Completati tabla operatiei unui grup, datd mai jos:

ol a b y oz

N SR
SIS T
D N R
= N =
QR ® N

N xR 0
N xR R

Q

Timp de lucru: 30 de minute.
Pentru fiecare exercitiu se acorda 3 p.
Se acorda un punct din oficiu.
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B Capitolul 2
Inele si corpuri

WA M Definitia inelului. Exemple

In capitolul anterior, am avut in vedere un anume tip de structur algebrica, determinata
de o singura lege de compozitie (pe o anumitd multime).

Pentru structura de inel pe care o vom defini in continuare avem in vedere doua legi
de compozitie pe o multime.

Fiecare dintre aceste legi de compozitie, prin proprietatile sale, determina cate o

structurd algebrica pe multime, cele doua structuri fiind legate prin intermediul unei
axiome numite distributivitate.
Mai exact, avem urmatoarea:

— DEFINITIE

Multimea nevida 4, impreuna cu legile de compozitie + si -, definite pe mulfimea
A, se numeste inel, daca sunt indeplinite conditiile:
a) Perechea (4, +) este grup comutativ
b) Perechea (4, -) este monoid
c)(V)a, b,ce A,avem a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
(@a+b)y-c=(a-c)y+((d-c)

Daca, in plus, legea este comutativa, adica
Mx,yed xy=y-x
atunci inelul se numeste comutativ.

Inelul va fi de obicei notat (4, +, -), punand in evidenta rolul diferit al celor doua
operatii: prima dintre ele, notata pentru mai multa simplitate aditiv, determina o structura
mai bogata (grup), comparativ cu a doua (notatad multiplicativ), ce are numai proprietati
de monoid.

Conditia c) din definitie este numita distributivitatea legii a doua (+) fatd de prima lege (+).

Grupul comutativ (4, +) se numeste grupul aditiv subiacent inelului.

Elementul neutru al acestui grup se noteaza 0, (sau chiar 0) si se numeste elementul
zero al grupului.

Simetricul unui element a € A in raport cu prima operatie se noteaza cu —a.

Elementul neutru al monoidului (4, -) se noteaza 1, (sau 1) si se numeste elementul
unitate al inelului (4, +, -).

Elementele simetrizabile ale monoidului (4, -) se numesc elemente inversabile ale
inelului sau unitdti ale inelului. Notam multimea acestor elemente prin U(A4).
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Exemple de inel

1. Inele numerice:
(Z, +, -) — inelul intregilor rationali
(Q, +, -) — inelul numerelor rationale
(R, +, -) — inelul numerelor reale
(C, +, -) — inelul numerelor complexe
Toate aceste inele sunt comutative.
in toate aceste inele, elementul zero este numarul 0, iar elementul unitate este 1.

UZ)={-1,1} UQ) =Q* UR) =R* UC) =C*

2. Pentrun e N, n =2, fiecare din tripletele:
(M(Z), +, ), (M, (Q), +, ), (M,(R), +, ), (M,(C), +, )
este inel comutativ. Se numesc inele de matrice.
Elementul zero este matricea nula 0,, iar elementul unitate este matricea /,,.
Ne reamintim ca: UM, (Z)) = {4 € M, (Z)|detA==%1}.
UM, (Q) = {4e M,(Q)|det 4=0}.
UM, (R)= {4 M, (R))|det4+0}=GL, (R).
UM, (C))= {4e M, (C))|det4=0}=GL, (C).

3. Inele de functii reale
Multimea F(R) = {f: R — R | f functie} impreuna cu operatiile de adunare si
inmultire a functiilor reale formeaza o structura de inel comutativ, numit inelul
Sfunctiilor reale.

Elementul zero este functia constanta 0, iar elementul unitate este functia constanta 1.
UFR)={"R>R|f(x)#0,(V)xe R}.

4. Un exemplu banal de inel este inelul cu un singur element.
Intr-un astfel de inel 1= 0.

5. Inelul claselor de resturi modulo n, n > 2, notat (Z,, +, *)
Pe multimea claselor de resturi am introdus doua legi de compozitie, adunarea si
inmultirea.
S-a ardtat ca (Z,, +) este grup comutativ, iar (Z,, -) este monoid.
Distributivitatea inmultirii fatd de adunare pe inelul (Z, +, -) se transferd pe Z,:
inmultirea claselor este distributiva fata de adunare.
Intr-adevar:

a-(b+¢&)=a- (b+c) = a-(b+c) = ab+ac = ab+tac=a-b+a - ¢

Analog demonstram ca (b +¢) - a = b-a+¢-a
Asadar elementul zero este clasa 0, elementul unitate este 1.

De asemenea, ne amintim: U(Z,) = {a € Z,| (a,n) = 1}.
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6. Fie A o multime nevida si P(A4) familia partilor sale. Tripletul (P(4), A, L) este
inel comutativ, unde A este diferenta simetrica, iar N este operatia de intersectie.
Intr-adevir, si ne reamintim ca XA Y= (X\ Y) U (Y\ X) si cd A are proprietatile:
B XAVNVAZ=XA(YAZ),VX Y, Ze PA)

B XAY=YAX,VX Ye PA)
B XA =X(D este elementul zero)
B XA X= (orice element X este simetrizabil

in raport cu A).
De asemenea:
B XnY)nNnZ=XNn{Yn2Z),VX Y Ze PA)
B XNnY=YnX, VX Ye PA)
B XNnAd=X,V Xe P(A) (4 este elementul unitate)
Si in final:
Xn(YAZD)=XnY) AXn2),VX, Y Ze PA)
Verificati aceste proprietdti ca exercitiu recapitulativ.
Oricum, veti reveni asupra acestor proprietati rezolvand un exercitiu propus la
pagina &9.

Y

7. Inelul (Z][i], +, -) — inelul intregilor lui Gaus.
Zlil={a+bila, be Z} cC
Deoarece Z[i] este submultime a multimii C, rezulta ca adunarea si inmultirea au
proprietatile cerute in definitia inelului.
Elementul zero este numarul complex 0=0+0 -i e Z[i]
Aratam ca U(Z[i]) = {1, -1, i, —i}
Este evident cd a + bi € Z [i], a + bi # 0 este inversabil in Z[{] daca inversul sau

din C, b , apartine lui Z[{]. Insa

a+bi
a
1 _ a—Dbi _ a b ' ' JERpS ez
a+bi dc+b> A+b: AP+ LE Z)il & )
—— € L
a +b

Observam ca: a 2+ b 2— @ +b° _ 1!
| d?+b? a+b* | (A +b*)} A+

€ 7. Prin urmare @’ + b° = 1.

Rezulta ca >

a’+b?

et =1 a’=0
Avem posibilitatile sau
b*=0 b’ =1

Deducem (a, b) € {(1, 0); (-1, 0); (0, 1); (0, —-1)}.
Asadar: a + bie {1,0,-1,1,-1}, c.c.t.d.
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OBSERVATII

1. Asupra unei structuri de inel asemanatoare celei anterioare vom reveni cu una
mai generald, in cadrul rubricii de exercitii rezolvate de la finalul paragrafului
(pagina 70).

2. Nu este complicat de demonstrat ca daca (4, +, -) este inel, atunci multimea U(A4)
este parte stabild a lui 4 fata de legea - (,,multiplicativa®), iar perechea (U(A4), -)
este grup, numit grupul multiplicativ al elementelor inversabile din inelul 4.

m Divizori ai lui zero intr-un inel

DEFINITIA 1

Fie (4, +, -) un inel. Elementul x € A4, x # 0, se numeste divizor al lui zero la
stinga daca existd y € A4, y # 0, astfel incatx - y=0.

Elementul x € 4, x # 0, se numeste divizor al lui zero la dreapta daca exista
yve A,y #0,astfel Incat y - x=0.

Evident, in definitia anterioara daca x este divizor la stinga, atunci y este divizor la
dreapta.

In cele ce urmeaza unui divizor la stinga sau la dreapta ii vom spune scurt: divizor al
lui zero.

Exemple

1. ininelul Zy5, +, ), 4 este divizor al lui zero, deoarece 4 # 6, 4-3= 6, far 3 #
0.

In acest inel rezulta ca si 3 este divizor al lui zero.

. 1 0
2. Ininelul (M, (R), +, -), matricea 4 = [O O) este divizor al lui zero.

o o S . y 00
Pentru justificare, este suficient sa observam ca exista o matrice nenula B = [O ) )

pentru care 4 - B = 0,.

3. Nu toate elementele unui inel sunt divizori ai lui zero:
Orice element inversabil nu este divizor al lui zero.
Intr-adevar: daci x # 0 este inversabil si x - y = 0, atunci
k=0 e 'x)y=0=1y=0cy=0.

4. Exista inele care nu au divizori ai lui zero.
Exemple: inelele numerice, unde x - y =0 = x=0sau y=0.
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Acest exemplu justifica definitia urmatoare:

DEFINITIA 2

Un inel comutativ fara divizori ai lui zero se numeste domeniu de integritate. ]

(Z]i], +, -) este un alt exemplu de domeniu de integritate.

Urmatoarea remarca rezulta din definitia divizorului la stinga (dreapta) intr-un inel si
are in vedere o situatie nou-creata intr-o astfel de structura: daca ,,un produs* de factori
poate fi zero fara ca factorii sa fie zero.

Sa retinem!

Intr-un inel (4, +, -) urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. Inelul nu are divizori ai lui zero.
2. Oricarear fix, ye 4,x#0,y#0=x -y #0.
3. Dacid x, y € 4 astfel incat x - y = 0, atunci x =0 sau y = 0.

Sa mai retinem ca intr-un inel putem face orice fel de amplificari, dar nu intotdeauna
putem face simplificari.
Adica: pentrux, y€ A, x€ 4, a#0, avem:
x=y=a-x=a -y (amplificare la stanga cu factorul nenul a)
x=y=x-a=y -a (amplificare la dreapta)
Insadina - x =a -y, a#0, nuputem trage concluzia x =y (nu putem simplifica prin
a).
De exemplu: in inelul Z4 avem 4-2=4-542%5.
Daca insa A este un inel fard divizori ai lui zero si a, x, y € A4, a # 0, atunci:
a-x =a-y= x =y (simplificare la stanga cu factorul nenul a)
Xx-a =y -a= x =y (simplificare la dreapta cu a # 0)
Intr-adevira - x=a-y=a-x—-a-y=0=2a(x+(9)=0=x-y=0=>x=y
(penultima implicatie avand loc pentru ca a # 0 si inelul nu are divizori ai lui zero.
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Reguli de calcul intr-un inel

Casi in structura de grup, intr-un inel putem face calcule: in grupul (4, +), iIn monoidul
(4, -), dar si calcule specifice, datorate legaturii dintre cele doua operatii.

Propozitia urmatoare extinde la nivelul unui inel oarecare regulile de calcul algebric
intalnite la operatiile cu numere intregi, rationale, reale sau complexe.

__PROPOZITIE

Fie (4, +, ) un inel oarecare. Atunci:
1. x-0=0-x,(V)xe 4
2. (V) avem: (=x) - y=x-(-y)=—xy
(X)) () =x"y } regula semnelor
3. Daca notam x + (—y) cu x — y atunci:
(V)x,y,ze 4 x-(y—z)=x-y—x-z |distributivitatea inmultirii
y—z) x—z-x } fata de ,,scadere*
4. Intr-un inel comutativ sunt adevarate formulele de calcul prescurtat invitate
anterior:
& —b*=(a->b)(a+b)
(a +b)?=a*+2ab+ b*(unde 2 ab = ab + b)
d'—b'=(a-b) @ " +a" P rab" P+ b
(a+b)'=Cd"+Cd" " b+ C2d" B+ ...+ CM B ae N¥

| J

Demonstratie ~ 1. x-0=x-(0+0)=x-0+x -0, de unde prin simplificare (in grupul
(4, +)) prinx - 0, deducem x - 0 = 0; analog deducem 0 - x = 0.
© 2. Din0=0"y=(x+ (=) y=xy+(=x) y, deducem ca (=) - y este
simetricul (opusul) lui x - y, deci (—x) - y =— (x * y); analog deducem
cax-(—y)=-xp.
S 3x- -2)=x-(+t(=z2)=xy+tx-(—z)=x-y+(-x2)=xy—xz
" 4. Se arata prin calcul direct, respectiv, pentru binomul lui Newton,

demonstratie prin inductie, asemanatoare celei din clasa a X-a
(exercitiu util).

OBSERVATIE

Legat de calculul intr-un inel, sa facem si urmatoarea remarca:
Daca un inel are cel putin doud elemente, atunci 1 # 0.
Intr-adevar: daca prin absurd am avea 1 =0, atunci (V) x€ A avemx=x-1=x-0=0.
De unde ar rezulta 4 = {0}, In contradictie cu ipoteza.
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Inele de matrice cu elemente
dintr-un inel oarecare

Avem 1n vedere o extindere a inelului de matrice patratice cu elemente dintr-un inel
numeric la un inel de matrice cu elemente dintr-un inel comutativ oarecare, care contine
cel putin doua elemente.

__ DEFINITIE

Daca x; € A i= I,_n sij= 1,7 sunt elemente ale inelului (4, +, -), atunci un
tablou de forma

al 1 a12 aln
Gy Ay a,,
anl anZ ann

se numeste matrice de ordin n, cu elemente din inelul (4, +, -).

Notam cu M, (4) multimea acestor matrice.
Pe multimea M, (4) introducem doua operatii numite tot adunare (+) si inmultire (*),
extensii ale celor cu acelasi nume definite in clasa a X-a:
Daca X= (xij )i=1,7 siY= (yij )i=1,7 , atunci
j=Ln j=Ln
X+Y= (ocij )izg , unde o =x;+ Yy } operatia de adunare din inelul 4
j=Ln
n
XY=y )i=Q , unde f3,;= ink Vi } operatia de inmultire din inelul 4
j=Ln k=1

PROPOZITIA 1

Daca (4, +, -) este un inel comutativ, cu cel putin doud elemente atunci, (M, (4), +, *)
este un inel necomutativ, numit inelul matricelor pdtratice de ordin n peste inelul A.

Proprietatile celor doua operatii pot fi demonstrate asemanator celor din clasa a XI-a.

0 0... 0
. . . ) . 0 0... 0
Retinem ca elementul zero al inelului este matricea 0, = | . ,
0 0... 0
1 0... 0
0 . .
iar elementul unitate este matricea /, = ,(aICI 0 .esjce elementul zero al
: inelului, iar 1 este elementul
0 0... 0 unitate al inelului A4).
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Daca n =2, inelul (M, (4), +, -) este necomutativ si are divizori ai lui zero, luand ca

1 0 0 ... 0 00 0 ... 0
) 00 o0 .. 0 ) 1 0 0 ...
exemplu matricele X =| | 0,51 Y= . # 0, pentru
0 0O 0 0 0O 0
care X - Y=0,.
Exemplu

Consideram X = {0, 1} si multimea partilor lui X, P(X).
Stim ca (P (X), A; M) este inel comutativ.

Fie matricele M = [ 2 {0} ], N= [ {1} {O}] Sacalculam X + Ysi X+ Y

{1} {o.1} o1} @

ay  ap
X+Y=( ), unde
ay; Ay
ap =D A{1}={1} a;p, =10} A{0} =0
ay ={1} A{0,1} ={0} ay,=1{0,1} A ={0, 1}

b, b
X-vy=| " "1 unde
b21 b22

b, =@N{1})A{0} n{0,1})={1} A {0} ={0, 1} (,.linia I — coloana I**)
bp=@N{0HA{0} "nD)=T A D= (,linia I — coloana a II-a*)

by =({1} {1} A{0,1} n{0,1} ={1} A{0,1}={0} (,linia a II-a— coloana I*)
by =1} Nn{0HA{0,1} N D)= A D= (,linia a II-a — coloana a I1-a*)

Unei matrice oarecare dintr-un inel de matrice peste un inel oarecare i se poate atasa
un element din inel numit determinantul matricei (o extensie a notiunii de determinant).

__ DEFINITIE .

Daca X= (x;)

i i=ln
j=Ln

, atunci det X' dif' 2 €(0) " Xis) " Xao2) -+ Koy

ceS,

unde € (o) = (—1)’”(6), m(0) = numadrul inversiunilor permutarii G.

Toate proprietatile determinantilor se extind pe caz general.
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Suntem pregatiti sd determinam unitatile inelului de matrice patratice cu elemente
dintr-un inel oarecare.

PROPOZITIA 2

Matricea X € M, (A) este inversabila in inelul (M,,(4), +, ) daca si numai daca
det Xe U(A)

Demonstratie
Matricea X € M, (A4) este inversabild daca exista ¥ € M, (4) astfel incat

X Y=Y X=1I, (1)
Folosind proprietatea: determinantul produsului este egal cu produsul determinantilor
a doua matrice si trecand la determinanti in (1), obtinem:

det X-det Y=det Y- det X=1, deci det X e U (A).

Reciproc: presupunem cd det X € U(A).
Ca si in clasa a XI-a, construim in etape matricea inversa.
a) Construim X', matricea transpusa, obtinutd prin schimbarea liniilor matricei X in
coloane.
b) Construim X°, adjuncta matricei X, prin inlocuirea elementelor matricei X' cu
complementii lor algebrici.
c¢) Verificam egalitatea X X' =X X=(detX)" I,
d) Deducem ca X~ = (det X)_l X
3
1

este inversabila si sa calculam X~ L

Exemple

Fie X= (

Sa aratam ca

Oy D

L>  —>
|9, PR 3
N—

€ M, (Zyy) si Y:(

M

A A A

det X=51-3-2=5-6=11

Deoarece det X=11 € U (Z,,) deducem ca X este inversabild in inelul M, (Z,,).
Parcurgand etapele descrise anterior obtinem:

13 5 2 1 (50=2) (7 2
X=|\ o ThxX=l T Thxt=) | =], 2
55 30 531 (30

Deoarece det Y= 1-2-0-3=2,iar 2¢ U (Z,,), deducem cd Y 'nu este inversabila in

inelul M, (Z,,), desi determinantul matricei este nenul!

Retineti!

Intr-un inel de matrice peste un inel oarecare notiunea de matrice inversabild }

nu coincide cu cea de matrice nesingulard (cu determinant nenul)!
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Exercitii rezolvate

1. Fie a € Z un numar intreg. Pe multimea Z definim legile:
xly=x+y+axTy=x+a)(y+a)—a.
Sa se arate ca (Z, L, -) este inel comutativ, fara divizori ai lui 0.
Determinati elementele inversabile ale inelului.

Rezolvare

Verificam axiomele de inel:
a) (Z, L) este grup comutativ
Fie x, y, z € 7Z; atunci:
B xlyylz=(x+y+ta)lz=x+y+ta+tz+ta=x+y+z+2a,iar
x1l(y+tz)=xL(y+z+a)=xL(y+tz+ta)ta=x+y+z+2a
Rezulta ca legea L este asociativa.
B Dinx ly=x+y+a=y.la, rezultd cd L este comutativa.
B Dinx L O=xrezultax + 0 + a=x, adica, 8 =—a este elementul neutru al primei
operatii.
B xlxX=0sx+x+ta=—a< X =—x—-2a¢e Z este simetricul elementului
x In raport cu L.
Rezulta ca toate elementele lui Z sunt simetrizabile in raport cu L.
b) (Z, T) este monoid comutativ
B (V)x, y, z€ Zavem
(x-y)-z=[(x+a)(y+a)—a] - z=
=s[x+a)(yta)—a+a]l - (zta)—a=x+a)(y+ta)(z+a)—a
x-t+tz)=x-[+ta)(z+ta)—al=x+a)[(y +a)(z+a)—a]=
=(x+a)(y +a) (z + a)—a. Deci legea este asociativa.
B Pentru(V)x, y,ze Z,xTy=x+ta)(y+ta)—a=(p+a)(x+ta)—a=yTx
(legea - este comutativa).
B Elementul neutru:
Cautam e € Z astfel incaitx Te=eTx=x(V)x € Z.
Datorita comutativitatii, ne ocupam de egalitatea
xTe=xoSx+ta)(leta)-a=x(x+ta)(leta)=x+a.
Deoarece ultima egalitate trebuie sa aiba loc, pentru orice x € 7., deducem ca
e +a=1,adiciae=1-ae Z (element neutru).
¢) Demonstram ca a doua lege, T, este distributiva fatd de prima lege, L.
Dacax, y, z € Z, atunci:
xT(yLlz)=xT7(+z+ta)=x+a)(y +z+2a)—a
CTWLETH=[x+a) (v +a)—al L[ +a) c +a)—a] =
=xta)(yvta)-a+t(x+ta)(z+ta)—a+ta=
=xta)yta)+t(xt+a)(z+a)—-a=x+a)(y+z+2a)-a.
RezultacaxT(yLz)=xTy) L (xTz).
Din comutativitate deducem si a doua parte a axiomei.
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Aratam ca inelul nu are divizori ai lui zero (este deci domeniu de integritate).
Intr-adevar: x Ty=0 e x+a)(y+a)—a=—a < (x +a) (y +a)=0.

(6]
& x+ta=0sauy+ta=0ox=—agsauy=—aq,adicaix=0sauy=20

(echivalenta (1) are loc pentru ca inelul (Z, +, -) este domeniu de integritate).
Sa determinam elementele inversabile ale inelului (Z, L, T).

x € Z este inversabil & () x" € Z astfel incatx Tx' =x'Tx=¢

Deoarece a doua lege este comutativa, retinem:

xTxX=escsxt+ta)X ta)-a=l-asx+ta)@ +ta)=1

& x +aestedivizoral luil & x+ae {-1, 1}.

Deducem ca inelul (Z, L, T) are doud elemente simetrizabile: 1 —a si—1 —a.

2. Numim intreg liber de pdtrate un numar intreg d € Z \ {0, 1} care nu este divizibil
prin patratul unui numar prim.
Stim ca ecuatia x> —d =0 are doud solutii complexe (eventual confundate).

Notam cu \/Euna dintre ele si Z[\/E] ={xeC|x=a +b\/E,a, be Z}.
a) Sa aratam ca (Z[ Jd ], +, -) este inel comutativ.

b) Definim functia (,,norma“) N: Z[ Jd |—>ZprinN(a+b Jd )= @ —db’, pentru
orice a, b € 7. Sa se demonstreze:
1) Nz 2)=Nz)  Nz,) (V) 21,2, € Z[d ],
2) Elementul z € Z[\/E ] este inversabil in inelul Z[\/E ] daca si numai daca
Niz)e {-1,1}.

3) Z] J2 ] are o infinitate de elemente inversabile.

Rezolvare

a) Saobservam ca adunarea si Inmultirea numerelor complexe sunt legi de compozitie
pe Z[d 1.
(a+bNd)+(@ +bJd)=(a+a)+ b +b)de Z[Jd ]
(a+b~Jd)- (@ +bJd)=(aa + dbb’) + (ab + a’b) Jd € Z[d ]
Proprietatile de inel ale acestor legi sunt cunoscute, ele conferind multimii C structura
de inel comutativ.

Elementul zero al inelului Z[\/E ] este numarul complex 0 = 0 + 0 \/E , 1ar
elementul unitate este numarul complex 1=1+0 - \/E .
Sa mai observam ca acest inel nu are divizori ai lui zero.
b) Notaimcuz*=a—b \/E e 7] \/E ] (,,conjugatul“ numarului 7).
Deci N(z) =z - z*. Tinand cont ca (z; - z,)* = zf . z; avem:
1) Mz, 2))=(z,"2) (21 2)* = (2" 2) - (Zik ’ Z;) = N(z)) - N(z,).
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2) Fiez e Z[\/E ] un element simetrizabil; deci existd z’ € Z [\/E ] astfel incat
z-Zz'=1. Trecand la,,norma“, obtinem N(z - z') = N(1) & N(z) - N(z') = 1, adici
Niz)e {-1,1}

Reciproc: daca Mz) € {1, 1}, luam z’ = M(z) - z* si avem:
z-Z =N(z) -z z* = N(z)* = 1, deci z este inversabil in Z[ Jd ].

Retinem: a + bd € U[\/E] o (@ +dbY)==1.

3) Conform punctului anterior, a + b2 € U[Z\/E] sd-200=+1 (D)

(I+ V2 )'=x,ty, V2, X, € Z,y,€ Z(se obtine In urma ridicdrii la putere cu
formula binomului lui Newton si gruparea adecvata a termenilor).

Atunci: (1 - \/5)"=xn—yn\/§ ,deci x> — y2- 2=(xn+yn\/§)(xn—yn\/§)=
=(1+2)Y - (1=2)Y'=(1-2)=(1)'=+1.

Numerele intregi, x,, y, verifica egalitatea (1) deci numerele distincte

(1+ J2 )", n € N, sunt inversabile.

OBSERVATIE

in cazul d > 0, ecuatia @ —db? = 1, numitad ecuatia lui Pell, poate fi rezolvata,
avand o infinitate de solutii (a, b)) € Z x Z.

Prin urmare, inelul (Z [\/5 ], +, *), d > 0, are o infinitate de elemente inversabile.

3. Fie C([0, 1]) = {f: [0, 1] > R | fcontinua}.
Aratati ca (C([0, 1]), +, -) este inel comutativ cu divizori ai lui zero.

Rezolvare

Cele doua operatii sunt legi de compozitie deoarece suma si produsul a doua functii
continue sunt functii continue. Restul proprietatilor sunt evidente, ele conferind
multimii C([0, 1]) o structura de inel comutativ.
Consideram functiile continue f; g : [0, 1] — R:

1-2x, O<x£% 0, O<xS;
Sx)= , 8x)= q
0, —<x<1 2x-1, 5<x<1

Observam ca functiile sunt continue pe [0, 1], nenule, iar /- g = 0.
Deci f'sige C([0, 1]) sunt divizori ai lui zero.
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a+3b b o
4. Fie G= . || a beZ, detA=1}.
4 a+3b

Sa se arate ca (G, -) este grup izomorf cu grupul lui Klein.

Rezolvare

det 4= (a + 3b)2—21b2=a2+2(3-ab)+3b2_4b2:a2_b2:a2_bzzi,

AAAAAA

A*=B*=C"=1,,AB=BA=C,AC=CA=B,BC=CB=A.
Rezulta ca (G, -) este grup izomorf cu grupul lui Klein.

5. Sa se rezolve in inelul Z sistemul {

Rezolvare

Prezentam mai multe metode.
Metoda substitutiei

Un singur coeficient este inversabil in Zg, adica 5 , coeficientul lui x din prima ecuatie.
Il scoatem pe x din prima ecuatie si il Inlocuim 1n a doua.

Obtinem 5x=3-2y o (5)'5x)=(5)"'3-2y)ox=53-4y) o
ox=3-4y.

Dupa inlocuire, ecuatia a doua devine:

4(3- 4y)+3y loiy=1o y= (3)_-1:5

Pentru y = 5, obtinem x = 3-4-5=1. Sistemul are solutiaunicax= 1,y =5.

A

Metoda reducerii

Elimindm necunoscuta x, amplificand prima ecuatie cu — 4 sia douacu5.

Obtinem sistemul: { .
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Adunand cele doua ecuatii, se reduce si x si obtinem y =5 .
Asemanator, elimindnd y intre cele doua ecuatii, obtinem x = 1.

Verificam ca perechea ( 1,5 ) este solutie a sistemului (1).

OBSERVATIE

Amintiti-va ca Intr-un inel cu divizori ai lui 0 egalitatilea - b=a - ¢ si b= c nu sunt
echivalente.

Daca a este element inversabil, atuncib =c & a-b=a - c.

Prin urmare: amplificand ecuatiile unui sistem cu coeficienti dintr-un inel, prin
elemente neinversabile, nu obtinem ecuatii echivalente.

Procedand astfel este posibil sa obtine la final ,,solutii strdine. Le putem elimina
numai in urma verificarii in sistemul dat initial.

Metoda matriceala

A A

Fie4=| _ _ | matricea coeficientilor.
4 3
. N x) (3
Sistemul se scrie echivalent 4 - ( jz R (1)
Yy 1

Deoarece det A = 1 € U (Zg), deducem ca matricea 4 este inversabild in M,(Zy) si
deci sistemul are solutie unica. Amplificand la stdnga in (1) prin A7 obtinem:

. Gasim x = i,y= 5.

LI

|

o))
—_—> LY
v =D

OBSERVATIE

Cadrul restrans al programei scolare nu permite o abordare mai generala a rezolvarii
sistemelor de ecuatii liniare cu coeficienti intr-un inel oarecare, prin metode matriceale
(regulile lui Cramer sau Kroneker-Capelli).
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6. Sa se determine matricele X € M(Z;) cu proprietatea X =

—> N>
N> =D

Rezolvare

X +yz=2 X +yz=2
xy+yt=i y(x+t)=i
Obtinem sistemul: A N
e+ zr=1 z(x+1)=1
zy+12=2 y+12=2

Scazand ultima ecuatie din prima obtinem:

=0 @x-x+H=0cx—1t=0 ()saux+r=0 (2)
(deoarece Z; nu are divizori ai lui zero).
Observam ca relatia (2) nu poate avea loc, altfel ecuatiile a doua si a treia ar fi

echivalente cu 0 = 1.
Ramane solutia (1) si de aici £ = x.
Comparand ecuatiile 2) si 3) ale sistemului obtinem z = y si sistemul se reduce la

P yr=2 P yr=2
xy+xy=i x)’zﬁ
y N P 12 21
Rezulta solutiile (x=1,y= 2 six=2,y= 1) simatricele X=| |  |; X= i
2 1

7. Fie (4, +, -) un inel cu cel putin doud elemente (1 # 0) si M= {x € 4 | X = x}.
a) Sa se demonstreze ca daca M este finitd, atunci M are un numar par de elemente.
b) Daca A este finita, sa se calculeze produsul elementelor nenule din M.
c) Daca M = A, sa se arate ca:
)x+x=0,Vxe A4;ii) A este comutativ.

Rezolvare

a) Sa observam ci dacix € M atunci | —x € M. Intr-adevar:
(1-x=1-2x+x*=1-2x+x=1-x.
Deci elementele multimii M se pot aranja in perechi de forma (x, 1 —x).
Demonstratia se incheie daca aratim ca elementele oricarei perechi sunt diferite.
Intr-adevir: daca ar existax, € M astfel incatx, =1 —x, (1), prin amplificare cu x,,
am obtine x, =x,— X, < x,=0.

Atunci (1) ar deveni 0 = 1, contradictie.
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b) Avem doua cazuri:
« M= {0, 1}. In acest caz, produsul este 1.
* M contine si alte elemente in afard de 0 si 1.
Fie x un astfel de element. Atunci si 1 —x € M, 1 —x # 0 conform punctului anterior.
Insd x(1-x)=x —x*=0. In acest caz produsul tuturor elementelor nenule din M este 0.
¢) i) Daca P=x (V) x € A, alegand x = —1 obtinem (—1)2 =(-1).
Pe de alta parte, in orice inel (—1)2 =(-1) - (-1) =1 (regula ,,semnelor*).
Rezulta 1 =—1 adica 1 + 1 =0, de unde prin amplificare cu x € 4 obtinem:
x+x=0.
ii) Acum: fie x, y € 4. Demonstram ca xy = yx.
Din ipoteza avem ca (x + y)2 =x+y(1)
Insa (x +y)2=(x +y) - (x +y)=x2+xy+yx +y2=x +y+xpy+yx.
Comparand cu (1) deducem xp + yx = 0; echivalent xy = — yx, iar din — yx = yx,
obtinuta la i) deducem xy = yx, c.c.t.d.

OBSERVATIE

Un element x € 4 cu proprietatea x> = 0 se numeste element idempotent al inelului.
Un inel care are toate elementele idempotente se numeste inel boolean.

Exercitii propuse

1. Aratati ca multimea propusa are o structura algebrica de inel in raport cu operatiile
date:
a) (Z,* Thundex x y=x+y+2six T y=2xy+yx +4y+6.
b) (Z, T,L),undex T y=x+y-3;x Ly=xy—3y+12.

c) (Z[ J3 ], +, ), in raport cu adunarea si inmultirea numerelor reale.

d) {a+b J3i | @, b € Z}, in raport cu adunarea si inmultirea numerelor
e) (Z[i], +, *),undex ¥ y=x-y+Imx-Im y,x,y e C.
f) (@xR,+,),unde (a,x)+(b,y)=(a +b,x +y)si(a,x) (b,y)=(ab,ay+bx +xy).

a b
g) M= {[ 0 a] | a,be Z} in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

a 3b
h) {[ b a ] | a, be Q} in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

2. Aratati ca urmatoarele multimi nu formeaza o structura de inel impreuna cu operatiile
de adunare si inmultire.

a) 3Z; b) {x + y\/3 | x, y € 2Z}; ¢) {[Z _b] | a,be3Z}.
a
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3. Aratati cd urmatoarele multimi de matrice impreuna cu operatiile de adunare si inmultire
formeaza o structura de inel.

a b c

a) {(“ 3b]|a,bez};b) 0 0 bllabeZ
b a
0 0 a

. . ax . o
4. Aratati ca multimea M = { 0 J|ae Q, xeR} este inel comutativ in raport cu
a

adunarea si inmultirea matricelor.
Are inelul divizori ai lui zero?

a b ¢
5.FieM=40 a d||a,b,c,de R}, Sisearateca:
0 0 a

a) (M, +, -) este inel necomutativ;

b) in inelul M, orice element x este inversabil sau este nilpotent (adica exista k € N*
astfel incat X* = 0,).

¢) Calculati 4", unde 4 € M, n € N*,

V3

6. Fiee=— %+i7 si Q (¢) = {a + be| a, be Q}. Sa se arate ca (Q(¢), +, -) este inel

comutativ. Determinati elementele inversabile ale inelului.

7. Ardtati cd (Z[iN3]= {x +iy/3
si Tnmultirea numerelor complexe. Determinati elementele inversabile ale inelului.

X, y € 7} este inel comutativ in raport cu adunarea

8. Pe R se considera legea de compozitiex * y=ax + by +c,a, b, ce R.
Determinati @, b, c € R astfel incat (R, *, -) sa fie inel.

9. Pe multimea R, ={0, 1,2, ..., n— 1} consideram legile de adunare @ si Inmultire ®
modulo n. Sa se arate cd (R,, ®, ®) este inel comutativ. Determinati elementele

inversabile ale inelului (R ,, @, ®).

10. Rezolvati sistemele de ecuatii:

3x+y=9 3x+y=4 x+y=1
a) N ~sX, VE Z15;b) . X, VE ZLyp; ©) R X, VE L
x+2y=8 X+2y=3 x+3y=2
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35 31
11.Consideram matricele U, V e M, (Z¢), U= [A AJ, V= [A A]-
5 4 1 2

a) Calculati U + V, UV, VU.

b) Aratati ca matricele U, V' sunt inversabile si calculati U~ Lyt
c¢) Determinati X € M, (Z) astfel incat U x V =1,

d*) Aratati ca existd n € N astfel incat U" = I,; analog pentru V.

skskok

12.Fie (G, +) un grup comutativ. Pe multimea H={/: G—> G/f(x +y)=f(x) +f(»)}
definim legile de compozitie notate @ si o astfel (f® g)(x) =f(x) + g (x) si (fo 2)(x) =1 (g(x)).
Sa se arate ca (H, @, o) este inel.

13.Fied = {f: {0, 1} —> R | ffunctie}. Sa se arate ca (4, +, -) este inel de functii cu divizori
ai lui zero.

0 1
14.Fie A=M={x,+y/x ye R’A:(O O)}

Sa se arate cd (A, +, ) este inel in raport cu operatiile uzuale.

15.Fie (4,,+, ), (4,, +, *) doud inele. Pe multimea 4, X 4, introducem legile de compozitie:

(a, b)+ (¢, dy=(a+c, b+d)si(a, b) (c,d)=(a-c b-d).
a) Sa se arate cd (4, +, *) este inel (se numeste produsul direct al inelelor 4, si 4,).
b) Sa se determine elementele inversabile ale produsului direct Z, si Z.

16.Fie A= {a+ b2 +c\3 +dJ6|a b, c de Q}.
Sa se arate ca (4, +, -) este inel comutativ.

0 1
17.FieA=[O jsiMA={A-X~A|XeM2(R)}.

1

Sé se arate ca (M, +, -) este inel in raport cu adunarea si Inmultirea matricelor.

18. a) Sa se arate ¢a ecuatia X > = 0,, are patru solutii in M,(Z,).
b) Sa se arate ca inelul (M,(Z,), +, -) are 6 elemente inversabile.

X o
19.FieT={[ y]|x,yEZ3}siG={Ae T/detd=1}.
a) Determinati card 7.

b) Aratati ca (G, -) este grup.
c) Aratati cd (G, +) = (Zy, 1).
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20. Sa se rezolve sistemele:

~

x+y+z=1 §x+y+z=21
a) §x+3y+z=i,x, ¥V, z€ Zs; b) x+y+§z=§
x+y+2z=4 3x+2y+4z=9

\S]
> =

21. Determinati a € Z pentru care matricea 4 = ( R } € M(Zg) este element inversabil

al inelului.

22. Determinati f: Z, — Z- astfel incat f'(x) +f(21x) = gx, M) x eZ,.

204 376 818
*23. Se considera matricea A = | 222 321 253 .
—88 424 496

Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
a) det A4 este numar par; b) det a este divizibil cu 3;
¢) 4 este inversabild in M;(Q); d) A este inversabild in M(Z).

24. a) Verificaticaa ta+a+a+a= 6,(V)ae Zs.
b) Deduceti ci (a + b)Y’ =a’ + b°, (V) a, b € Zs.

25.Fie (4, +,)uninelsia, be A,a-b=>b - a. Sa se arate ca:
a)ya"-b"=b"ad"(V)Ym ne N.
b)d"—b" =(a-b) (@ ' +a" b+ .. +b" "), (V)ne N*

26.Fie (4, +, -) un inel necomutativ sia, b € A.
Presupunem ca 1 — ab este inversabil si u este inversul sau.
a) Calculati (1 — ba) (1 + bua).
b) Deduceti ca daca 1 — ab este inversabil, atunci 1 — ba este inversabil.

27. Fie (4, +, -) un inel cu proprietatea S=x(V)xe A.
Demonstrati ca X =x (V) x € A. Dati exemple de inel cu aceasta proprietate.

28. Fie (4, +, ) uninel in care 0 # 1. Aratati ca daca grupul (U(a), -) are ordin finit impar,
atunci 1 +1=0.
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Corpuri

DEFINITIE

Fie (K, +, -) un inel cu cel putin doua elemente.
Inelul (K, +, ) se numeste corp daca
(V)xe K,x#0 (@) x" € Kastfel incatx - x'=x"-x=1

Asadar corpul este un inel particular, in care orice Inel

element nenul este inversabil.
Corpul (K, +, -) se numeste comutativ daca inelul
este comutativ (a doua lege de compozitie este

comutativa).

Exemple

1. Corpurile numerice
(@Q, +,9), (R, +, *), (C, +, -) sunt corpuri comutative.

2. Corpuri de numere patratice
Reamintim ca d € Z \ {0, 1} se numeste liber de patrate daca nu este divizibil cu
patratul oricarui numar prim.
In acest caz multimea
Q( Jd )={a+b Jd | a, b € Q}, impreund cu operatiile de adunare si inmultire ale
multimii C, este corp comutativ, numit corp de numere pdtratice (\/E este una dintre

Intr-adeviar: am vazut in paragraful anterior ci (Z ( Jd ), +, *) este inel comutativ.

Asemanator demonstram ca si (Q ( Jd ), +, ) este inel comutativ cu cel putin doua
elemente.

in plus: in acest inel orice element nenul este inversabil: daciz=a + b \/E ,a,be Q
si z # 0, atunci:

l_ 1 B a—b\/d_ _ a

Z a+b\/d_ a’-b*d da*-b*-d

s l;)z d'\/je Q \/E este inversul lui z in
a—-b2-

Q (Vd).
In particular: Q( 2 ¥ QG):; QU NE) ) sunt corpuri patratice (am preferat notatia

Q@ V3 ) in locul scrierii @(\/—73 ).
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3. Exemplu de corp necomutativ

u v
Fie H= {( _ _] | u,ve (C}.
-V u

Este usor de verificat cd H impreuna cu operatia de adunare si inmultire a matricelor
este inel (/, este elementul unitate).

\%
) € H,A+#0,, este element inversabil
-V u

Ramane sa aratam ca orice element 4 = ( o

al inelului.

intr-adevar: det A=u-u +v-v =[u + =0 |u/=0si|=0 = u=0siv=0
= A4=0.
Rezultica 4 #0 < det4 #0.

u -V
. detA detA . oL
Deoarece matricea 4" =| € HsiAA" = A4 = I,, rezulta ca A4 este
v u
detA detA

inversabild; deci (H, +, ) este corp.
Aratam ca inmultirea pe H este necomutativa.

. i 0 . 0 1
Fie U= siV=
0 —i -1 0

0 i 0 -
Avem:U-V=(' (I)J;V'Uz( , Olj;deciUV;t V.
l

l

OBSERVATIE

Exista oare corpuri finite necomutative?
Réspunsul este negativ si este cunoscut cu numele de teorema lui Wedderburn:
Orice corp finit este comutativ.

4. Corpul Z, al claselor de resturi modulo p.

[ Daca p este numar prim, atunci inelul (Z,, +, -) este corp comutativ. ]

Stim caninelul (Z,, +, -) clasa a este element inversabil dacd si numai dacd (a, n)=1.(1)
Astfel inelul (Z,,, +, ) nu este corp deoarece anumite elemente nenule sunt

neinversabile: de exemplu 2,3 etc.

In schimb, daca p este prim, atunci pentru orice k, | <k<p—1,avem (k& p) =1, deci

clasele nenule, 1,2 ..., p—1 sunt inversabile.

Rezulta cd (Z,, +, -) este corp comutativ, numit corpul claselor de resturi modulo p.
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Proprietati

1. Orice corp este inel fara divizori ai lui zero.

Demonstratie - Demonstram prin reducere la absurd
. Presupunem ci existix, y € K, x # 0, y # 0, astfel incatx -y =0
: Atunci:x-y=0=>x_1-(xy)=0=>(x_1 ‘xX)y=0=>1-y=0=>y=0,
. contradictie.

2. Multimea elementelor nenule ale unui corp formeaza impreuna cu inmultirea o structura
de grup.
Demonstratie ~ Fie (K, +, -) un corp si K* = K'\ {0}.
* Dacaa, be K*, atuncia - b e K*, deci K* este parte stabild a lui K'in
raport cu inmultirea.
« Inmultirea este asociativi si are elementul neutru 1 (elementul unitate
al inelului).
* Dacax € K*, atunci x este element inversabil al inelului (K, +, -) si
xox ! Lox=1.
_ Deci x este element inversabil n raport cu operatia indusa.
- Deducem ca perechea (K, *, ) este grup.
. In particular (Zy, *) este grup, unde p este numar prim.

=x

3. Orice inel fara divizori ai lui zero, finit, este corp.

Demonstratie =~ Notidm acest inel prin A. Aratam ca orice element a € A, a # 0, este inversabil.
- Pentru aceasta avem 1n vedere functia f,: 4 — 4, f,(x) =a - x.
. Functia este injectiva: £(x) = f,(v) = a - x = a -y = x = y (deoarece
" inelul nu are divizori ai lui zero).
- Deoarece multimea A4 este finitd, rezultd cd f,, este si surjectiva.
. Atunci: existd a’ € A astfel incit f,(a’) = 1, ceea ce este echivalent cu
" aa’ =1, adicd a este inversabil la dreapta.
- Analog: folosind functia g,(x) =x - a, demonstram ca a este inversabil si
. la stanga.
. Conform unei proprietdti cunoscute, daca un element este inversabil si
- la stanga si la dreapta, atunci el este inversabil.

OBSERVATIE

In demonstratie a fost esential faptul ca A este finita.
O dovada 1n plus este inelul (Z, +, -) care este fara divizori ai lui zero si nu este corp.
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WS Morfisme de inele si corpuri

Ca si in cazul grupurilor, o modalitate de identificare si clasificare a structurilor
algebrice de inel (corp) este apelul la morfisme si izomorfisme.

_ DEFINITIA 1

Fie (4, +, *) si (4, +, -) douad inele. Se numeste morfism de inele o functie
f:A— A cu proprietatile:

L fa+20)=f@)+f() (V) x v e 4;

2 fle ) =f@)f0) (V)% v e 4

3. ()= 1y

Un morfism de la un inel la el insusi se numeste endomorfism.

Exemple

1. Functia f: Z — Q, f(x) = x este morfism de inele.

2. Functiag:Z — Z,, g (x) = X este morfism de inele.

3. Functia & : Z[\/E] —7Z [\/5 1, h(a+ b\/E) =a—b~2 este un endomorfism de
inele.

OBSERVATII

1. Prima conditie din definitia morfismului de inele arata ca functia este morfism de
grupuri. De aicirezultd ca f(0,) =0, sif(—x)=—f(x), (V)xe 4

2. Conditiile 1) si 2) din definitia morfismului de inele nu atrag si conditia a treia, cu
referire la ,,transportul” elementului unitate.
Este cazul functieif: 4 — A’,f(x) =0, (V) x € 4, care indeplineste primele doua
conditii, dar /(1) =0, #1,.

DEFINITIA 2

Fie (4, +, ") si (A, +, -) doua inele. Se numeste izomorfism de inele o functic
f:A— A’ cu proprietatile:
1. f'este bijectiva;
2. f'este morfism de inele.

In acest caz spunem ca inelele 4 si A" sunt izomorfe si scriem 4 = A’
Un izomorfism de inele de la un inel la el insusi se numeste automorfism al inelului.
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Exemple

b
1. Fie inelele (Z[{], +, -) si (4, +, -), unde 4 = {[ ab ] | a,be Z}.
-b a

a

Functiaf: 4 — Z[i],f [{ ]

bD =a +bi,(V)a, be Zesteun izomorfism de inele.
a

Verificare
1) feste bijectiva (verificati).

a b)) | a bV )
2) Daca X = siY= , |, atunci
-b a -b a

f(x+y)=f[£ a+d b+b/D =(a+d)+i(b+b)=(a+ib)+(d +ib)=f()+f()

—(b+b") a+d

ad’ -bb"  ab’+d'b
Y v) =
J) f[{ —(ab’+a’b) aa’-bb’

=(a+bi)(@+bi)=f(x) /()
3) fp)=1

D = (aa’—- bb") + i (ab’+ a’b) =

2. Functiaf: C — C,f(z) =7, (V) z € C este un automorfism al inelului (C, +, -), dupa
cum se poate usor verifica.

OBSERVATIE

O functie bijectiva f: 4 — A’ care indeplineste primele doud conditii din definitia
morfismului de inele o Indeplineste automat si pe a treia.

Intr-adevir. Sa ardtam caf(1,) =1,

Fie x" € A’. Din conditia de surjectivitate deducem ca exista x € A astfel incat
f(x)=x". Atunci:

¥ =)= (1) = 0 S (L) =X f(L)si

¥ = =)= (1) ) =f(1,) .
Rezultd ca f(1 ) este elementul unitate al inelului 4", decif(1,) =1,
Prin urmare, in exemplul 1) nu mai era necesara verificarea conditiei 3).

DEFINITIA 3

Fie (K, +, *) si (K’, +, -) doua corpuri. Functia /: K — K’ se numeste morfism
de corpuri daca este morfism al inelelor K si K.

Un morfism de la un corp la el insusi se numeste endomorfism al corpului respectiv.
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Exemple

1./: Q > R, f(x) = x este morfism de corpuri.
2.f:C—-C,f(x)= x este endomorfism al corpului C.

OBSERVATII

1. Daca f: K — L este un morfism de corpuri, atunci f este si morfism al grupurilor
(K, +) si (L, +), respectiv (K*, -) si (L*, -).
In particular avem £ (0) = 0; f (- x) =— £ (x), (V) x € K;
fUR =1 @)= (V) xe K*

2. Orice morfism de corpuri este o functie injectiva.
Intr-adevar: fie f: K — K’ un morfism de corpurisia, b€ K, a # b.
Atunci, din a — b # 0, rezulta ca a — b este inversabil si deci existd ¢ € K astfel incat
(a—b) - ¢ =1 Deducem
fa=b)-e)=f(l & fa—b) f(©) = 1.
Ultima egalitate aratd ca f(a — b) # 0, de unde f (a) — f(b) # 0, adica f (a) #f (b),
c.c.t.d.

DEFINITIA 4

Fie (K, +, ) si (K', +, -) doua corpuri. Functia f: K— K’ se numeste izomorfism
de corpuri daca este izomorfism al inelelor K si K.

In acest caz corpurile K si K’ sunt izomorfe, notind K = K’. Un izomorfism de la un
corp la el nsusi se numeste automorfism al corpului respectiv.

Exemple

a b
1. Sa consideram corpurile (C, +, -) si (K, +, ), unde K = {( 5 ] | a,be R},
-b a

Functia /: K — C,f(( .

b
b n =a + bi, (V) a, b € R este un izomorfism de
a

corpuri, deoarece:
1) feste bijectiva (evident).

2) fx+y)=fx)+f()sif(xy)=f(x) f(»)(V)x, ye K (verificare asemanatoare
celei din exemplul 1 de la izomorfisme de inele).

2. Functia /: Q (\/5) - Q (\E),f(a + b\/E) = — b~/2 este un automorfism al
corpului Q (\/5 ) (verificati).
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Exerciti rezolvate

at+b b
1. Fie K = {{ b bj | a,be K } . Aratati ca multimea K Impreuna cu operatiile
a f—
de adunare si Inmultire a matricelor este o structura de grup.

Rezolvare

a+b b
Notam M (a, b) = b bl
a—

1 1
Observam ca M (a, b) se poate scrie M (@, b)=a -1 + b - X, unde X = [1 J,

1 1 1 1 20
Remarcim ci X* = = =21
1 -1/{1 -1 0 2

B Verificdm ca adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie pe K.
M(a, b)+M(c, d)=(al +bX)+(c[+dX)=(a+)+(b+dX=M@+c,b+d e K
M(a, b) - M (c, d) = (al + bX) + (cI +dX)= (ac + 2bd)] + (ad + bc)X =
=M (ac + 2dd, ad + bc) € K

B Axiomele inelului sunt evidente, fiindca adunarea si inmultirea matricelor din
M,(Q) au proprietatile respective.
(Elementul zero este matricea M(0, 0), iar elementul unitate este matricea
M(1,0)=1

B Matricea M (a, b) are determinatul a*> — 2b° si este inversabild in M,(Q) daca si
numai daca determinantul sau este nenul:
det (M(a, b)) =0 a>—2b*=0 < a=0sib=0, deoarece a, be Q

; a+b b a-b -b
(M(a,b>>=[ , a_bj,<M(a,b>)*=[_b a+bj

a-b -b
oyl a’-2b* a*-2b°
(M. b) "= _, arp |€K

a’=2b* &’ -2b°

Rezulta ca matricea M(a, b) este inversabild in K daca si numai daca este nenula.
Prin urmare toate elementele nenule ale inelului (K, +, -) sunt inversabile, deci
(K, +, ) este corp.
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2. Sa se scrie tabla adunarii si inmultirii unui corp cu 4 elemente.

Rezolvare

Fie K= {0, 1, x, ¥} un corp cu patru elemente.

a) Observamcal+1#1 (pentrul #0)sil+1=0
Intr-adevar: daca 1 +1#0si 1 + 1 =x (sau y) atunci
x+tx=(1+DH)+(A+1)=1+1+1+1=0
(deoarece grupul (K, +) are patru elemente).
Insa:x +x=0ox- (1 +1)=0, adici x si | + 1 sunt divizori ai lui zero in corp;
contradictie.
Deci, 1 + 1 =0, iar de aici prin amplificare deducem x + x=0,y +y =0.
Tabla adunarii este redatd mai jos (am tinut cont de faptul ca pe linii si pe coloane
elementele nu se pot repeta). Urmariti felul cum este structurata tabla. Reiese ca
grupul (K, +) este izomorf cu grupul lui Klein.

+ 0 1 x vy

— O < =

y
x
1
0

e O =

= X = O
= X = O

b) Sa vedem cine este X%
Evident x> # 0, daca am avea = 1, atunci
(=1 =x’—x—x+1=(1+D)-(x+x)=0+0=0;
rezulta x — 1 = 0, adica x = 1, contradictie.
Nu putem avea x? =x, deci x* = y; analog y2 =x.
Urmariti mai jos tabla grupului (K*, -) si tabla Tnmultirii pe K.

I x vy . 0 1 x vy

1 I x vy 0 0 0 0 O
X x y 1 1 0 1 x vy
h% y 1 x X 0 x y 1
h% 0o vy 1 x

3. Intr-uninel (4, +,),0# I, avem x + y=1+xp, (V) x, y € 4\ {0}.
a) Sa se arate ca inelul este comutativ.
b) Sa se arate ca (4, +, *) este corp cu doud elemente.

Rezolvare

a) Deoarece (4, +) este grup comutativ, avem ca x +y =y + x, de unde deducem ca,
l+x-y=1+y-xadicix-y=y-x,(V)x,ye 4\ {0}.
in plus, 0 comuta cu orice element, deci inelul este comutativ.
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b) Facand y = x in relatia data obtinem
xtx=l+r¥ex’—x—x+1 =0 (x— 1)2=0(1)
Deoarece A4 este corp (1) este echivalenta cu x —1 =0, adica x = 1.
Prin urmare A se reduce la doua elemente: 4 = {0, 1}.

. Fie (K, +, -) un corp comutativ.
Sa se arate ca grupurile (K, +), si (K*, -) nu sunt izomorfe.

Rezolvare

Sa presupunem, prin reducere la absurd ca f: (K, +) — (K*, -) este un izomorfism de

grupuri.

Atunci f(0) = 1 si existd x € K astfel Incat f(x) =— 1 (din surjectivitate).

Analizam cazurile: a) x # 0, b) x = 0.

a) Avemf(—x)=/(x)" =(=1)" == 1. Cum feste injectiva, din f(x) =/ (- x).
Deducem x =—x, echivalentcux +x=0<x(1 +1)=0< 1+ 1 =0 (deoarece x
#0).

Atunci 1 =£(0)=f(1+1)=£(1) - f(1) = (£(1))* adica (f(1))* = 1.
Pe de altd parte (f (1) =1 < (f(1) -1’ =0 f(1)-1=0=f(1)=1.
Cum feste injectiva avem f'(1) = £(0), adica 1 = 0, contradictie.

b) Deducem 1 =—1, adica 1 + 1 =0; continuand ca la a) obtinem din nou contradictia

0=1.

. Fien,me N* n<m.
a) Determinati endomorfismele inelului Z,,.
b) Aratati ca nu existd morfisme de la Z, la Z,,,.

Rezolvare

a) Fief: Z, — Z, un endomorfism al inelului Z,,.
In particular feste morfism al grupului (Z,,+).

Rezultéf(@) =0. Stim céf(i) =1. Deducem ci
S =AU+l 4D =D+ +fDH=1+1+. +1=%
x ori
Observamca /(X - y)=f(xy)=xy =X -y =f(X) ().
Rezultd ca Z, are un singur endomorfism, cel identic.
b) Sa presupunem cad ar exista un morfism g : Z, — Z,,. Atunci g(@) =0 si g(I) =1.
Ca si mai inainte, deducem ca g( x) =x.

fnsa 0 = g( 6) =g(n)= n , de unde rezulta ca n = 0 (mod m), adica n este multiplu
de m, contradictie cu n <m.
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6. Pe R se definesc legile de compozitiex T y=x+y—1,x*y=2(xy—x—y)+3.
a) Aratati cd (R, T, %) este corp izomorf cu (R, +, -) printr-un izomorfism
fTR->R, f(x)=mx+n.
7

1
—log, (4x+4)=—.
*5 g, (4x+4) 5

. . 2x+5
b) Rezolvati ecuatia

Rezolvare

a) Lasam pe seama cititorului sa verifice ca (R, -, %) este corp.

. 3
(Elementul zero este 1, iar elementul neutru este 5 )

Dinf(1)=0§if(%j =1, rezulticam=2,n=2s5if(x)=2x-2

Verificati ca f'este izomorfism.
b) Este mai comod sa ,,transportdm* si sa rezolvam ecuatia datd in (R, +, -).

2xXEs élog2 (4x+4)=; = (2x2+5 >:<%log2 (4x+4)j:f(%) =3
@f(zxf] -f(1°g2 (2”4)]#(%] & @x+3) logy (r+ 1) =5,

Acum: observam ca pe (—1, 0) ecuatia nu are solutii, iar pe (0, o) are solutia unica
x =1 (deoarece functia din membrul sting este strict crescatoare, fiind produsul a
doua functii pozitive si strict crescatoare).

7. a) Sa se determine endomorfismele inelului (Z, +, -).
b) Fie d si e numere intregi libere de patrate, d # e.

Aratati ca inelele (Z [\/E ], +, ) si(Z [\/; ], +, *) nu sunt izomorfe.

Rezolvare

a) Fie f: Z — 7Z un morfism de inele.
Avem f(0) =0 si f(1) = 1. Deoarece f'este morfism al grupului (Z, +) avem ca
f(x)=x,(Y)x e Z (fapt cunoscut).
Deoarece f(x - y) =f(x) - f(v), rezulta ca f(x) = x este singurul morfism de inele de
laZlaZ.

b) Presupunem prin absurd ca exista un izomorfism de inele

f:Z[Nd - Z[Je ]. Deci f(0)=0sif(1)=1.

Am aratat anterior ¢a f(x) =x’, (V) x € Z.

Putem extinde constructia lui fla Z [ Jd ] daca stim f(x) in punctelex=a + b Jd ,
a, b e 7. intr-adevir:

fla+bd)=f(a)+f(bd)=f(a)+f(b) f(Nd)=a+bf(Jd).
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Deci feste determinant de f (\/E ).
Fief(Nd )=m+n~Je . Atunci: d=f(d)=(f(Nd )= (f(Nd )} =m’ +n*e +2mn-/e .

. m* +n’e=1
De aici scoatem:
2mn=0

Daca m = 0, atunci nle= d, si cum d este liber de patrate rezulta ca:

n =1, adica d = e, contradictie.

Dacan =0, atunci d = mz; cum d este liber de patrate, avem ca d € {0, 1},
contradictie.

Exercitii propuse

1. Aratati in fiecare din urmatoarele cazuri ca multimea considerata are o structura
algebrica de corp in raport cu legile de compozitie precizate.
a) (Q,*, L),undex*y=x+y—-5xLy=—xp+5x+5y-20;
3 3
b) (R, %,0),undex x y=x +y+ Z;xoy=4xy+3x+3y+ E;

¢) (QxQ,+, ),unde (a, b) +(c,d)=(a+c, b+d)si
(a, b) - (¢, d) = (ac — bd, ad + bc + bd);

d) (RxR,+, ),unde (a, b) + (¢, d)=(a+c, b+d)si(a b): (c, d)=
= (ac — bd, ad + bc) (corpul numerelor complexe);

©) Q2,3+ Q(2,VB)={x+y2 +z3 +16/x,y,z 1€ Q}

in raport cu adunarea si inmultirea numerelor reale;

a b
) (K+,7), unde K= {[ b a ] | a, be Q} inraport cu adunarea si inmulfirea matricelor.

2.FieQ(Y7)={a+b3yT +c49/a b, ce Q).

a) Aratati ca Q ( 7 ) este parte stabila a lui R 1n raport cu adunarea si inmultirea
numerelor reale.

b) Aratati ca dacia + b iﬁ +c %/E=O,a, b,ce Q,atuncia=b=c=0.
¢) Aratati ca (Q ( 7 ), +, *) este corp comutativ.

d) Aceleasi intrebari pentru Q (3/5 ).

e) Gasiti inversul in Q ( 7 ) al numarului 2 + 7 —3/49
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. a b) . -
3. FieL= R | a,be Z, .
-b a

a) Aratati ca & +b°=0 o a=0 si b=0
b) Cate elemente are multimea L?

c) Aratati ca (L, +, *) este corp comutativ.
d) Dati exemple de corp cu 25 de elemente.

4. Pe multimea Z consideram legile de compozitie:
xxy=x+y—-4;xLy=—xy—4x—4y +20;
xXoy=x+y-T;xTy=xy—Tx—Ty+ 56
a) Sa se arate ca (Z, %, 1) si (Z, °, T) sunt inele comutative.

b) Sa se arate cd f: Z — Z, fix) = x + 3 este morfism al inelelor (Z, %, 1) si (Z, °, T).

n

. Fie (C[0, 1], +, -) inelul functiilor continue definite pe [0, 1] cu valori in R.

1
Aratati ca g : (C[0, 1], +, -) = (R,+,"), g() =f(§) este morfism de inele.

6. Aratati ca functiaf: Q (i NE) )= K; flz)=(a—b, 2b),undez=a + bi J3,abe Qeste

morfism intre corpul Q (i NE) ) si corpul K =Q X Q de la exercitiul 1 c).

7. Fie d un intreg liber de patrate. Aratati ca:

Xy . o a . .
a) A= {( J ] | x,ve Z} este inel comutativ in raport cu adunarea si inmultirea
vd x

matricelor.

y
X

b) Func‘giaf:Z[\/E]%A,f(ery\/E):();
Y

] este izomorfism de inele.

8. Aratati ca:
a) Multimea R este corp comutativ in raport cu legilex x y= 3/x’ +y° six Ly=x-y.
b) Sasearateca: f: (R, +, L) > (R, +, ), f(x) = x° este izomorfism de corpuri.

9. Pe multimea L = (0, =) definim operatiile ® i ® prinx ® y =x - y si x ® y=x".
Aratati ca:
a) (L, @, ®) este corp comutativ.
b) Functia f: L — R, f(x) = In x este izomorfism de corpuri.
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10. Pe multimea R definim legile de compozitie:
xxy=x+y—-2; x®y=2xy—4x -4y + 10.
Sa se arate ca:
a) (R, %, ®) este corp comutativ;
b) (R,%, ®) = (R, +, ) printr-un izomorfism de forma f{x) = wx + n.
ax, x€Q
0, xeR/Q°
a) Aratati cd adunarea si compunerea functiilor determind pe multimea
F={f, |ae Q} o structura de corp comutativ izomorf cu (Q, +, ).

b) Calculati: fs+f7+...+fm—£f1+fl+...+flJ; fefn®of

n +n
3 200 2 3 200

11. Pentru fiecare @ € Q definim functiaf, : R > R, f(x) = {

4 10

n>+n-2
. a b
12.F16M={M(a,b)=( ] )|a,beR}.
-b a

a) Sa se arate ca fatd de operatiile uzuale, (M, +, -) este cop comutativ.
NEI
1 V3

b) Calculati A", unde 4 = [

x+y=M (3,3)

¢) Utilizand punctul a), rezolvati in M sistemul de ecuatii | , 7 .
X' +y =M (-9,9)

13. Fie T# J si P (7) familia submultimilor sale.
.. . 1, xe A
Atasam multimii 4 € P (7T) functiaf, : T— {0, 1}, f(x) = {O v A
(numita functia caracteristica a multimii 4).
Pe multimea 7= {f), | M€ P (T)} introducem legile de compozitic @ si ® prin:
Ja®Sp=fat S =204 Jp5ifa®Sp =S4 Ip
a) Sa se arate ca (Fp, @, ®) este inel comutativ, cu divizori ai lui 0.
b) Sa se arate ca (£, @, ®) = (P (D), A, N).
c*) Daca 4, B € P (1), sa se determine X € P (7) in cazurile:
DAAX=B;i))f,+fx—2F fx=/5
14. a) Sa se determine automorfismele corpului (Q, +, -)
b) Sa se determine automorfismele corpului (R, +, ).
c*) Sa se determine automorfismele corpului (C, +, *), f: C — C, cu proprietatea
fx)=x,(V)xe R.

*15.Fie (4, +, -) un inel cu 0 # 1, avand proprietatea X*=1(V)xe A\{0}.
Sa se arate ca (4, +, -) este corp (comutativ) izomorf cu Z, sau cu Zs.
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|
Teste de evaluare

Testul 1

a b
1. Ficinelul (4, +, -), unde 4 = {(0 ] |a,be Z}. Sa se determine U(A).
a

2. Pe R definim legile de compozitiex Ty=ay +by—2,x Ly=xy—2x -2y +c.
Determinati a, b, ¢ € R astfel incat (R, T, 1) sa fie corp.

3. Daca intr-un inel (4, +, ) avem X =2 (V) x € A, atunci X =x (V)xe A.

4. Fie corpul (R, *, -) astfel incat prima lege de compozitie are elementul neutru 3, iar a
doua lege are elementul neutru 7.
Daca f: (R, +, -) = (R, *, o) este un izomorfism de corpuri, sa se determine inversul
lui 17 in raport cu o.

Timp de lucru: 50 minute.
Barem: 1. 2p. 2. 3p. 3. 2p. 4. 2p. Oficiu: 1p.

Testul 2

1. Pe Zg definim legeax x y=xy +ax + by + ¢ (V) x, y € Z.
Determinati a, b, c € Z astfel incat * admite element neutru.

2.Fie L=(—oo, I)silegilexTy=1-(1-x)""" x L y=x+y—xy
a) Demonstrati ca: (L, T, 1) este corp.
b) Aratati ca functia /' : L — R, f(x) = In (1 — x) este izomorfism de corpuri.

3. Fie (R, +,-)uninel,unde R={0,1,4, b} sif:R—>R,f(x)=1+x.
a) Aratati ca f: R — R este bijectiva.
b) Folosind punctul a), regasitica 1 + 1 +1+1=0.
¢) Demonstrati ca daca R este corp, atunci 1 + 1 =0.

Timp de lucru: 45 minute.
Barem: 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p. Oficiu: 1p.
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Testul 3

1. Pe R definim legile de compozitiex L y=ax + by—1sixTy=xy +c(x +y)+ 2.
Determinati a, b, ¢ € R pentru care (R, L, T) este corp.

2. Sunt izomorfe inelele [Z [i], +, *) si (Z [\/g 1,+ °)?
3. FieK=1{0,1,a, b} € M (Z,), unde

0 0 1 0 1 1) . 0 0
o=|,. . [,1=|. .|l,a=|. .|sib=|,. .]|.
00 0 1 00 0 1

Demonstrati ca tripletul (K, +, -) este corp In raport cu operatiile de adunare si
inmultire.

Timp de lucru: 45 minute.
Barem: 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p. Oficiu: 1p.

Testul 4

1. Consideram multimea L € M,(R), L = {(g 8) |ae R} .

a) Sa se arate ca fatd de adunarea si Tnmultirea matricelor, L este un corp comutativ.
b) Sasearateca (L, +, ) =~ (R, +, -).

2. Sa se sezolve in Z; sistemul o Zy= f‘ .
3x—-y=5

o> Q>

3. Sa se arate ca functia f': My(Z) — Mz(Zn),f((? SD = ( g), n e N*, este
morfism de inele.

4. Fie (R, +,-)uninelsia e R. Dacad”=0,me N* demonstrati ca 1 — a este inversabil
sil-ay'=1+a+d+..+d""

Timp de lucru: 50 minute.
Barem: 1. 3p. 2. 3p. 3. 2p. 4. 1p. Oficiu: 1p.
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B Capitolul 3
Inele de polinoame
cu coeficienti intr-un
corp comutativ

Constructia unui inel de polinoame

Fie (4, +, -) un inel comutativ oarecare, cu 0 # 1.
Notam cu B multimea tuturor sirurilor (a,), s ¢, a, € 4, avand un numar finit de
termeni nenuli.
Un astfel de sir are, de la un rang incolo, toti termenii nuli, adica are forma:
(a}, ay, ... a;,0,0,0...)
Pentru doud elemente f, g € B, f=(ay, a;, a,, ... a;,0,0 ...)sig=(by, by, ... b,, 0,0, ...)
definim:
W egalitate: f= g daca si numai dacd a,=b;, Vie N;
B adunarea: f+ g =Sy, S|, S35 -+ 0, ..),unde s, =a; + b, V k=0;
B inmultirea: f - g =(pg> P1> Pps ---» 0, ...), unde
p=ay byp =a b +a- bo,Pz ay-byta by +ay- by
in general:
pr=ayb,+ab,_+ ... a;by= Z aibj .
i+ j=k
Operatiile de adunare si inmultire sunt legi de compozitie pe multimea B deoarece:
s;=a;+b;=0,Vi>max {k,n}l;p.= D, ab;, =0,V k>m+n.

i+ j=k

Exemple

AAAAA

Fie A= Zssi sirurile f=(2,0,1,4,0...),g= (3220 ).

AAAAA

Atunci: f+ g = (2+3 0+2, 142, 4+0,0 . .)=1(0,2,3,4,0...)
f-g=(py, P1> Py --.), unde

Po=ay by = 2-3=1
p1=aybyta - by= 2 2+6§ 4
p2=a0b2+a1bl+a2b1: A4
p3=agbyta; byt a, b +asby=
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pa=agb,ta byt aybytayb tagby=2-0+00+12+42+03=0
ps=aghbs+a by +a,by+ayby+a, b, +ashy=0+0+4-2+0:0=3

Pe=aybg+a, bs+a, b, +ayby+a, by +asby+agby=
=0+0+0+0+0+0+0=0
p=0, ...

Elementele multimii B se numesc polinoame peste inelul 4.

PROPOZITIE

Daca (4, +, -) este un inel comutativ cu cel putin doua elemente, atunci multimea
B, asirurilor de elemente din 4, care au un numar finit de elemente nenule, impreuna
cu operatiile de adunare si inmultire, definite anterior, formeaza un inel comutativ.

Demonstratie = Am vdzut anterior cd adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie pe B
(adica suma si produsul a doua polinoame este de asemenea un polinom).
Fief g he B,f=(ay, a;,a,,...); 2= (by, by, by, ...); h=(cy, ¢}, Cy, ... ).
Demonstram ca (B, +, -) este grup comutativ.

* Folosind asociativitatea adunarii in inelul 4 avem:
(a;+b)+c;=a;+(b;+c;);i={0,1,2,...}, deci
(frg+h=f+(@g+h)

* Analog demonstram ca f+g=g+ h.

e Dacanotam 0=(0,0, ... 0, ...), atunci:
0+f=0+ay0+a,0+a,..)=(aya,a,..)=f=f+0
Rezulta ca sirul constant 0 este elementul neutru al adunarii pe
multimea B.

* Daca notam — = (-a,, —a,, —a,, ...), unde —a; este simetricul lui g,
fata de adunare 1n inelul A, atunci observam ca:

[+ ) =(ayt (—ay), a; + (-a,), a, + (—a,), ...)=(0,0,0, ...)=0.
La fel: (=f") + f= 0; rezulta ca feste simetrizabil.
Demonstram ca (B, -) este monoid comutativ.
* Verificam asociativitatea inmultirii:
f g=(dyd,d,, ...),unde d,= ab; .
i+ j=k

Daca (- g) - h=(d;, d;, d, ...), atunci:

d,= Y di= [2 aibj]c,ézk abic; = 3, abc .

k+l=m k+l=m\ i+j=k lk+jlim i+ j+l=m

Daca g - h = (e, e}, €, ...), atunci ¢; = .;kbicj .
=+ j=
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Daca notam /- (g h) = (e, ¢/, €, ...), atunci:

e, = 2 ae = 2 ak[zbicj]: 2 agbic; = 2 agbic; -

k+l=m k+l=m i+j=l k+l=m k+i+j=m
i+j=l

Deducemca d,, = e, ,me N, deci (f-g)-h=f (g h).

Verificam ca inmultirea este comutativa (analog).

Dacanotamcu 1= (1,0, 0, ...), atunci

1-f=-ayp1-a,l a,.)=f=f1.

Rezulta ca sirul (1, 0, 0, ...) este elementul neutru al inmultirii.

Ramane de demonstrat distributivitatea inmultirii fatad de adunare,

fEgth=F+Fhn 1)

intr-adevir: /- (g + h) = (dy, dy, d,, ...), unde d, = Zkai (b +c;).

i+j=

@+ h=(dg, d/, d;,...),unde d;= Y ab, + D, ac;.
i+ j=k i+ j=k

Deoarece operatia de inmultire este distributiva fata de adunare in

inelul 4, deducem ca (1) are loc.

Analog, (f+g)-h=(f-h)+ (g h).

Forma algebrica a unui polinom

Unui polinom peste un inel 4 i vom da in continuare o alta exprimare, mult mai
comoda in calculele algebrice din inelul B.
Pentru aceasta vom apela la cateva notatii si identificari.

B Fie X polinomul (0, 1, 0,0, ...). Avem:
X=X-X=(0,0,1,0,...)
X=X-X=(0,0,0,1,0,...)

X=X x=

0,0,..10,0,..)

—_—
pozitia k+1

B Definim de la 4 la B functia:
¢0:4A->B,0(a)=(a,0,0,...),Vae A.
Functia @ este morfism injectiv de inele. Intr-adevar:
oa+b)y=(@+5,0,0,...)=(a,0,0,...)+(5,0,0, ...) =0(a) + ¢(b)

@(ab) = (a-

b,0,0,..)=(a,0,0,...)-(5,0,0,...)=0(a) - 9(b)

o(1)=(1,0,0,...)=1.
o(@) = o) & (,0,0,...)=(b,0,0,...) = a=b.
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Aceste proprietati ale morfismului ¢ arata ca operatiile cu polinoame din B se reduc
la operatii cu elemente din 4.

Ca urmare a acestor observatii, identificim polinomul (a, 0, 0, ...) € B cu elementul a € A.

Vom scrie (a, 0, 0, ...) = a si 1l numim polinom constant.

Fie f=(ay, @, ..., a,, 0,0, ...) un polinom din B. Atunci:

f=1(ay0,0,...)+(0,4a,,0,0,...)+(0,0,a,,0,0,...)+... +(0,0, ..., a,0,0,...)=
=(ay, 0,0, ...)+(a,0,0,...)-(0,1,0,0, ...) +(ay,0,0,...)-(0,0,1,0,0,...)+

+...%+(,0,0,...)-(0,0,..,0,1,0,0, ...). Am obtinut scrierea:
%’_/

n ori

[ f=ayta -X+a, X2+ ..+ a,X", numita forma algebrica a polinomului 1. ]

Vom numi X nedeterminatd si vom spune ca f este polinom peste 4 in nedeterminata .X.

Elementele a, a,, ..., a, se numesc coeficientii polinomului.

Vom nota in continuare multimea B, a polinoamelor cu coeficienti in inelul 4 prin A[X].

Deci Z[X], Q[X], R[X], C[X], Z,[X] etc. sunt inele de polinoame in nedeterminata X
cu coeficienti din Z, Q, R, C, respectiv Z,,.

Dacafe A[X]sif=ay+a, X+ ... +a,X",unde a, € 4, a,#0, iar a; = 0 pentru orice
k> n, atunci vom spune ca f are gradul n; scriem grad (f) = n.

Prin conventie, gradul polinomului 0 este —oo.

Coeficientul a, se numeste coeficient dominant, iar a, se numeste termenul liber al
polinomului.

Daca a, = 1 polinomul se numeste unitar sau monic.

De aici incolo vom folosi pentru polinoame numai forma algebrica.

Sé transcriem in noua forma operatiile dintre polinoame:

Dacaf ge A[X], f=ayta X+ ...a,X",g=by+b X+ ...+ b,X", m<n,atunci
frg=(ag+by)+(a,+b)X+ .. +(a,+b)X"+b, X" "'+ .. +bX"

i+ j=k

frg=ay by+ (ay- by +ab)X+ ( Y. ab; ]X*+ ota,b X",

Exemplu
Fief ge R[X], f=1 +2X;g=3+X—X2. Atunci:
frg=(1+3)+Q2+1DX-X=4+3X-X"
frg=(1-3)+A-1+2-3x+(1-(-1)+2-1+0-2)X +2 - (-DHX° =
=3+ 6X+X-2X.

. 97
CAPITOLUL 3 o INELE DE POLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN CORP COMUTATIV @&——



In afara celor doui legi de compozitie, adunare si inmultire, putem defini si o alta
lege de compozitie, de alta naturd, numita inmultirea cu scalari:

Dacio e Asife A[X],f=a,+aX+aX + ... +aX", atunci:

[ o -fd;f' oa, + (o)X + (ocaz))(2 + ...+ (oa,) X" ]

Exemple
3-2+3X-X)=3-2+3-3X-3-X=6+9X-3X"
inle[Xj avem: 3 -(2+21X)= 3-2 +(§ : 21)X= 6.

OBSERVATII

1. Polinomul f=a,+ a, X+ ... +a,X" poate fi scris si sub forma:
f=aX'+a, X'~ o+ a, X + a, (dupa puterile descrescatoare ale lui X).

2. Polinoamele aX”, bX" se numesc polinoame asemenea (monoame asemenea).

3. Adunarea polinoamelor se face adunand termenii asemenea, iar inmultirea se poate
face aplicand distributivitatea inmultirii fatd de adunare (inmultind fiecare termen
al primului polinom cu fiecare termen al celui de al doilea polinom, apoi adunand
termenii asemenea).

4. Conform definitiei egalitatii polinoamelor, daca
f=aytaX...+a X" sig=by+bX+ ..+ b, X" vom avea:

f=gem=nsia;=b;, i=0, n,adica doud polinoame sunt egale daca au acelasi

grad, iar coeficientii monoamelor asemenea sunt egali.

5. Pentru orice f, g € A[X] avem:

a) grad (f+ g) < max ((grad f), (grad g))

b) grad (f- g) < max ((grad /) + (grad g)).
c¢) daca f'este domeniu de integritate (in particular corp), atunci:

grad (f- g) = grad (f) + grad (g).

Exemple

a) [=2X,g=1+3X,f ge Z[X].
fg= QX, deci grad (f- g) = 1 < grad (f) + grad (g) = 2.

b) f=2X:g=1+3X,£ g€ QA].
f-g=2X+6X? deci grad (f- g) =2 = grad (f) + grad (g).
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Functii polinomiale.
Radacini ale polinoamelor

Fie (4, +, -) un inel comutativ si f=aq,+a X ... + a, X" € A[X].

Dacad o € A4, atunci elementul /(o) =a, + a; - o+ ... + a,- " € 4 se numeste
valoarea polinomului f'in .

Asociind fiecarui element o. € A valoarea polinomului f(o:) se obtine o functie
fid—A, f ()= f(o), ¥V a € A, numita functia polinomiald asociata polinomului f-

Daca o. € 4 satisface conditia /(o) = 0, atunci o se numeste rdddcind a polinomului f.

Exemplu

Fie fe Zs[X], f= 1+ X2, polinom cu coeficienti din Zs.
Functia f : Ls— Ls, f(3)= 1+ %, Vxe Zs, redata si prin tabelul de mai jos, este

functia polinomiala asociata polinomului f.

R

A

/@i 2 0 0 2
Observam ci 2 si 3 sunt radacini ale polinomului f.

OBSERVATIE

Din definitia functiei polinomiale rezulta ca, daca f=g, atunci f = g.
Reciproca acestei afirmatii nu este adevarata decat in cazuri particulare de inel.

Exemple

1.f,geZ6[X],f=§X+§-Xz;g=(3.
x |0 1 2 4

(OS]
v

A

Flo 0 0

(@)

0

o>

Rezultici f =g, iarf#g.

2. Fief,g € C[X], gradf, gradg <lsi f = 3.
Aritim cif=g Intr-adevir, fie f=ay + a,X, g= by + b X.
Din f (0) = g (0) rezultd a, = by. Din f (1) = g (1) rezultd ay + a, = b, + b,.
Rezultd a, = b,. Asadar polinoamele f'si g sunt egale.

In mod asemanator putem demonstra un rezultat mai general:

Fie (K, +, -) un corp comutativ si £ g € K[X] astfel incat f = g .
Atunci f=g.
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Exercitii rezolvate

1. a) Cate polinoame de grad 3 au coeficientii din Z4?
b) Céte polinoame de grad cel mult 3 au coeficientii din Z,?

Rezolvare

fn total avem: 5-6-6-6=5-6°.

b) In acest caz putem lua in considerare si cazul a; = 0, caz In care polinomul are
grad mai mic decat 3.

2. Fie f= 2X° — X+ 1. Sa se determine toate polinoamele g € R[X] astfel Incat
grad(fz—g)=2.

Rezolvare

Deoarece gradul polinomului f'este doi rezulta ca gradul polinomului f % este 4.
Rezulta ca grad (g) = 4.

Fieg=ay,+a X+ (,12X2 + (,13)(3 + a4X4, a, # 0. Atunci:

fP—g=02X - X+1)—(ay+ a X+ a,X* + a;X° + a,X") =

=(@X —4X 55X - 2X+ 1) — (ap + a X + a,X* + a3 X° + a, XY =

=@-a)X'+ (A -a )X+ B -a) X +(2-a)X+1-aq,

Pentru ca gradul lui /> — g si fie 2 este necesar ca 4 — a;=0,4—a;=0s515-a,#0.
Asadar: a,=4;a,=—-4;a,€ R\ {5},a,€ R,q,e R.

3. a) Fief ge Z[X], grad (f) <2, grad (g) <2sif(x) =g (x), Vxe Z.
Sa se arate ca polinoamele f'si g sunt egale.

b) Existad un numar de forma abba care in orice baza sa fie cub perfect?

Rezolvare

a) Fie f=ay + a X+ a,X* € Z[X], g = by + b, X + b,X* € Z[X].

Din f(0) = g (0) deducem a, = by;

Din f (1) =g (1) deducem a, + a, = b, + b,;

Dinf(-1) =g (-1) deducem — a, + a, = —b, + b,.

Adunénd ultimele doud egalitati, obtinem a, = b,, de unde obtinem si a; = b,.
b) Fie x baza de scriere a numarului dat. Rezulta:

abba = ax> + bx* + bx +a=a(x> + 1) + bx(x + 1) = (x + 1) (ax* + (b — a)x + a)

100 <
— @ ALGEBRA



Pentru ca numarul sa fie cub perfect in orice baza x, trebuie ca:
a’+b-ax+ta=x+17Vxe N x22 o
a’+(b-ax+a=x"+2x+1,Vxe N\{0,1} &

(a— D+ (b-a-2x+a-1=0,Vxe N\ {0, 1} (1)

Dand doua valori lui x obtinem un sistem de doua ecuatii in necunoscutele a si b,
din care deducem: a=1; b= 3.

Putem gandi si altfel: egalitatea (1) arata ca daca a — 1 # 0, atunci ecuatia de gradul
al doilea data de (1) are o infinitate de solutii; imposibil.

Rezulta a =1 si egalitatea (b —3)x=0 (2), Vxe N\ {0, 2}.

Rezulta b — 3 = 0, altfel ecuatia de gradul I datd de (2) ar avea o infinitate de
solutii; contradictie.

Rezultd ¢a abba .= 1331, =x> +3x* +3x+ 1= (x + 1)°.

OBSERVATIE

Egalitatile anterioare pot fi deduse din a).

Vom reveni insa asupra acestei situatii in paginile urmatoare.

4.a) Aratati ca exista si sunt unice numerele reale o, [3, y astfel incat
2+ Tx+2=0(x+ 1) (x+2)+Bx+1)+y, Vxe R

b) Calculati suma Y, (2k> + 7k +2) k!
k=0
Rezolvare

Identificand coeficientii polinoamelor din egalitatea data obtinem sistemul

2=0
7=30+B .Deducemo=2;B=1;y=-3.
2=20+B+y

Asadar 20+ Tx+2= 2(x + 1)(x +2) + (x +1) — 3 si deci
Q2 + Tk + 2)k! = 2(k + 1)(k + 2)k! + (k+ Dk! = 3k! =2 (k+2)! + (k+ 1)! = 3k!

Deducem: Y (2k*+7k+2)k! = Y 2(k+2)! + Y (k+ 1)! — > 3k! =
k=0 k=0 k=0

k=0

=2Q'+3!'+. +nl+(m+D+@+2)H+ A+ 21+ L +nlF(n+ D)) -

=301+ 11 +21+ 4+ =2@m@+ D) +2m+2+ 11+ (m+1)!-3-01-3-1!=
| ——

=2((m+2)!+3(n+1)! -5 (sumele subliniate se reduc).

OBSERVATIE

Ideea de sumare de la b) este generoasa, fiind aplicabild si in alte situatii, cand
polinomul ce precede factorialul poate fi scris ca o suma de polinoame ,,adecvate*.

Propuneti un exercitiu asemanator; urmariti si problemele propuse.
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5. S-a constatat experimental cad orice cantitate de apa pura are volumul minim la
temperatura 6 = 4°C si cd volumul V" al acesteia depinde de temperatura ¢, conform
unei dependente de tip polinominal.

V=(af* + bt + 1)V, unde ¥V, este volumul de apa la 0°C.
Notam cu: p,, = densitatea masica a apei la 0°C, p, densitatea masica a apei la tempe-

ratura 0 si o = Po e (0, 1).
Pe

Sa se determine a si b.

Rezolvare

V.
a=Po Yo _lo_g2ip00 (1) VA
Po m V

V'(t) = (2at + b)V,. Deoarece minimul lui V' se
realizeaza pentru ¢ = 0, atunci V'(0) = 0.

Prin urmare, 2a0 + b =0, adica b = -2a6 2)
Din (1) si (2) obtinem o, = a®® — 246> + 1, adici

1;20‘ >0 §ib=-2a0= 2(0‘6_ D<o, o #C 1(°C)

6. Fie (K, +, ) un corp comutativ si polinoamele f, g, h € K[.X].
a) Sa se arate ca dacd /- g=0, atunci f= 0 sau g= 0.
b) Daca f#0sif-g=f"h,atunci g = h.
c) Daca oo € Ksife K[X] astfel incat of = 0, atunci o = 0 sau /= 0.

Rezolvare

a) Deoarece polinoamele au coeficienti dintr-un corp, atunci
grad(f- g) = grad (f) + grad (g).
Cum gr(0) = —e, deducem ca grad(f) = —o sau grad(g) = —o, adicd /=0 sau g=0.
b)f-g=f-hafg-fh=0sf(g-h)=0.
Aplicand a), deducem ca g— h = 0, deoarece f# 0; rezulta g = A.
¢) Fief=ay+a X+ ..+a,X" Atunci o. - f=0 < (0lay) + (o)X + ...+ (0a, ) X" =0
< oay=0,0a, =0, ..., aa,=0(1).
Daca o # 0, atunci egalitatile (1) au loc numai daca ¢, =0, a; =0, ..., a, =0, adica
/=0 (am tinut cont ca egalitatile (1) au loc Intr-un corp!).

OBSERVATIE

Punctul a) demonstrat anterior arata ca:

[ Inelul polinoamelor cu coeficienti intr-un corp este domeniu de integritate. ]

Retineti aceste rezultate pentru ca vor fi utile in cele ce urmeaza!
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7.

8.

9.

Exercitii propuse

. Sa se determine a, b, ¢, d astfel incat f = g in cazurile:

a) f=3X+aX+1,g=bX+cX°—X+d, [, ge RX];
b) f=aX’+X+1,g=Qa+ DX +@+5bX+c, f ge Z[X];
¢) f=aX*+bX+2,g=3X—c,f ge Z[X].

Sé se arate ca f# g, unde:
a) f=2X +aX+1,g=aX’ + bX* +2X+ 1,f, g€ R[X];
b) f=aX’ +2bX+b* g=Qa +3)X° +(a+b)X+2,f ge R[X].

Sé se afle gradul polinomului f; daca:

a) f=m* + DX+ m* +3m—HX+m—1,fe C[X];
b) f=(m* - DX+ (m* + 3m— 4)X+ 2m, fe Zs[X];
o) f=m* +m+ )X +mX+a,fe RX];

d) f=Cm* + m-3)X* + mX + 1, fe Z[X].

Pentru f, g calculati f+ g, /- g si of unde:

a) [=X+X+2-i,g=X+if ge ClX,a=1-1i

b) f=4X +3X+3,g=3X+2,0=2,f ge ZX];

) =X+ V2;g=X - V2X+3+242,0=-+2,/ g€ Q(~2)X];

d) f=X-1,g=X""+X"?+ . +X+1,0=0,f ge RLX];
e) f=X+1,g=X"-X""+ X" —X+1,0=-1

. a) Exista polinoame neconstante f, g € [X] astfel incat /- g = X+ 21X+ 8?

b) Exista polinoame 4 € R[X] astfel incat (4.X + 1)’ +(BX-1)7°=hr*?

Sa se afle coeficientul lui X" din:

a) X+ D)'x-1° n=3;

b) (1 +X+X5)°, n=4;

O (1+X°+(1+X)*+(1+X0*+ .. +(1+X" n=3;

d) X1+ + X0+ X0+ X0+ X0+ X330+ 0+ X210+ X, n=5;
e) (I+ X+ X*-X)(1-X)’°,n=5.

Determinati f'e Z,[X] astfel incétf2 -f= 2X?+3X.
Fie fe C[X], f= X'+ X-2. Calcula‘gif(—l),f(i),f(\/z ).
Determinatia, b € R d'clc'Zlf:X3 +aX*+b sif(1-i)=1.

10.S3 se afle suma coeficientilor polinomului f'e C[X] daca:

a)f=X—i) + X +i);
b)f=(X*-X+1)"+ X +X-3)"
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seksk
. T . . 4m -
11.Calcula‘g1/(cos§) si f(sm ?j, daca f(x) = 43 —3X+2.
12.a) Determinati polinomul de gradul al doilea f'e R[.X] astfel incat

SM)=272)=3;103)=0.
b) Dacd fe C[X]sif(1)=2,f(2)=3sif(3)=4, demonstrati ca fnu are gradul 2.

13.Demonstrati cd daca f, g € Zs[X], atunci f+ f+ =0, (f + g)3 =f3 + g3.
Calculati (> + 2.X+ 2.

14.a) Sa se determine fe R[X] pentru care f(1 +x)+ f(x—1)=2f(x), Vxe R.
b) Exista polinoame P € C[X] astfel incat
(1+X)PX)+ QX+ DHPX+1)=3X+2X+1?

15.a) Aratati ca exista si sunt unice numerele o, 3, y astfel incat
X+ + 14X = (X + DX+ 2)(X+3) + (X + (X +2) + BX + 1) +v
respectiv X> + 2X— 4= X(X - 1) + aX + P.

n n 2
b) Calculati 3 (¥ + 78 + 14k ; Y K F2k=4

' b
k=1 k=1 k!

n 2
¢) Calculati 2k+—3'k_1
i k!

16.a) Identificati coeficientul lui X” in ambii membri ai egalitatii:

(1+X)" (140" = (1 + X" si caleulati (€0) +(CL) +.+(C] ).

n

b) Caleulati () =(Cl) +(C2) =t (=17 (7).

n n

17.1n cate moduri putem strange 10 lei de la 5 persoane care pot dona 0, 1 sau 3 lei?

18.Determinati elementele inversabile ale inelului K[X], unde (K, +, *), este un corp
comutativ oarecare.

19.Fie (1 + X + X' =gy + a, X + ... + aypoX*™.
a) Calculatiay+a, + ...+ ayy; ag—a; +a,—a; + ... + ayy.
b) Calculati ag + as + 273 + ...+ Cl198; ag + ay + dg + ...+ ar00-
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Teorema impartirii cu rest

Incepand din acest paragraf, fird o mentiune speciald, vom avea in vedere numai
polinoame cu coeficienti Intr-un corp.
Cunoastem o teorema a impartirii cu rest n multimea numerelor Intregi:
Daca a, b € Z, b # 0, atunci exista si sunt unice numerele intregi ¢, r astfel incat
a=bg+r,0<r<|b.
Exista un rezultat similar si pentru polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ
oarecare.

TEOREMA

Fie (K, +, -) un corp comutativ si f, g € K[X], g# 0. Atunci exista si sunt unice
polinoamele ¢, » € K[X] astfel incat f=g - g + r si grad (r) < grad (g).

Demonstratie * Fie m = grad (f ) si n = grad (g).
- Demonstram existenta polinoamelor ¢ si 7.
. Daca m <n, atunci putem luag=0si r=f.
* Daca m 2 n, demonstram afirmatia prin reductie dupa m.
- Pentru m = 0 afirmatia este evidenta.
. Fie a,, si b, coeficientii dominanti ai polinoamelor f, respectiv g.
* Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru polinoame fcu
- gradul mai mic decat m.
. Atunci, deoarece b, este inversabil in corpul K putem lua

- -
CNh=f (@ b )X g,
- care are gradul mai mic decat m. Deducem din ipoteza de inductie ca

. existd q,, 1 € K[X] astfel incat f; =g - g, + r; si grad (r)) < grad (g).
"~ Prin urmare:

= @, b X g+ fy = (a, b X - g #
S #£g-q i =gla,b, X"+ q) + .

" Alegemg=a,b,' X"+ g, sir=r siavem

- f=g q +r, unde grad(r) < grad (g).

- Demonstram unicitatea polinoamelor ¢ si .

- Dacd am avea ¢, ¥’ € K[X] astfel incat f=g ¢+ si grad (') < grad
- (g), atunci g(g —¢") = r—7" (1) si grad (" — r) < grad (g).

* Dacid g #¢’, atunci grad (g(¢ —q’)) = grad (g) > grad (¥ —r), deci egalitatea
- (1) este falsa.

. Dacéd q = ¢/, atunci din (1) rezultd » = # si de aici unicitatea perechii
" (g, 1), cc.td.
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OBSERVATII

1. Casila numere Intregi, f'si g se numesc deimpadrtit, respectiv impdrfitor, iar g si r
se numesc cat, respectiv rest.

2. In demonstratie am folosit in cAteva momente faptul ci inelul coeficientilor trebuie
sa fie corp, de exemplu cand am introdus polinomul £, apeland la inversabilitatea
lui b,

Reiese ca teorema nu poate avea loc pentru polinoame cu coeficienti in orice inel:
de exemplu nu este valabila in Z[.X].

3. Atentie la cazul cand polinoamele sunt constante (numere intregi).
De exemplu, daca ne referim la numerele 5 si 3 ca polinoame (din Q[X]), atunci
conform teoremei anterioare avem:

5=3- % + 0 (catul impartirii lui 5 la 3 este % si restul 0). Insd in Z avem

5=3-1+2 (catul si restul impartirii [ui 5 la 3 1n inelul Z sunt 1, respectiv 2).

Ca si la numere, vom descrie 1n continuare, prin exemple, un algoritm de aflare a
catului si restului pentru polinoame (evident, in cazul nebanal, cand gradul deimpartitului
este mai mare sau egal cu gradul impartitorului).

1. Fief,ge R[X], f=4X +3X° - X+ 1sig=-2X +X-2.
Urmarim demonstratia teoremei. Avem:

grad (f) =3; grad (g) =3; a,,=4; b, =-2; b”_1 =—%;am bn_lX"_m =4-(—;)X3_3 =-2;

fi=f—a,b' X" g =(4X +3X - X+ 1) - (-2)(-2X + X-2) =

=4X +3X X+ 14X +2X-4=3X+ X3,

Observam ca gradul lui £, este mai mic decat gradul Impartitorului si f= (-2)g + f;.
Asadar, conform teoremei catul este —2, iar restul este 3+ X-3.

Ca si cazul Impartirii cu rest de la numere intregi, calculul precedent poate fi dispus astfel:
2 A +3X— X+1 |28 +X-2¢g

R —4x° 22X+ 4 |2

F1 == (28) oo, /o 3+ x-3 | L, catulg
T, restulr

2. Fief,ge ZX],f=2X>+3X +2,g=3X"+X +2.

Avem: R R

S e, 5843+ 5 | 3x+x+ 5 b =0)"=2
R 2X+4X+3X 4 am.bglzﬁ(f;)—lzi
f1=f—21X-g ......... /] —4X+ 2

a,- b - X""=4X
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Deoarece gradul lui f; nu este mai mic decat gradul impartitorului, algoritmul continua

asemanator. oA A
b, =3) =2

Sl o P

248 e a,- b, = (-4)-2=2

f‘l_ig ................... am.b;1 .Xn_mzé'

Deoarece gradul lui f, = f; — 2 g este mai mic decat al impartitorului, algoritmul se
incheie. Am obtinut catul 4X +2 si restul —2X -2 =3X+3.

Cele doua etape de obicei se ,,comaseaza“:

2X +3X+ 2 3X+X+ 2
QX+ 44X+ 3X AX +2
4 X+ 2 |—>C'21tulq
X, + 22X+ 4
/ —2X-2

|—> restul »

3. Fief,ge ClX], /=X +iX—1,g=2X—1i.

X+ ix-1
2 1 1 i 2 1
_ = —X+3= . . = -
XX SX+3 (1-X): @)= 5 X
;o3ixy o L cawl 3ix |ian=3
2 2 4
i 3
— X+ =
35X+
7
/ —Z—>restul

Impartirea polinoamelor la X —a

In cazul particular in care impartitorul este X — a, catul si restul se pot afla mai rapid.

TEOREMA RESTULUI
( Restul impartirii polinomului f'e K[X] la X—a este f(a) (a € K). ]

Demonstratie * Din teorema Tmpartirii cu rest avem:
- f=(X-a) g+ r,unde grad (r) < 1, adica r este polinom constant.
* Inlocuind formal X prin a in egalitatea anterioara, obtinem din egalitate
- de polinoame, egalitate de valori ale polinoamelor
. f(a)=(a—-a): g(a) + r, de unde deducem r = f (a).
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Exemple de aplicare a teoremei restului
1. Restul 1mpart1r11 lulfe Z7[X_| f= 2X+3X+11laX—1este
f(H=2-1+31+1=3

2. Restul impartirii lui fe R[X], f = X +5X +11aX+2este
F(=2)=—(=2)> + 5(-2)* + 1 =29.

Schema lui Horner

Fieae Ksif=aX"+a, X" '+..+aya,#0.
Daca g si r sunt catul si restul la impartirea lui f'cu X — a, atunci avem

f=X—-a) b, X+ b, X+ . +by)+r

catul ¢
Identificand coeficientii n egalitate, obtinem:
b, =a,
byy,=a b, *a,,
by,3=a b, ,ta,,

r=a-by+a,
In practici, pentru calculul restului si coeficientilor catului organizam calculele sub
forma tabloului urmator (schema lui Horner):

X n Xn—l Xn—2 X 1 X 0
a a, a, a, , a, a,
bn—l bn_2 .o bl bO r

b, , este a,, iar orice coeficient b, se obtine prin inmultirea coeficientului b, ; anterior
cu « si adunat cu g;,. Restul este r = a - b, + a,.

Exemple
1. fe RIX],/=3X'+X-X+1, g=X+1
X4 x| xr x| x°

a=-1 3 1 0 -1 1 Catul este
2
_ _ _ + _
300201 2| 31 4 3X° - 2X° +2X -3,
a-3+1 a-(-2)+0 restul restul este 4.

2. fe ZIX,f=2X+3X+2X+1, g=X-2

X3 x? | x| x°
a=2 2 3 > 1 r Catul este 2. X + Q,
2 0 2 5 restul este 5 .
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Exercitii rezolvate

1. Fief=X'-X*+a,g=X+X+b.
Sa se afle a si b, stiind ca restul impartirii lui fla g este —2X+ 1

Rezolvare

X*-X’+a X2+ X+b
X+ X3+ bX? X*_X-b
/ X -+ )X +a
X -X’-bXx
/ —bX*+bX+a
—bX?—bX- b
/  2bX-b +a

Am obtinut restul 26X — b* + a, care trebuie sa fie egal cu 22X+ 1.

2 =2

Identificand coeficientii, obtinem 2b==2 = { =1
-b"+a=1 a

2. a) Sa se determine restul impartirii lui X —11a X" — 1, m, n € N*,
b) Sa se determine restul impartirii lui X" — 1 la X" — 1, m > n.
¢) Sa se determine restul impartirii polinomului X3 +X+21a polinomul (X— 1)2.

Rezolvare

In toate cele trei situatii, aplicarea algoritmului este greoaie. Aplicim teorema

impartirii cu rest, tinand cont ca in toate cele trei situatii nu este cerut catul.

a) X"— 1=X-DX""+X"?+ ...+ X+ 1), identitate cunoscutd.

Inlocuind X prin X" obtinem:

XY —1=X"-1=X"-1)(X)" "'+ X"+ ..+ X"+ 1)
Deci X" —1=X"— DX "+ X"+ .+ X"+ 1) +0.
Deducem ca restul este 0.

b) Fiem=n-q +r, 0<r<n. Avem: N
X' 1=X""_1=X"-X - 1=X"X"-X+X-1=XX-1H)+X"-1=
=X'X-Dg, + X -1=X"-1)g+ X - L.

Deoarece grad (X' — 1) =r <n = grad (g), rezulta din teorema impartirii cu rest ca
restul cerut este X" — 1.

¢) Putem scrie X —3X° + X +2=(X-1)?-C+r, grad (r) <2.

Rezultacar=aX + b, a, b € R si determinarea sa revine la calculul coeficientilor
asib.

Asadar X —3X° + X+2=(X-1)*-C+ax+b. (2)

Pentrux=1 obtinemdin (2): 1 -3+1+2=0-C(1)+ta-1l+bsa+b=1.
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Inlocuind in (2) 5 =1 — a, obtinem:

X3+ X+2=(X-1)y’C+aX +l—a &

X3+ X+1=X-1y’C+aX - 1) &

X3 -D+X+1=X-1)’C+aX - 1) &

X-DX+XP+  + X+ D=3 - DX+ + X+ X+ D)+ (X - 1) =

=X-1DC+alX - o

X+ X+ X1 -3 XX D)+ =X - 1)C+a(3)

Inlocuind X cu 1 in egalitatea (3) obtinem:

1+1+1 4+ +1-31+1+1+1+1)+1=0+aca=47-15+1=33
47 ori

Rezulta ca b=1—33 =-32 sirestul » = 33X - 32.

3. a) Sase arate ca exista si sunt unice numerele reale a, b, ¢, d € R astfel incat
X3+ x-2=X-D)*+aX-1)’ +bX- 1 +c(X-1)+d.
X' -3X*+X+2

b) Descompuneti in functii simple functia XD

Rezolvare

a) Vom rezolva problema vazand-o ca aplicatie legata de schema lui Horner.
Exista si alte rezolvari la care va puteti gandi.
Egalitatea data se scrie echivalent
X3+ X-2=X-D[X-1)P+aX-1)*+bX—-1)+c]+d.
Deducem ca d este restul impartirii polinomului dat la X — 1; analog, ¢ este restul
impartirii polinomului din paranteza dreapta la X — 1 etc.
Organizam calculul astfel:
x| x| x| x X
a=1| 1 0 | -3 1 -2
1 2 | -1 3=d

1 2 0 -1=c
3 3=b
4=a

Verificare:
X=-D'+4X -1 +3 -1 -1 - D) -3=X'—4X +6X —4X+ 1 +
FAX -3 +3X - 1) +3(P-2X+ ) -(X-1)-3=X'-3X + X-2.

b) Deducem
X' -3X2+X 42 (X -D'+4X -D’ 43X -’ - (X -D=3 _
(X -1 (X -1
e 4 L3 1 3

X-1 (x-1 (x-1" (x-D*
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Exercitii propuse

1. Sa se afle catul si restul impartirii lui /la g In cazurile:
a) f=2X +3X-X+1,g=X+1,f,ge RLX];
b) f=X' 43+ X +2+ig=i¥-(1+)X+1,f,ge CLX];
O f=2X'+ 2+ B +Q2 - BIXP+1L,g=X+BX+1,f£ge Q3)X;
d) f=2X+3X+X+2;¢g=3X+X+1,f,ge ZX];
©) [=X'+2X+3,g=3X+2,f,ge Z[X];
f) f=X+1,g=2X+2,f ge QX];
g f=1,g=3X-2.f,ge R[X];
h)f=1,¢=2X+3,1 g QX];
=3 ¢g=4.fge R[]
2. a) Sa se determine a si b € R astfel incat restul impartirii polinomului
f=X4+bX3 +(b-2a)X* +5X-3a lapolinomulg=X2+X+2 sd fie X— 1.
b) Exista m € Zjs astfel incat restul Impartirii lui /= M+ mX+ 2 la polinomul
g=X+ 3 sifie 07

3. Determinati f'e R[X], de grad 3, care impartit la X —3Xdarestul 6X—15si impartit
la X* - 5X + 8 da restul 2X - 7.

4. a) Saseafleme Rdacaf= X+ X +mX+1direstul 2 la impartirea cu X + 2.
b) Sa se determine a, b € Z;, astfel incat polinomul /=X *+aX + b sd dea restul 1
la Tmpartirea cu X — 1 si restul 2 la impartirea X + 1.
¢) Sase determine n € N* stiind ca restul impartirii polinomului /= (X —1)" (X + 3)"
laX+1 esteO.

5. Existd un polinom f'e€ Z;[X] care impartit la X*>— 1 sadearestul 2X+ 3 si Tmpartit
laX?>+X— 2 sidearestul 4X+ 92

6. Pentrufe C[X]restul impartirii la X 2+ 1 este 1, iar restul impartirii la X' 2_leste3X+1.
Sa se afle restul impartirii lax'—1.

7. Fie f= X+ X+ .+ X+ 1. Sa se determine restul impartirii sale la:
a)g=X+X-2; b)g=X>+2X+1;
Q)g=X+1; dg=X+X+1;e)g=X"

8. Descompuneti in functii simple:

X’ +3X*+X -5

X +X+1 .
X(X-D)(X=2)°

X4+X+1-d X343X%+X -1
X +x-2’

b

(X -1 (X +1)°

a) b) )
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9. Aflati catul si restul Impartirii lui fla g folosind schema Iui Horner:
a) f[=2X' 43X +X—1;g=X+1,f, g€ Q[X];
b) [=X+X-2X+i;g=X+i [ ge CLX];
c) f=X+ 2X+ i;g=X— ﬁ,f,ge Z[X].

skeskok

10.Aflati S stiind cd restul impartiri lui /= bX° + aX? + aX + b la polinomul 2X + 1 este 0.

11.Fie fe R[X] astfel incat /(1) =2, f(2)=3 f(3) = 4.
a) Aflati restul impartirii polinomului f laX’—6X°+11X—6.
b) Determinati forma generala a unui polinom de grad 3 si 5 cu proprietatile date.

12.Fie polinomul f=X* + 2X° + mX*> + nX + p € R[X]. Si se determine m n, p astfel ca
fimpartit la X — 1 sa dea restul —15, iar —1 + 7 sd fie radacina a lui f.

13.Restul Tmpartirii luif:X4 2+ X+ nX +pe R[X] la X* + 1 este 0, iar cétul g

Calculati 2 g(k).

k=1

14.Cum putem folosi schema lui Horner pentru a imparti polinomul X+3X-X+1la
polinomul 2X - 1?

*15.Utilizati schema lui Horner pentru impartirea lui fla g.
a) [=X'"+X+1,g=X—1;
b)f=X", g=X+1.

16.Suma coeficientilor polinomului /'€ Z,,[X] este 2.

Aflati restul Tmpartirii sale la X — 1.

*17.Daca restul impartirii lui fe C[X]la X 2_ X+ 1 este 3X— 2, care este restul impartirii
luif(X+ 1) laX?+X+1?

*18.Fie fe R[X], grad (f) = 2. Sa se afle restul impartirii lui £(f) la f— X.

19.a) Dezvoltati polinomul /= X+3X-X+2 dupa puterile lui X+ 1.
b) Calculati restul impartirii lui f'la (X + 1)3.
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Divizibilitatea polinoamelor

Putem vorbi de o relatie de divizibilitate si intr-un inel de polinoame cu coeficienti
intr-un corp comutativ oarecare.

DEFINITIA 1

Fie (K, +, -) un corp comutativ si f, g € K[X].
Spunem ca polinomul fdivide polinomul g si scriem f/ g daca exista polinomul
q € K[X] astfel incat /- g = g.

Se mai spune ca f'este divizor al lui g sau ca g este multiplu al lui f.

Uneori, in loc de f/ g se mai scrie g : f(citim: g divizibil cu f').

Polinomul nul este divizor pentru el insusi si este multiplu al oricarui polinom din K[.X].

Este evident ca daca f# 0, atunci f'este divizor al lui g daca restul Impartirii lui g la f
este 0.

Exemple

1. f,ge Q[X]f=X,g=3X, f/g. Deoarece X = % (3X) rezulta, in acest caz, ca sig/ f-

2. In Z[X] avem (X — 1)/ (X? - 1) deoarece X° — 1 = (X — 1)(X* + X+ 1).

3. InCLx], (% —2x+2)/ (X' + 4).
Intr-adevar prin impartire, obtinem catul X+2X+2 si restul 0.

4. In Q[X], (X+ 1) 1 (X + 3X —2) (nu divide) deoarece restul impartirii lui
=X +3X-2laX+1estef(-1)=—6#0.

5. In Q[X], polinomul 3 divide 5, desiin Z, 3 / 5.

Proprietati ale relatiei de divizibilitate

Fie (K, +, -) un corp comutativ. In inelul K[X] avem:

1. f/ f (relatia este reflexiva);

Daca f/ g si g/ h, atunci f/ h (tranzitivitate)

Daca f/ gsif/ h,atunci f/ (g u+ h - v), oricare ar fi u, v e K[X].
Daca f/ g sif# 0, atunci grad (') < grad (g).

Daca f/ g, atunci (af) / g, oricare ar fia € K, a # 0.

AN O o

Daca f/ g si g/ f, atunci existd a € K, a # 0, astfel incat /= ag.
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Primele 5 proprietati se deduc imediat din definitie.
Vom demonstra numai proprietatea 6.
Daca /=0, atunci g = 0 si putem lua a orice element nenul din K.

Daca f, g #0, atunci f = gg, si g =ff,. Rezultd f = ff,g,, de unde f1g, = 1.
Deducem ca f, si g, sunt polinoame constante nenule.

Ludnd g, =a,a#0avem f=a - g c.c.t.d.

DEFINITIA 2
(Doué polinoame f, g € K[.X] se numesc asociate in divizibilitate dacaf/ gsig/f. ]

In acest caz scriem f~ g.

Exemple
1. [=3X+1sig=X"+ %,fge Q[X]; avem f/ gsig/f.

2. f1g € Ls[X].f= 2Xsig=3X.

3. Remarcati ca daca f~ g sif, g sunt unitare, atunci /= g.

Continuam analogia proprietatilor de divizibilitate In K[X] cu proprietatile relatiei de
la numere Intregi definind si cel mai mare divizor comun.

DEFINITIA 3

Spunem céd d € K[X] este un divizor comun al polinoamelor g, f'e K[X] daca
d/fsid/g.

DEFINITIA 4

Fie f, g € K[X], nenule. Un polinom d € K[X] se numeste cel mai mare divizor
comun al polinoamelor f'si g daca indeplineste conditiile

i) d/fsid/g(deste divizor comun)

il) Daca d’/ fsid'/ g, atunci d’/ d.

In acest caz d se noteazi (f, g) si se prescurteaza c.m.m.d.c.
In cazul in care g = 0 sau =0, polinomul (f, g) nu poate fi definit ca mai sus.

[ Prin conventie (f, 0) = f- ]
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Sa mai observam ca din definitie nu reiese unicitatea celui mai mare divizor comun:
daca polinomul d verifica cele doua conditii din definitie, atunci si ad, a # 0, verifica.
Mai mult: daca D € K[.X] verifica cele doua conditii, atunci evident D / d, dar si d / D.
Asadar, D ~ d.

Prin urmare, cel mai mare divizor comun a doud polinoame, daca exista, este unic,
abstractie facand de o asociere in divizibilitate.

De obicei, se alege (f, g) polinomul unitar ce verifica i) si ii) din definitia celui mai
mare divizor comun.

Teorema urmatoare ne asigura de existenta celui mai mare divizor comun, oferind un
procedeu efectiv de calcul.

TEOREMA (algoritmul lui Euclid)
( Fie (K, +, -) un corp comutativ si f, g € K[X], nenule. Atunci exista (f, ).

Demonstratie
Sa urmarim sirul de impartiri
f=g ¢ tr,grad(r)<grad (g (*)
g =ry " ¢ty grad (rp) < grad (r)
ry =1, ¢yt ry, grad (ry) < grad (r,)
ry =ryc ¢yt oy, grad (ry) < grad (r3)
ry =ry ¢y trs, grad (r5) < grad (ry)
Deoarece grad (g) > grad (r;) > grad (r,) > grad (r;) > ... se va ajunge la un moment
dat la grad r,,;; = —eo, cand r,,; = 0, iar sirul de Impartiri se termina
Fp3 =Tno  Guy + 1y, grad (r, ) < grad (r,, )
Fua =Tyt dy T 1y grad (r,) < grad (r,_)
Pyt =Fn Gy T Vyits (Fyey = 0) (*)

[ Ultimul rest nenul, 7,, este un c.m.m.d.c. al polinoamelor i g. ]

s F'ps

Intr-adevar
1) Urmarind sirul de egalitati de jos in sus avem:
r,/ r, ; (ultima egalitate); r,, / r,_, (penultima egalitate), ..., 7, / g (a doua egalitate)
si in sfarsit 7, / f(din prima egalitate).
ii) Daca d este un alt divizor comun pentru f'si g, atunci urmarind sirul de egalitati (¥)
de sus in jos avem succesiv:
d/r,d/|ry,dlr, .. d/r,(din penultima egalitate) c.c.t.d.
In cazul cand (f; g) = 1, spunem ci polinoamele sunt prime intre ele.
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Exemple de aplicare a algoritmului lui Euclid

1. Sa se afle un c.c.m.d.c. al polinoamelor 1, g € Zs[X], f= 2X+3X+3Xx+1 si
g=3X+X+1.

Avem:
2X+3X+3x+1 3X+Xx+1
QX+ A4X+ 4x AX+ 3
/X x+1
X +3X+3
AX-2=X+3
Urmeaza Tmpartirea polinomului 3X+X+ 1 larestul obtinut, X + 3.
3X+Xx+1 X+3
3X+4x 3x-3
/ -3x+1
-3X+1
0

Am obtinut restul 0, deci algoritmul se Incheie.
Ultimul rest nenul este X + 3, deci rhe=X+ 3.

2.£,g€ QX /=X - X+ Xsig=X —X+3X¥-2X+2, (g =2

Rezolvare

Deoarece feste ,,mai scurt™ Incepem algoritmul cu impartirea lui g la f, putind alege

si invers.
XY x3+3x?-o2x+2 | x-x3+x?
X4 x3+x? 1

/] 2X?P-2X+2

Urmeaza sa impér‘gimX4 ~X+X1a polinomul 22X —2X+2

Pentru evitarea calculului mai greoi cu fractii, putem imparti sau Inmulti polinoamele
(aflate 1n aceasta situatie) cu numere convenabil alese, fara a afecta (f, g).

In cazul nostru, continuam algoritmul cu QXP-2X+2):2=X-X+1

X4_x3+x? X2-X+1
X4_x3+x? X2
/10

Algoritmul se incheie, (f, g) =X ToX+1.
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3.fge RIXLf=X>+3X*+1,g=2X>+X-1,(f,g)=?

Rezolvare

Inlocuim f'prin 4f'si aplicam algoritmul lui Euclid.

AX3+12X%+ 4 2X2+Xx-1
4X3+ 2X?-2Xx 2X+5
/ 10X2-2X+4

10X2+5X-5
/ IX+9

Urmeaza sa Impartim g = 2X2+X-1la—7X+09.
Inlocuim g cu 49g si continuam:

98X %+ 49X — 49 ~7X+9
14X2 - 126X }m
/ 175X —49
175X - 225
/ 174
Algoritmul se incheie aici, fiind evident ca prin impartirea lui —7X+ 9 cu 174 obtinem

restul 0. Conform unei conventii anterioare, ludm (f; g) = 1 (polinoamele 1n acest caz
sunt prime intre ele).

4. Sisearate ci (X"~ 1, X" — 1)=X"— 1, unde d = (m, n), m > n.

Rezolvare

Vom urmari algoritmul lui Euclid pentru aflarea lui d; corespunzator acestor impartiri
vom avea impartiri similare in algoritmul lui Euclid pentru polinoamele X" — 1 si X" — 1.
Am vazut intr-un exercitiu rezolvat in paragraful anterior cidacaim=n -q +r,
0<r<matunci X"-1=X"-1)0+X —1,grad (X' - 1)<n.

Urmariti ,,tandemul*:

m=n-q+r,0<r<n X'-1=X"-1D0+X -1,
grad (X" — 1) < grad (Q)

n=r-q, +tr,0<r <r X-1=X-DO,+ X" -1,
grad (X" —1)<grad (X' - 1)

F=r gyt 0S5, <r X-1=(X"-1)0,+ X" -1,

grad (X" —1)<grad (X" - 1)

Fon=Fy 1 Gy tr,0<r, <r,. X=—1=(X" -1DQ,+ X" -1,

grad (X" —1)<grad (X" —1)
Fat =T G 70,057, <1, X' —1=(X"=1)0,; +0
algoritmul se incheie algoritmul se incheie

Deoarece d = r,, deducem ca (X" — 1, X"~ 1)= X" — 1=X"—1.
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OBSERVATII

1. Ne reamintim ca radacinile polinomului X — 1 sunt radacinile de ordinul m ale

polinoame X' — 1 i X" — 1 sunt radacinile polinomului X=1,d=(m, n). Regasim
ca U,n U, = U, un rezultat dobandit la capitolul despre grupuri.

2. In teoria numerelor avem un rezultat similar (2" — 1, 2" — 1) = 291 (revedeti
asemanator demonstratia!).

Consecinte ale algoritmului lui Euclid

Fie (K, +, ) un corp comutativ. Atunci:

1. Dacd f, ge K[X]sid=(f, g), atunci existd u, v € K[X] astfel incat d = uf + vg.
2. Dacaf, ge K[X], atunci (f, 2) = 1 & () u, v e K[X] astfel incat uf + vg = 1.
3. Dacaf, g, h € K[X], astfel incat f/ (g - h) si (f, g) = 1, atunci f/ h.

Demonstratie = 1.

DEFINITIA 4

Urmarim sirul de Impartiri (*) pentru aflarea c.m.m.d.c.

Din penultima egalitate scoatem: d =r,=r, , —r,_; *C, (1
Din antepenultima egalitate scoatem r,, ; =7, s —7,, - C,_;, pe care
il inlocuim in (1). Obtinem

d=r,,—(r3-1,5 C ) C,=-1,53°C,+r,, (1+C_,C)(2)
Din aproape in aproape, urmarind 1n continuare sirul de impartiri (*),
deducem ca d este o ,,combinatie liniara*“ a polinoamelor 7,,_; si 7, _4;
w3 ry8iry, rpsiog, g sif, adica existd u, v € K[X] astfel incat
d=u-f+tv-g

Implicatia ,,= reiese din 1)

Reciproc: notand d = (f; g), deducem ca d / (uf + vg), iar din
u-f+v-g=1obtinemd/1,adicad=1.

. Deoarece (f, g)=1,din2)avemcau-f+v-g=1,u,ve K[X].

Amplificand cu 4 obtinem u fh + v g h = h (2). Deoarece f/ (g - h),
rezulta ca fdivide ambii termeni ai sumei (2), adica f/ 4. Continuand
seria analogiilor cu divizibilitatea numerelor intregi definim in
continuare cel mai mic multiplu comun a doud polinoame.

Fie f, g € K[X], nenule. Spunem ca polinomul m € K[X] este un cel mai mic
multiplu comun al polinoamelor f'si g daca:

1) f/msig/ m(m este multiplu comun);

ii) oricare ar fi m" € K[X], daca f/ m’si g/ m’, atuncim/ m’.

Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor fsi g se noteaza [f, g] si se prescurteaza

c.m.m.m.cC.
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Prin conventie, daca f=0saug=0, [f,g] =0
Prin teorema urmatoare probam existenta c.m.m.m.c. pentru oricare doud polinoame
nenule, oferind 1n acelasi timp o modalitate de calcul.

TEOREMA 2
Fief,ge K[X],/#0,g#0,sid=(f,2). Atunci [/, g] - (£, 2) ~f" & ]

Demonstrafie = Avem: f=d " f, g=d - g. Rezulta (f}, g;) = 1 (Justificati!)
. Demonstram ca m = df, g, este un c.m.m.m.c. al polinoamelor /i g.

1) Dinm=f-g; deducem ca f/ m, analog g/ m.

~ i) Fie m un alt multiplu comun al polinoamelor f'si g, adicd m’ = ff, si
m=gg,
Rezultda m" = df,f, si m’ = dg,g,, iar de aici f,f, = g,2,.
Deoarece f; / 2,2, $i (f}, g) = 1, deducem ca f, / g,, adica g, = f1A.
Atunci m’ = dg,g, = dg,(f,h) = (df,g,)h = mh, decim / m’.
Prin urmare m - d = (df1g,) - d=(df,) - (dg)) =f"- g

OBSERVATII

1. Ca i In cazul celui mai mare divizor comun, cel mai mic multiplu comun a doud
polinoame este unic, abstractie faicand de o asociere in divizibilitate.
In acest fel [f; g] reprezinti o clasi de polinoame asociate in divizibilitate, clasa
multiplilor comuni, de grad minim.

2. Cel mai mic multiplu al polinoamelor poate fi aflat prin impartirea produsului lor
la cel mai mare divizor comun. Intr-un exercitiu rezolvat anterior am vazut ¢
XX+ XX -X+3X - 2X+2)=X-—X+1
Atunci
XX+ XX - X+38 - 2X+2] = - X+ X)) X' - X +3X¥-2X+2):
(XD =X X X3 - 2X+2) =X - X +3X - 2X + 247

3. Se pot defini un c.m.m.d.c. $i un c.m.m.m.c. al polinoamelor £}, /5, ..., f,, n = 3,
recursiv.

1S5 oosf) = (1 fos ooos S)s 1)
Visfos ooos ] = W So woos S]]
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Exercitii rezolvate

1. Sa se arate cd X°> + X + 1 divide polinomul)(gm+2 + X" v ,myne N.

Rezolvare

D GRS CULE N0 U o WD U ¢ BE) CRED G DE

=X - D) - XX - 1)+ X+ X+ 1)

Insa (P"- 1) (XP-Dsi(X"-1) (-1, iar X - 1=X-DHXP+X+1).
Rezultd ca (X" — 1) si (X*" — 1) sunt divizibile cu X* + X + 1.

2. Fiene Nyn21siS, =142+ +nf k> 1.
Sa se arate ca exista un polinom f; € Q[X] de grad k£ + 1, avand coeficientul dominant
3 i_ I’ astfel incat S, = f(n). In plus £; : X(X+ 1).
Rezolvare

Ne reamintim din clasa a X-a identitatea:

1+ = CL +Cl X +C X7+ + CH X

Dand lui X valorile 1, 2, 3, ..., n si adunand egalitatile obtinute avem:

(n+ D —(n+1)= CL,S, +CLuS, +.+ CLuS, k2 Lne N

Aceste identitati se numesc relatiile lui Newton si permit calculul lui S, iterativ,
pornind de la S, S,, ..., ;.

Revedeti calculul lui S,.

Revenim la cerinta pe care o demonstram prin inductie dupa £.

Pentruk=1avem S, =1+2+..+n= n(n+1) sif, = x(x2+1) .
Deci S, = f,(n), coeficientul dominant este Jar f ¢ X(X+1).

Presupunem propozitia adevarata pentru orice i, 1 <i<k-1siodemonstram pentru k.
Din relatiile lui Newton scoatem S,

Si= | (D D)= CLyS, ~CE8, S, .
Conform ipotezei de inductie avem:
e = | () D) A~ P = Cl 0 |-
= ﬁ(n#— Dn+1-Da+ D" +n+ D2+ o+ m+ 1)+ 1] -
- - G - e .
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Evident, alegem
Lo oot DF 0 1DFR (0 D+ 1] —
ok +1

1 1 1 _
_m Cl]:+1f1(X) - m C13+1f2(X) T e T m Cl]:+11fk—1(X) (1)

Tinand cont ca f; are gradul 2, f, are gradul 3, .., f;_, are gradul £, rezultd din (1) ca
fr are gradul & + 1 (gradul primului termen).

este coeficientul dominant.

1
k+1
Fiecare dintre polinoamele f,, f5, ... f;_; sunt divizibile, conform ipotezei de inductie
prin X(X + 1), adica £ : X(X+ 1), c.c.t.d.

De asemenea, urmarind primul termen, observam ca

Comentariu. Ultima afirmatie a exercitiului permite calculul sumelor de puteri
asemenea, S;, mult mai rapid decat printr-un calcul iterativ: S, S,, ..., S;_; si apoi ;.

Exemplu

Sa calculam S, = 14+ 2* + ... + n*.

S, = f4(n), unde f; este un polinom de grad 5, divizibil cu X(X + 1).
X(X+1
5

Dand lui X valorile 1, 2, 3 in (2) avem:

Ne propunem sa ardtdm cd f, = P +aX* +bX +¢) (2)

1-2
P===
5

13+23:%(8+4a+2b+c)

(I+a+b+c)

P+2+3 :%(27+9a+3b+c)

1
6’

Rezolvand sistemul de ecuatii obtinem: a = %, b= % .
Deducem:

_XXHD (5 3,0, 1, 1)_XX+DRX+DBX*+3X 1)
fa — 5 (X +2X +6X 6)_ 30 .

n(n+DQ2n+DGBn* +3n-1)
30 '

Deci 1+ 2%+ .. +n*=

Retineti procedeul!
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3. Determinati radacinile polinoamelor f'= X-7X +14X-8i g=)(8 — 14X + 56X — 64
stiind ca au radacinile comune.

Rezolvare

Radacinile comune sunt radacinile c.m.m.d.c. al polinoamelor (f, g).
Aplicam algoritmul lui Euclid

X —14X° +56X-64 | X -7X +14X-8

X -7X+ 14X -8 1

| ~TX+42X-56 — X —6X+8

XX+ 14X -8 | X —6x+38
X 6X2 +8X | x—1
/ -X*+6X-8

X +6X-8

/0

Rezultd ca (X° — 14X° + 56X — 64, X° — 7TX> + 14X -8) =X*> — 6X + 8.
Radacinile comune sunt radacinile polinomului X —6X+8, adica 4 si 2.
Celelalte radacini ale polinoamelor f'si g se obtin dupa impartirea lui f'si g la
X —6X+8.

=P -6X+8)(X—1),g=(X*—6X+8)(X-28)

Deci fare radacinile 4, 2 si 1, iar g are radacinile 4, 2 si 8.

4. Fief,ge RIX], f=X' - 2X +3X° +2X +a,g=X' —3X +4X* + 3X + b.
Sa se determine a, b € R, stiind ca (f, g) are gradul 2.

Rezolvare

Aplicam algoritmul lui Euclid
X' -2X +3X +2X+a X*P-3x +4ax? 43X+
X -2X +3X+2X+b 1
/| X - X~ X+a-b

X3+ 4P +3X+ b X-X-X+a-b
X-X - X+@a-bXx X-2
/| 2X+5X+B-a-b)X+b
22X+ 22X +2X—2(a— b)
/33X +(1-a+b)X+2a-b
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Continuam, amplificand in prealabil noul deimpartit cu 9.
9X° —9X° — 9X +9a — 9b |3X°+(1-a+b)X+2a—b
9X3 + (3 — 3a + 3b)X? + (6a — 3b)X | 3X+(4+a-b)
/(=12 +3a—3b)X* + (-9 — 6a + 3b)X + 9a — 9b

(~12+3a-3b)X + (-1 —a+b)(—4+a-bX+ (2a—-b)(-4+a—Db)

/ (@*>—2ab+b*—11a+8b—5)X—2a*+3ab—b*+ 17a—13b

Aici algoritmul trebuie sa se incheie, altfel (f, g) are gradul mai mic decat 2.
Prin urmare, restul obtinut la ultima impartire trebuie sa fie 0.

a’*—2ab+b*~11a+8h—5=0

Rezulta: 5 5 .
—2a“+3ab—-b"+17a-13b=0

Adunam cele doua relatii si obtinem —a*+ab+6a—5b-5=0.
Gandind egalitatea ca o ecuatie de gradul II in a obtinem
a=5sia=b+1.

Pentrua =5 obtinemb=-5sib=17.

Pentru b =a— 1 gasima=-4si b=-5.

5. Sa se demonstreze proprietatile urmatoare pentru polinoame.
a) Dacaf/h,g/hsi(f,g)=1,atunci (f* g)/ h.
b) (f-h;g-h)=(fg) h.
c) Dacaf/ hsig/h,atunci [f, g] / h.

Rezolvare

a) Avem h=ff,, h=gg,,ff; = gg,, de unde f/ (gg,). Insi (f, g) = 1, deci f/ g,, adici
g =f" hy,adicd h=g(fh,) = (g f)h,. Din ultima egalitate, deducem (g - /) | .
b) Notam (f, g) = d si demonstram ca d - / este un c.m.m.d.c. al polinoamelor /- / si
g+ h, urmarind definitia.
i) Evident (dh) / (fh) si (dh) / (gh).
i) Fie d un alt divizor comun al polinoamelor /- A si g - h.
Deoarece (f, g) = d rezulta, conform unei consecinte a algoritmului lui Euclid, ca
existd u, ve K[X] astfel incatu - f+v-g=d(1).
Amplificam in (1) cu /4 si obtinem u(f'4) + v(g h) =d h.
Deducem ca d’ divide membrul stang al ultimei egalitati, adica d’ / (dh).
c) Fied=(f,g). Atuncif=df, g =dg,, (f;,g)=1.
Putem lua [f, g] = df,g;.
Din f'/h rezulta f,/ h; analog g,/ hsid/ h (2)
Deoarece (f}, g;) =1, deducem ca (f; - g;) / h 3)
Deoarece (d, f, - g,) = 1, tinem cont de (2) si(3) avem (d - f, - g;)/ h, adica [f, g] / h.
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Exercitii propuse

1. Sa se arate ca f'divide g unde:
a)f=X—i,g=X3+X2+X—§,f,ge Zs[X];
b) f=2X+1,g=2X+3X-X-1,f ge QX
©) f[=X+X+ig=X+X+iX—iX’—iX+1,f ge CLX];
d) f=X*+aX-1,g=X%—a’X*+2aX~-1,f, g R[X].

2. Determinatia, b € Cdaca g/ f.
a) g =X —4, =X+ aX + b;
b) g=2X+X+b,f=2X" +3X +aX* - 1;
¢) g=iX-2,f=aX+aiX + b;
d)g=2X—-4, =X+ ax*+ 8aX.

3. Determinati #n € N pentru care:
a) X2+ X+ 1 divide X" + X + 1;
b) X + 1 divide (X* + X+ 1)" - X.

4. Aflati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru polinoamele:
a) =X - 1g=X'+X+1,f,ge R[X];
b) f=X'+ X+ 2X+25ig=X+3X+6,f ge Z[X];
) f=X-X+X-1g=X'+X+2X+X+1,f,ge QX];
d) f=X+iX+1,g=X+X+i,f ge CIX];
e) f=X —1,g=X'-1.f g€ QUX];
f)/=0;g=2X+3,f,ge C[X].

5. Fief,ge RIXL, /f=X"'+ X"+ +X+1,g=X"+X""+ .+ X+1.
a) Calculati: X- f—g.
b) Calculati: (f; ).
¢) Calculati: (X" — 1, X' —1).

6. a) Exista polinoame care sa aiba c.m.m.d.c X+Xx+1 si c.m.m.m.c. X+ X +3X+2?
b) Determinati a, b € R si produsul /- g stiind ca c.m.m.d.c. al lor este X+ Xsi
c.m.m.m.c. al lor este X* + aX* + X + b.

7. Determinati numerele naturale a, b in cazurile:
a) (a,b)=10sia- b=2400;
b) a +b=98si [a, b] = 720.
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skskok

al)x3+2x2 +ax—2=0,x3—2x2—x—a+1=0;
b)x3—3x2 +2x+a=0,x—2x"-3x+b=0.

9. a) Polinoamele f, g € R[X] sunt unitare si au acelasi grad.
Determinati polinoamele stiind ca (f, g) =X—1, [f, g] = X-X
b) Polinoamele £, g € R[X], (f, 2) =X +1, £ gl =X +3X° +3X+2.
Determinati f'si g stiind ca f(-2) =5 si g(-1) = 6.
¢) Un cel mai mare divizor comun al polinoamelor f'si g este X 32X+ 1,iarun
cel mai mic multiplu comun este (X2 + X)(X3 -2X+1).
Rezolvati ecuatia f'(x) - g(x) = 0.

10.Determinati (f, g, /) si [f, g, ] daca:
a)f=X-1;g=-X+1,h=X+X-2;
b) =X g=X+X, h=X+X+1.

11.Calculati c.m.m.d.c. al polinoamelor:
) X'+ LX0+1; )X+ 1, X0+ 1;
OX-1L,X+1;, dHX+1,X+1.

12.Determinati doua polinoame f, g € R[X] cunoscand cd un c.m.m.d.c. al lor este
X? — 1, algoritmul lui Euclid are 3 etape si la fiecare etapi catul este X.

13.a) Determinati a, b € R astfel incat un c.m.m.d.c al polinoamelor f = XX +asi
g=X3 + X + b sd aiba gradul 2.
b) Fief,ge Q[X], /=X +2X* + 11X +a, g=X + X* + 14X + b.
Sa se determine a si b astfel incat f'si g sd aiba un divizor comun de grad 2.

14.Determinati polinoamele £, g € R[.X] cu proprietatea
(P +2X+2)f+ (X +3X+3)g=1.

15. Fie n, m € N*, n impar.

a) Sasearateca (X' -1, X"+ 1)=1.
b) Dacd a € Z demonstrati ca (¢" — 1, a” + 1) este 1 sau 2.
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Polinoame ireductibile

Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili

Ideea de descompunere in factori ireductibili este intim legata de radacinile polinoamelor.
In acest sens avem un prim rezultat.

TEOREMA LUI BEZOUT

Fie fe K[X], unde (K, +, -) este un corp comutativ sia € K.
Atunci a este radacina pentru f'daca si numai dacd (X —a)/ f-

Demonstratie ~ Fie f= (X—a) g + r, unde grad (r) < 1.
. Atunci: a este radacind pentru f < f(a) =0 r=0< (x—a) / f-

Consecinte

1. Dacaa,, a, ..., a,, sunt m radacini distincte din corpul K ale polinomului f'e K[X],
atunci X —a)) X—a,) ... (X—a,,) divide f.

2. Daca polinomul fare gradul 7, atunci polinomul are cel mult 7 radacini in corpul K.

Demonstratie - 1. Inductie dupa m.
: Pentru m = 1 propozitia este adevarata (teorema lui Bézout).
Presupunem propozitia adevarata pentru m — 1.

m—1

Deci f= [](X —a)g (1)
i=1

m—1

Deoarece 0 =f(a,,) = H (a, —a,)gla,)sia,—a;#0, pentru orice i,
i=1

rezultd cd g(a,,) = 0.

Aplicand teorema lui Bézout rezulta ca (X —a,,) / g, adica

g=X—-a,)h, unde h e K[X].

m
Revenind la (1), obtinem /= [ [(X —a,)h .
i=1
- 2. Daca ay, a,, ..., a, € K sunt radacini distincte ale polinomului in
corpul K atunci:

n=grad (f) = grad (H(X —ai)h] =grad(H(X —ai)] +grad h =
i=1 i=1
=m+grad h > m.

OBSERVATIE

Consecinta 2 afirmd ca singurul polinom cu coeficienti Intr-un corp care are mai
multe radacini decat gradul sau este polinomul nul.
Vom reveni printr-un exercitiu rezolvat asupra acestui rezultat.
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Un polinom poate fi scris ca produs de doud sau mai multe polinoame neconstante
sau nu poate fi scris astfel.

Exemplu

Polinomul X*> + 1 € R[X] nu se poate scrie ca produs de polinoame de grad > 1 din
R[X] pentru ca nu are radacini in R.

Acelasi polinom gandit cu coeficienti in C[X] se poate descompune:

X+1=X+i)(X—i).

DEFINITIE

Un polinom g € K[X] nenul si neconstant se numeste ireductibil in K[.X] daca
din f/ grezulta f~ 1 sau f~ g.

Cu alte cuvinte: un polinom, g, nenul si neconstant, este ireductibil daca singurii sai
divizori sunt constantele nenule sau cele asociate in divizibilitate cu g.

Prin urmare, un polinom este ireductibil cdnd nu se poate scrie ca produs de polinoame
neconstante, de grad mai mic decat gradul sau.

Un polinom nenul si neconstant care nu este ireductibil se numeste polinom reductibil.

Exemple
1. Orice polinom de gradul 1 din K[X] este ireductibil.

2. Orice polinom de grad 2 sau de grad 3, care nu admite rdddcini in corpul K, este
ireductibil Tn K[X].
Intr-adevar, daca far fi reductibil in K[X], ar avea cel putin un divizor de gradul I:
aX+b,a#0.
Ar rezulta ca polinomul ar avea cel putin o radacina: adica — b - a”', contradictie.

Astfel: f= - xX+x+ie Zs[ X] este ireductibil in Z;[X] deoarece are gradul 3
si nu are raddcini in Z, (f(@) = i,f(i) =Q,f(§) =1)

OBSERVATIE

Rezultatul anterior nu este adevarat in cazul polinoamelor de grad 4 sau mai mare:
Polinomul X* + 1 € R[X] nu are radicini in R, dar este reductibil. Intr-adevar:

X+1=X+2+1-2=+1)y’-2X=
=X-V2 X+ )X +V2 Xx+1).

3. Orice polinom ireductibil in K[.X], de grad mai mare sau egal cu 2, nu admite radacini
in corpul K (demonstratie prin reducere la absurd, apeland la teorema lui Bézout).
Consecintd: In R[X] singurele polinoame ireductibile sunt cele de grad 1 sau cele
deformaaX2+bX+c,a, b, ce R,a¢0,b2—4ac<0.
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Urmatorul rezultat teoretic este unul analog teoremei fundamentale a aritmeticii din Z,
cu privire la descompunerea in factori.

TEOREMA

Fie (K, +, ) un corp comutativ.
Orice polinom nenul si neconstant din K[X] se poate scrie in mod unic ca produs
de factori ireductibili in K[X].

In acest caz unicitatea trebuie inteleasa abstractie facand de asocieri si de ordinea in
care apar factorii.

Exemplu

=X +2X* - X—2 e R[X] se scrie:
[=XX+2)-X+2)=X+2) (-1 =X+2)X+ DHX-1)
(descompunere in factori de gradul 1, deci ireductibili).

Scrierea: f=(2X+4) (X+1) (% X —%] este de asemenea o descompunere in factori

ireductibili in R[X].
Cele doud descompuneri ale lui f'sunt considerate identice, deoarece factorii 2.X + 4

.1 1 - o .
si EX > sunt asociati in divizibilitate cu X + 2 respectiv X — 1.

OBSERVATII

1) Este posibil ca unele polinoame ireductibile care apar in descompunerea in factori
a unui polinom dat sa fie egale sau asociate 1n divizibilitate.

In acest caz descompunerea se scrie cu ajutorul puterilor, obtinand ¢ orice polinom
fe K[X] se poate scrie (unic) sub forma:

f=ph - ph p,]f" ,unde py, py, ... p, € K[X] sunt ireductibile si oricare doud sunt

neasociate 1n divizibilitate.

2) Putem calcula un c.m.m.d.c. si un c.m.m.m.c. a doud sau mai multe polinoame
plecand de la descompunerea lor in factori ireductibili:

Un c.m.m.d.c. este produsul factorilor comuni luati la puterea cea mai mica.

Un c.m.m.m.c. este produsul factorilor comuni si necomuni luati la puterea cea mai mare.

Exemplu

F=3X- 12X +2); g=X-1PXX+2%X* + X+ 1), 1, g € R[X].
Atunci (£ g) = (X— 1’ (X+2); [, gl = (X = 1’(X +2)" XX + X+ 1).
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Exercitii rezolvate

1. a) Fief, g e K[X] grad (f) = grad (g) = n si elementele distincte a,, a, .... a,, a,., € K
astfel incét f(a,) = g(a;) oricare ar fiie {1,2,...,n+ 1}. Ardtaticaf =g
b) Determinati polinoamele f'e R[X] cu proprietateaf (x +y)=f (x)+f (») Vx,ye R.

Rezolvare

a) Polinomul / = f— g are gradul < si se anuleaza de n + 1 ori.
Conform unei consecinte a teoremei lui Bézout rezulta ca 7 =0, deci f=g
Rezulta de asemenea ca daca doud polinoame iau valori egale de o infinitate de
ori, polinoamele sunt egale.

b) Facand x =y = 0, in egalitatea data obtinem f (0) = 0.
Notand /(1) = a, a € R, obtinem prin inductie, f(x) = ax, Vx € N.
Rezulta ca polinoamele f'si aX iau valori egale de o infinitate de ori.
Prin urmare f= aX.

2. Fiege N*5iK=1{0, 1, a3, ..., a,} un corp finit.
a) Aratati ca pentru orice a € K, a’ =a.
b) Descompuneti in factori ireductibili polinomul /= X7 — X e K[.X]
¢) Deduceti ca pentru orice numar prim p avem:
(p — )! =—1 (mod p) (teorema lui Wilson).

Rezolvare

a) (K*,-) este grup cu g — 1 elemente.
Rezulticia? '=1,decia’=aVae K.

b) Orice element a € K este rddacind, deci f'se descompune in factori:
[=XX-1) (X-a3) ... (X-a,). -

c) Fieg=x’”‘1 ~le Z,[X]. Radacinile sale sunt: 1,2,.. p—1.
Decig=(X— 1) (X—2)...(X— p-1).

Identificand termenii liberi, obtinem:

A A —

1-2... p-1=- le lm) =(:\1)<:>(p—1)!z—1(modp).

3. Dacaa, b € R, sa se demonstreze identitatea
(a + b)Y’ —a — b’ =5ab(a + b) (& + ab + b°)

Rezolvare

Putem privi expresia din membrul stAng ca un polinom fin nedeterminata a

(cu b € R fixat).

Observam ci f(a)=b° - b =0si f(-b)=0 —(-b)’ -’ =b" - b =0

Asadar, conform teoremei lui Bézout, polinomul f'este divizibil cu (a — 0) si cu
a—(-b)=a+b.
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Deoarece expresia este simetricd, daca in decompunere apare factorul a, atunci
apare si b.

Asadar f'= (a + b)5 —d-b = ab(a + b) - g (a, b), unde g (a, b) este polinom
»simetric” de grad 2 de forma: g(a, b) = Oc(a2 + bz) + B(a - b)

Adica (a + b)Y’ —a’ — b° = ab(a + b) [o(a® + b*) + Bab)] (1)

Dand valori lui a si b obtinem un sistem pentru o, f3.
a=1;b=1=30=2Q2a+p) 2a+p=15 a=5
a=2;b=1=210=6(50+2 ) - {5a+2B=35 - {B=5
Deducem:

(a+b)° —a® —b*=ab(a+ b)[5(a® + b*) + 5ab] = 5ab(a + b)(a* + b* + ab)

4. Sa se arate ca polinomul /= X+ax+5e 7,1 X] este reductibil pentru orice a € Z,.

Rezolvare

Deosebim doua cazuri:

Da=0.Atunci /=X +5=X-2=X-3) =X-3)X +3).

2)a+# 0.

Aratam ca fare cel putin o radacina in Z,.

Fie a.e Z, . Deoarece (Z5 ) este grup cu 6 elemente, obtinem al=1.

Atunci: f (o) = 0o l+taat+t5=0ca0+6=0cao0=1ca=al.
Rezultd cd a ' este radacind pentru f; c.c.t.d.

5. Se considera polinoamele f(g) € Q[X],f=X3 —-S55ig= aX* +bX+c,a+0.

a) Sa se arate ca f'este ireductibil in Q[X].

b) Aratati ca exista g, f; € Q[X] astfel incatg- g, + /- f, = 1.

. . . . . 1

¢) Deduceti un mod de a rationaliza numitorul fractiei ———————,
c+ b%/g + a%/g
unde @, b, c € Q,a2+b2+c2¢0.
Caz particular: 2 — 5325 .

Rezolvare

a) Polinomul fare gradul 3 si nu are radacini in corpul Q, deoarece 5 este irational.
Rezulta ca f'este ireductibil in Q[.X].

b) Deoarece feste ireductibil in Q[X], rezulta ca, mai putin o asociere in divizibilitate,
singurii sai divizori sunt 1 siX°—2.
Rezulta ca (f, g) = 1. Conform unei consecinte a algoritmului lui Euclid, deducem
ca exista polinoamele g, - f; € Q[X] astfel incat g - g, + /- f; = 1.
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¢) Daca inlocuim X cu 35 in ultima egalitate obtinem:

1=g(5) - g(B5)e1=(c+bd5 +a¥25) - g(») e

1 3
o ————=g()
c+ b%/g +a3/25
Deoarece g, are coeficienti rationali, rezultd ca gl(%/g ) este expresia obtinuta
dupa rationalizare.

In cazul particular dat, luim g =— X-X+2.
Algoritmul lui Euclid pentru aflarea (X —5,- X — X +2)este

Xo5=(CX-X+2) (- X+1)+3X-7 (1)
¢ oxea-gxon [ lx 10), 2
X-X+2=03X 7)( X 9]+ 5 2)

Scoatem 3X — 7 din (1) si-l inlocuim 1n (2). Obtinem:
IY-X-X+2)=(B3X-10) [ -5 -(-X-X+2)(-X+]]+52 =
SEEX-X+)BX+TIX-D)+BX+10) (X -5+52=0 (3)

Inlocuind in (3) X cu 5 obtinem:
(325 — 35 +2)33Y25 +735 ~H+52=-0

1 1
o1 LGy
a5 ez 2 )

6. Sa se descompuna in factori polinoamele de gradul al doilea

DX+ X-1§iX+ 23X+ 4 e ZyX].

Rezolvare

Stim ca un polinom de gradul al doilea este reductibil daca si numai daca are radacini
in corpul respectiv.

Dam 1n continuare o formuld de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea cu coeficienti
in 2Zp,p numar prim, p > 2. ) L L ) L L
ax"+bx+c=0, az0=ax"+b-a ‘x+tc-a |=0=x"+ba x+c-a =0
Sx+b - Qa)y')Y—(b-4ac) 2a)? =0 (x+b - (2a)")Y = - 4ac) a) >
Deci: ecuatia are radacini in corpul Z, daca si numai daca exista u € Z, astfel incét
b? — 4ac = u* (discriminantul A = b* — 4ac este patrat in Z,).

In acest caz avem formula de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea:
Y =(Cb-u)2a) " ;= btu)a)’ (%)

Daca polinomul fare radacinile x;, x, € Z, atunci:
f=a(X—x)(X-x,) (descompunerea in factori ireductibili a lui f').
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in cazul dat avem:

A A

2X+X-1=0, A=b*—dac=(17’-4-2 (-1)=2 =(3)%u= 3.
Avemx, ,=(-1+3)(4)'=(-1£3)- 2;x,= 4,x,= 6.

Asadar: 2X+X-1= ﬁ(X— 21)(X— 8).

X+ 2X+4=0;A=(-2y-4-1-4=3.

nsa in Zs, 3 nueste patrat, deci ecuatia nu are solutii, iar polinomul este ireductibil.

OBSERVATII

1) Pentru ecuatiile cu coeficienti in corpul Z, formulele (*) nu sunt valabile deoarece

2a=a + a =0, iar 0 nu este inversabil.
Ecuatiile de gradul al doilea cu coeficienti in Z, se rezolva prin incercari.
2) Formulele (*) se extind la ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti in orice corp cu
ecuatia2a=a ta#0.
In particular: si ne reamintim de ecuatia de gradul al II-lea cu coeficienti complecsi,
rezolvata in multimea numerelor complexe.
Exemplu:
Si se rezolve ecuatia x> — (2i + 1)x +2i =0, x € C.

Rezolvare

A=b*—dac=Qi+1)*—4-1-2i=47+4i+1-8i=47—4i+1=2i- 1)~
Decix; ,=(-btu) (2a)_ =btu)- La unde u =2i — 1 (sau —(2i — 1)).
Revedeti inca odata faptul ca J A nuare semnificatie decat pentru numere reale,

A > 0 si ca scrierea

5 este un mod ,,expeditiv de aflare a radacinilor unei
a

ecuatii de gradul al doilea cu coeficienti reali (usor de memorat!)

7. Interpolare si extrapolare
O serie de fenomene si experiente 1n fizica, chimie, biologie etc., sunt caracterizate
printr-o anumitd dependenta functionala, in fapt prin functii definite pe un domeniu
finit descrise prin tabele.
Daca notdm valorile argumentului, intr-un tabel prin x,, x;, ... x,,, atunci valorile
corespunzatoare ale functiei vor fi /' (x,), f(x)) ..., f(x,).
Ne intereseaza valoarea functiei intr-un punct cuprins intre valorile argumentului,
din tabelul respectiv, care nu se obtine pe cale experimentala.

Spunem 1n acest caz ca efectudm o interpolare.
X | X X, X, daca o e (x;, x; 1),

SO | f@) S () cine este /'(e)?
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Valoarea /(o) In general se aproximeaza (cu o anumita eroare) luand /o functie
polinomiala de un anumit grad.

Exemplu

S-au obtinut experimental urmatoarele date privind dependenta temperaturii de fierbere
a apei fata de presiune (vezi tabelul 1).

Tabelul 1
p (mm col Hg) 92,41 | 149,38 | 233,71 | 355,12 | 525,76 | 760 |1489,14
t(°C) 50 60 70 80 90 100 110

Se cere sa se calculeze temperatura de fierbere a apei la presiunea de

0,5 atm = 380 mm col Hg.

Apare din nou problema determinarii unui polinom atunci cand sunt cunoscute valorile
sale Tn anumite puncte.

Vom examina aceastd problema pe cazul general pornind de la un caz particular.

 Fieke {1,2,...,n}, fix. Sa determinam un polinom f, de grad n — 1 astfel incat
Jdx) =y sify (x,) =0, pentruoricep € {1,2, ..., n},p#k.
Avem ca X, Xy, ..., Xj_15 Xpi1» - -5 X,, SUNt radacini pentru f;. Deci

Ji=aX=x)X—x)) ... X=x )X =xp)) ... (X—x,)
Din f,(x;) =y, rezulta:

Yk
(o, = x)(x = x5). O = X (X — Xy ) (X — X))

(X =x)(X =x,)e (X =2, VX = x4)- (X —x,)
X, = x) (X = X)) o (X, =X )X = Xpyp) o (X, —x,) VR
* Mai general: dandu-se numerele complexe x,, x,, ... x,,, distincte siy;,»,, ...y, € C,
sa se determine un polinom de grad n — 1 astfel incat f'(x;) = y; pentru orice
ke {1,2,...,n}.
Polinomul cerut este f=f, +f, + ...+ f,.
Intr-adevar: f(x,) =0+0+...+0+y,+0+..+0=y,.
Polinomul £, obtinut anterior, este unic. Intr-adevar:
Daca ar exista un alt polinom g, grad (g) <n — 1, am avea:
fx)=g(x), Vke {1,2,..., n} (iau valori egale de un numar de ori mai mare
decat gradul n — 1). Rezulta ca g =f.
Polinomul construit anterior se numeste polinomul de interpolare al lui Lagrange.
Pentru tabelul 1 putem considera un polinom de grad 6, f, pentru care
£(92,41) =50, £(149,38) = 60, /(233,71) = 70, £ (355,12) = 80, £(525,76) = 90,
f(760) =100; £(1489,14) = 110.
Pentru calculul coeficientilor avem programe informatice pe computer.
Valoarea ceruta f(380) = 81,61 (°C).

a=

Prin urmare f;, = (

. 133
CAPITOLUL 3 o INELE DE POLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN CORP COMUTATIV @——



Asa cum am vazut anterior, fiecare tabel contine valorile unei functii (polinomiale)
pentru un numar finit de valori ale argumentului, cuprins intr-un interval marginit [a, b].
De multe ori este nevoie sa stim si valori ale functiei pentru argumente x < a sau x >

b (vrem sa obtinem date pe care nu le putem afla experimental).

Extinderea valorilor functiei stabilite pentru un interval (restrans) de valori ale

argumentului, in afara acestui domeniu, se numeste extrapolare.

De exemplu, polinomul f'= O,OO65X3 — 0,52898X2 + 1,61358X — 0,25478 este un

polinom de interpolare pentru valorile date in tabelul 2:
Tabelul 2

1,4 1,5 1,7 1,8
0, 98545 0,99749 0,99166 0,97384

Cu cat putem aproxima sin 1?
Réspuns: prin /(1) = 0, 2047109

(tabelul cuprinde valori
ale functiei sinus)

Aproximarea lui sin 7 (prin extrapolare) nu este chiar grozava.

In schimb, prin interpolare, pentru aproxima sin g prin f (g] =1,00014, valoarea

foarte apropiata de 1, eroarea fiind 0,00014.

Rezulta ca polinomul de interpolare descrie mai bine comportamentul valorilor functiei

cand intervalul pe care se face aproximarea este restrans.

Exercitii propuse

1. Sa se arate ca g divide f:
a)g=X+ i,f=X4+ 2X+ i,ﬁge Zs[X];
b)g=X-2; f=2X°-31X-2, f ge R[X];

Og=X-3 —2 :f= X —56X* — 10X + 560X> + X— 56, f, g € R[X];
dg=X+if=3X+Bi-4)X—(4i- DX+, f, ge CIX].

2. Sa se determine ¢, b € R astfel incat g sa fie factor al descompunerii polinomului f.

a)f=2X +X-3,g=X-a, f ge R[X];
b) =X —TX+ 19X +aX+b,g=X-2—if ge CX];
O)f=X -2X+aX+b,g=X-1-2 fge QXI.

3. Sa se arate ca g divide f.
) g=X+ 1 /= +X+H+ X -x+ D'}
b g=X+X+1, =X+ +X;
g=X-X+1;/=X"-1+X-1,ne N¥
dg=X-1% F=10X" - 11X+ 1, £ ge Z5[X].

4. Descompuneti in factori ireductibili in R[X] si apoi in C[X]:

QX +3X-4b) X +3° -4 0) X+ X+ 1 d) X +4;0) X (X+ 1) (X+2) (X+3)-3.
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5. a) Aratati ca polinomul X+2xX+1e Z[ X] este ireductibil.
b) Sa se determine a € Z; astfel incét polinomul 2X+ax+1e 7 X] sd fie ireductibil.

6. Aratati AX+2X+2e Z[ X] este reductibil si descompuneti polinomul in factori
ireductibili.

7. a) Aratatica X'+ X2 + X+ 1este ireductibil in Z,[X].
b) Descompuneti polinomul X+le Z,[X] in factori ireductibili.
¢) Descompuneti in factori ireductibili polinomul X'+le Zs[X].
d) Descompuneti in factori ireductibili polinomul X+X+2X+Xx+1e Zs[X].

8. a) Dati exemplu de polinoame din Z;,[X] de gradul doi cu radacinile 1,5.
b) Dati exemplu de polinom de gradul al doilea din Z,[X] ireductibil.

9. a) Aratati ca polinomul X2 — 3 este ireductibil in Q[X] si reductibil in Q( J2 )[X].

b) Determinati polinomul unitar de grad minim din Q[ X] pentru care 33 este radicina.

10.Determinati radacinile polinoamelor:
X +3X+2e ZyX;b) X+ X+ 1€ Z[X]:¢) ¥+ X+ 3e Z,[X];
DX +X+1eCX;e) XP+B+i)X+3ie CX; )X —4X+1+2+2 e Q[X].
seskosk
11.a) Determinati f'e R[X] astfel incat f(1) +f(2) + ... + f(n) = n*,V ne N*,
b) Fiea, b, ce (0, ), a#b+#c#asife R[X], grad (f) = 6 astfel Incat:
S (@) =f(=a); f(b) =f(=D); f (¢) = f (=¢). Demonstrati ca /'(x) = f(—x), V x € R.

12.a) Fie fe C[X]. Sa se arate cd daca functia polinomiala ? este periodica, atunci feste

polinom constant.
b) Sa se determine f'e C[X] pentru care (X + 3) f(X) =(X—6) f(X+ 3).
c) Sa se arate ca functia sinus nu este polinomiala.

*13.Existd valoriale luia € 7, pentrucare polinomul X'° + aX + 9e Zy, este ireductibil?

*14.Scrieti ca produs de factori (X + Y+ Z)5 —X-Y-27.

*15.Tabelul alaturat arata dependenta volumului P 10° 30° 60° 80°

. . N 3 <
apei (exprimat in cm”) de temperatura (in °C). v 11000.27/1004.33] 1016.9 | 1028.9
Care este volumul apei la temperatura de 50°?

*16.Fie fe C[X], grad () = n astfel incat £ (0), f(1), ..., f(n) € Z.
SasearatecaV ke Z, f(k) € Z.

*17.a)Determinati x € Z astfel incat P-x+1=0.
b) In conditiile punctului a), aratati ca X = (—i ).
¢) Deduceti ca (322”*1 + 1) : 7, oricare ar fi n € N*,

. 135
CAPITOLUL 3 o INELE DE POLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN CORP COMUTATIV @——



Radacini ale polinoamelor
cu coeficienti complecsi

Relatiile lui Viete

Vom face referire in continuare la un polinom f'e C[X], grad (f) = 1
Prezentam fara demonstratie urmatorul rezultat:

TEOREMA FUNDAMENTALA A ALGEBREI

Orice polinom neconstant cu coeficienti complecsi are cel putin o radacina
complexa.

Consecinta

Orice polinom de gradul z cu coeficienti complecsi are » radacini.
In plus: dacd xy, x,, ... x, € C sunt radacinile polinomului f atunci

f=a,X=x)X-x) ... (X=x,) (1)

Demonstratie - Din teorema fundamentala rezulta ca fare cel putin o radacina: x,.
. Atunci din teorema lui Bézout avem (X — x,) / f, deci exista g € C[X]
- astfel incat /= (X —x,)g, unde g are gradul n —1.
- Din teorema fundamentala rezulta ca, la randul sau, polinomul g are cel
_ putin o ridicind: x,.
- Atunci: g = (X—x,)h, unde 7 € C[X], gradul lui % este n —2.
- Rezultd: f= (X —-x))g =X —x)X—x,)h.
. Continuand procedeul deducem ci f=(X—x;) ... (X—x,) g, unde gradul
" polinomului g este 0, a, adica ¢ este polinom constant.

In scrierea (1) radacinile lui nu sunt neaparat distincte.

Exemplu
f=aX-1DHX-DX-2)X +1iQ)
DEFINITIE
Fieae Csife CLX]

Spunem ca a este radacind multipla, avand ordinul de multiplicitate &, daca
fse divide cu (X — a)k, dar nu se divide cu (X — a)k L

Exemplu

Daca f=3(X- 1)2(X + 1), atunci 1 este radacina multipla, cu ordinul de multiplicitate 2,
iar —1 este radacind multipla cu ordinul de multiplicitate 1.
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In continuare vom spune mai simplu; in loc de radacina cu ordinul de multiplicitate

Rezultd ca dacd f € C[X] este un polinom neconstant, existd numerele complexe x;,
Xy, ..., Xy, distincte oricare doud si numerele naturale nenule n,, n,, ... n; astfel incat f'se
scrie In mod unic, abstractie facand de ordinea factorilor, sub forma:

[ f=a(X —x)"(X —x,)"... (X —x,)" ]

Cum descoperim ordinul de multiplicitate al unei radacini multiple?

a) Prin Tmpartiri succesive, aplicand concomitent teorema lui Bézout.

Exemplu

Pentru f=X° —3X+2, 1 este radidcind: /(1) =0, deci X — 1 este factor.
Impartind f1a X — 1 obtinem:

f=X-DHXP+X-2)
La randul sau, polinomul g = X* - X— 2 are radacina 1: g(1)=0.
Impartind g la X — 1 obtinem:

g=X-DHX+2).
Deducemca f=(X-1)g=X-1DX-1)(X+2)=(X- (X +2)
Reiesecaf: (X— 1) si f ! (X—1)*, deci 1 este radicina dubla.

b) Dam in continuare un criteriu pentru studiul radacinilor multiple, care faciliteaza
calculul prezentat la punctul a).
Introducem mai intai notiunea de derivatd a unui polinom.
Fie functia d : C[X] — C[X] definita astfel:
*dacia e C,atuncid(a) =0
e dacif=ay+a X+ a,X* + a X", atunci d(f) = a, + 2a,X + ... + na, X"~ .
Aceasta functie se numeste derivare, iar daca feste un polinom, d(f') se numeste derivata
lui f.
S& mai observam ca:
o d(X") = kX! pentru orice k= 1.
cd(f+g)=d(f) +(g), V[ ge CLX].
cd(af)=ad(f),Vae CsiV fe C[X].
cdf-g)=df) f+[ d(g,V}ge CX]

Verificarea se face cu usurinta prin calcul.

Exemple
dOC +3X—1)=d(X°) + d(3X) + d(-1) = 3X* + 3d(X) + 0 = 3X* + 3.

Al + 1) (X +2)] =dXC +1)(X+2) + (X +1) d(X +2) =
=2X(X+2)+ (X2 +1)- 1=3X +4X+ 1
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Remarcati aseméanarea proprietatilor derivatei unui polinom cu proprietatile derivatei
unei functii (polinomiale) invatate in clasa a XI-a.

Este motivul pentru care derivata unui polinom se numeste si derivata formala si, de
aici incolo, vom nota d(f) = 1", d(d(f)) =f?, ... recursiv: £ = (£ Vy.

Stim pe cazuri particulare si putem demonstra lejer, prin inductie dupa gradul polino-
mului f; pe cazul general, urmatorul rezultat: daca @ € C atunci exista a, a, ..., a, € C
astfel incat

f=ay+a,(X—a)+a(X—a)+... +a,X—a)" (1)

Numerele a, @, ..., a, € C sunt unice, iar scrierea poarta numele de descompunere
a lui f'dupa puterile lui X — a.

Observam ca:

"= a4 2a-(X —a) + 3ax(X—a)* + day X —a) + ... + na (X —a)" .
1 2 3 4 "

=2a,t2: 3a —a)+3-4a —a) +...tnn- —a .
7 =2a,+2 3ay(X 3 - 4a,(X — a) (X —a)"?

Rezulta ca 2a, = f”(a); deci [ 4= ! 2(‘1) ’ ]

Procedand asemanator deducem:

@ Y@ ")

T T
In acest fel (1) devine:
Fr@+ XD g XD O 0y + zoa A Oy + X2 )

numita formula lui Taylor de dezvoltare a polinomului £, de grad n, dupa puterile lui (X —a).

Exemplu de dezvoltare

Sa se dezvolte polinomul /= 2X° +3X +X-1 dupa puterile lui X — 1.
Calculam derivatele succesive ale lui fin 1. Avem:
FU=6x*+12Xx+1;1'(1)=19.
F@=12x+12; 1) = 24.
fO=12;r%1m)=12.
Rezulta:

()f 1) ()f 1)

=)+ f“)(l) + 2SOy + o=

X -1 (X —1)° (X -1°
<19 + +
1! 19 2! 124 3!

- 12.
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TEOREMA 1

Fie fe C[X] un polinom neconstant si a € C.
Atunci: a este radacind multipla cu ordinul de multiplicitate K daca si numai daca

F@=0, fYay=0, ..., f¥Da)=0sifP@a)=0.

Demonstratie © Fie n gradul polinomului f.
Presupunem ca a este multipla, cu ordinul de multiplicitate k.

Atuncicif: X—a)sif | (X—a)".
Dezvoltand polinomul dupa puterile lui a obtinem:

: M &) (k1)
@ L g T +f(k_1()“!)(X—a)"-l+

f(k)(a) (X_ )+ N fn)(a) (X_ )

k n—k

(1) (2) (k-1)
S+t ( )(X— a+ ! ( )(X— ay + .+ f(k—l()a!) X-a)"" (1)

Deoarece f: (X— a) rezulta ca restul impartirii lui fla (X — a)k este 0, adica

@+ IO IO o ape L o< )

inlocuind in (2) X prin X + a obtinem:

: f(“(a) 2@ > 4@ e
C fla)+ X+ o X D! X =
o f(a)—O, f“)(a)—o, o S 1)(a)—o.

(k)
In plus, se observa ca din f ! (x- a)kﬂ, avem f ( #0, altfel din (1) ar

rezulta ca polinomul s-ar anula 1n a, adica ar fi divizibil cu X— a, contradictie.
Reciproca este evidenta.

Exemplu de aplicare a teoremei

Fie f=X'-2X° +2x-1

Observam ca 1 este radacind a lui /- Sa-1 gdsim ordinul de multiplicitate.
FO=ax’ —6x*+2; V(1) =0;
f@=12X-12x; (1) =0;
SO =24x-12;10(1) % 0;

Rezulta, conform teoremei, ca 1 este radacina tripla.
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Relatiile lui Viete
Am vazut in clasa a [X-a ca intre coeficientii polinomului aX? + bX + ¢ si radacinile

. e o . C
sale exista legaturile: x; +x, =— —, xx, = —.
a a

Aceste relatii se extind si la polinoamele de grad superior.

__TEOREMA 2 .

Fiefe ClX],f=a X" +a, X"'+.. +aX+a,a,20,n>1.
Daca ca xy, x5, ..., x, sunt rddacinile polinomului, atunci:

an—l
)Cl +X2+ s +)Cn:— I
al‘[
+ +...+ + +...+ = G2
XXy txXpx3 . Fxx, txxy Lt x, X, P
n
+ + + — a,_3
X1 XoX3 T XXXy tooo T X, 00X, X, = — P

n

Demonstratie . Stim ¢ /= a, (X —x)(X—x;) ... (X—x,).
Desfacand parantezele si identificand obtinem relatiile cerute, numite
relatiile lui Viete.

Exemple
1. Pentru /= 2X° —3X* + 1, relatiile lui Viéte sunt:
bty = o =2
1T T X3 > >

XXyt xx3txx3=— =0

SN N}

XXXz =—

2. Pentrug= 3X+ X +2X% + X— 1+, relatiile lui Viéte sunt:

l
X|tXyt X3+ x=— =

(O8]

2
XXy T XX5 T XX XoX3+ XoXy + X3x4 = 5
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3

OBSERVATIE

Fiind date numerele x|, x,, ..., x, € C existd un unic polinom unitar,
Jf€ C[X] care are ca rddacini numerele x|, x,, ..., X,.
Intr-adevar, notand cu:

Si=x;tx,+ . +x; S =x 0ttt x, X, L S, = XXX,
avem:

X XpX3Xy =

[ =X ST S XT L+ (1)1, ]

Exercitii rezolvate

1. Si se determine restul impértirii polinomului /= X* + X** - 2X° + X + 3 la polinomul
(X-1)>~

Rezolvare

Dezvoltam polinomul fdupa puterile lui X— 1.

f f(1)+ f(l)(1)+ (X —'1)2 (X—1)49

FOMy+ .+ T 74(1). Atunci

@ X-1
f=f+ L rOm + -1 (f ShEEE 49') f””(l))
Conform teoremei impartirii cu rest, deducem ca restul impartirii lui fla (X — 1) este

f(+ f(l)(l) Finalizati!

2. Calculati restul impartirii polinomului /= X+ X +3X-51a polinomul (X — 1% X,

Rezolvare

Din teorema Tmpartirii cu rest avem f= (X— 1)?-X- g+ aX* + bX +c
(1)
Trebuie sa determindm a, b, ¢ punand 1n evidenta trei ecuatii:
Dand valori in (1) obtinem:
x=1=f(1)=a+ b + c,deunde avem ecuatiaa + b + c=-2.
x=0= f(0)=c, de unde deducem ¢ =— 5.
A treia ecuatie rezultd dupa ce derivam ambii membri ai egalitatii (1):
Fr=2X-DX g+ (X—1)? g+ (X1 X g +2aX+b. (2)
Facand X =1 in egalitatea (2) obtinem: (1) = 2a + b, de unde 2a + b =43.
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Continuati prin rezolvarea sistemului obtinut.
3. Sase determine polinoamele fe C[X] stiind ca grad (f) =2n +1, f+ 1 este divizibil cu
(X—1)""!, iar f— 1 este divizibil cu (X + 1)" *.

Rezolvare

Avem f+1=X-1)""" g f—1=(X+1)"" h Deducem prin derivare:

Sr=mE ) (X1 g+ (X= D" g = (X = 1) ((n+ g+ (X - Dg) =
=1 gy, M
Analog, derivand a doua egalitate avem:

=+ D)X+ D) R+ X+ D) =X+ D) (n+ D+ X+ D) ) =X+ 1" hy. (2)
Din (1) deducem (X - 1)"/ f” iar din (2) deducem (X + 1)" / /.

Deoarece polinoamele (X —1)" si (X + 1)" sunt prime intre ele, deducem ca:
[(X=1)" - X+ 1)/ f oX-1)"f of =aX -1),ae C,a=0,deoarece f”
are gradul 2n.

Prin urmare f/” = a(X* — 1)"=a Y. ()" C*(x*)"*=qa 2( Dfck x*
k=0 k=0
Atunci prin ,,integrare® avem:
ct

2n—2k+l+
f=a 2( '3 2k+1X b

Deoarecef(l) +1=0 slf(—l) = 0 obtinem sistemul:
“2( )2n 2k+1 th=
_“2( D ok 2k+1 to=1

-1
2( 'y 2k+1

Rezultab=0sia=

4. Sise calculeze x| +xj + x7 +x, unde x,, x,, X3, x, sunt ridacinile polinomului
X+ X -3X+X+2=0.

Rezolvare

Notim S, = x{ + x5 + x5 + x; . Folosind primele doua relatii ale lui Viéte obtinem:
X+ X, Fx3= =15 x0x, + x5 + X0, = 3.
Rezulta:

Sy =—1;8,=(x; + Xy +x3)* = 2(x10) + x5 + Xox3) = 1 —2(=3) =7.
Pentru calculul celorlalte sume Sj, S, vom tine cont de faptul c¢a x,, x,, x5, x4 verifica
ecuatia, adica:

x4 =3x7 +x+2=0 -3 +x,+2=0

X3+ X =3 +x,+2=0 Xhxl=3x2 Fx,+2=0 (1)
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Impartind fiecare egalitate cu x;, x,, X3, respectiv x,, ob{inem:

3, .2 2 3,2 2
x1+x1—3x1+1+;=0 X, +x; =3x, +1+x_3:0
1

2 2
x+x0=3x, +1l+= = X+ =3x, +1+= =0
X2 X4
Adunand cele patru egalitati obtinute rezulta:

S3+S2—3SI+4+2(L+L+L+L)=O 2)

XX X X

fnsi 1 00X 060+ 66X 0% —1
X X X3 Xy XX, X5 X, 2

Revenind la (2) obtinem:
S;+8,-35,+4+2- (—%)=0@S3=—S2+3S1— =-7-1-2=-10.

Revenind la (1) si adunand cele patru egalitati obtinem:
S4+S3—3S2+S1+8:0
Deducem S,. Finalizati calculul.

5. Se considera polinomul f=X"+ X* + X* + X+ 1 cu radacinile x,, x,, X3, x,.

a) Sa se arate ca fare radacinile x; = cos %Tn +isin 2k ,k=1,4.
n

4T 6kt 8k_1t _

< . 2kt
b) Sa se demonstreze relatia cos e + cos 5 + cos e + cos —1;

deduceti egalitatea cos % = # .

Rezolvare

a) AvemX°—1=X-1) (X* + X + X%+ X+ 1), deci radacinile lui fsunt radacinile
de ordinul 5 ale unitatii, diferite de 1.

0+2km . 0+2km
+ isin

(Dinx’=1gi1=cos 0+isin0, avemx; = cos ,k=0,4.)

b) Prima relatie a lui Viéte referitor la ecuatia X+ + %+ x+1=0devine

2n ar 67 8m
X tx;+x3+tx,=—1&cos — +cos — +cos — +cos — +
5 5 5 5

+i(sin2—n+sin4—n+sin@ + sin 8—n)=_1_
5 5 5 5
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Identificand partile reale obtinem:

cos2—7t+c0s4—7t+c0s6—1r +c0s8—7t =1l
5 5 5 5

cos 25_1r + cos 45_1r + cos (21t—45—n)+cos (n—25—n)=—1(:)

ZCos%+200s%+1=0(:)200s25—n+2(200s2%—1)+1=0(:)

4 cos? 25_1r + 2 cos 25_1r — 1 =0 (ecuatie de gradul al doilea in coszs—n).

Rezulta cos 25_1r = _1+\/§

T
(am ales solutia pozitiva deoarece 25_1r € (0’ 5 ]]

- . .o .4
6. Sa se determine a si sa se rezolve ecuatia x

—x*+2x* —ax +2a =0 stiind ca produsul

Fie x,, x,, x3, x4 € C, radécinile polinomului avand x,x, = x3x,.
Din relatiile lui Viete deducem ecuatiile:
(r; +xy) +(x3+txy) =1
(0 + ) (x5 + xg) T x5 + X304=2
(o) + x)x3x4F (X3 F x)x0%, =a
(r1xy) + (r3xy) = 2a
Deoarece x3x, = xx,, a treja egalitate devine (x; +x, + x5+ x,) - x;X, = a.
Deducem x,x, = a = x3x,. Inlocuind 1n a patra ecuatie obtinem:
a?=2a=a=2saua=0.
Daca a = 0, ecuatia devine dor+rat=0e xz(x2 —x+2)=0etc.
Daca a =2, atunci x,x, = x;3x, = 2. A doua relatie devine (x; +x,)(x; +x,) =-2, care
impreunad cu prima constituie un sistem de doud ecuatii cu necunoscutele x; + x, si
x5 + x,. Rezolvand sistemul obtinem:

{XH_XZ . si A =2 etc
xx, =2 T, =2 ‘

7. Calculatip=(1+a)(1+b)(1+c)(1+d)

Rezolvare

Un calcul economic se bazeaza pe folosirea relatiilor lui Viete pentru polinomul
f=X+a)X+b)(X+c)X+d)

Produsul cerut este f{1). insa
f=X'+@+b+c+dX+(ab +ac +ad + be + bd + cd)X* +
+ (abc + abd + bdc + adc)X + abcd.
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Atunci
p=f(H)=1+(@tb+c+d)+(ab+ac+ad+ bc+bd+cd)+
+ (abc + abd + bdc + adc) + abcd.

8. Rezolvati sistemul
xty+z=2
)c2+y2+z2 =2,x,y,ze C.
X+y +7 =8

Rezolvare

Calculam xy + xz + yz, xyz:
2(xy +xz +yz) = (x +y+z)2—(x2+y2+zz)=4—2=2zxy+xz +yz=1.
Din x° +y3 +z3—3xyz=(x +y+z) (x2+y2 +zz—xy—xz—yz), deducem xyz = 2.

xX+y+z=2
Asadar {xy+xz+yz=1 (1)
xyz =2

Sistemul (1) este echivalent cu ecuatia de gradul al doilea £-20+1-2=0.
Ecuatia este echivalenta cu: (£ — 2)([2 +1)=0siare radacinile t, =2; £, =i; t3 = — 1.
Sistemul (simetric) (1) are 6 solutii:

2,0,—1);(2,—,1); (1,2,—10); (i, —1,2); (—i,1,2); (—1,2,0).

9. Fie xy, x5, X3, x, radacinile ecuatiei X3 i+ 2x-3i=0.

Formati o ecuatie de gradul patru cu rdddcinile y;, = xl-z, i=14

Rezolvare

incercam sa eliminam x intre relatiile:

X 43 +ix* +2x-3i=0
2 (1)

y=x
Avem: () +3x% x+ i+ 2x-3i=0= "+ 3y x+i-y+2x-3i=0 o
—y? —iy+3i

SxBy+2)+y +iy-3i=0&x= 312

Revenind la (1) obtinem:

2
2 . .
-y —iy+3i ) 5. 2
= 2 Y + =(—v? _jv +
y ( 3y+2 }@yﬁy 2y =" -pt3)y e

ey Q-9 —(6i +13)* +2y—9=0.
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Exercitii propuse

1. Determinati @, b, ¢ € C stiind ca numerele 2, —2, 1 sunt radacini ale ecuatiei:
Yot 15 b +e=0. Determinati celelalte radacini.

Vedeti si situatia urmatoare: (X% — 1) 1 (X° - X + X2 - 1).
3. Determinati ordinul de multiplicitate al radacinilor indicate:
a) x'+4x -2 —12x+9=0,x=1;
b) X +xt—6x — 14> — 11x=3=0,x=—1.
4. Determinati m, n € R astfel incat polinomul)(4 —10X° + 36X+ 4mX+3n =0 si aibd
radacina tripla.
5. Scrieti polinomul /=X*+ 3X* + X— 1 ca sumi de puteri ale lui:
a)X+1;b) X—1i.
6. Aflati restul Impartirii polinomului /= XX+ X +3x-11a:
a) (X+ 1% b) (X — i)’ (X+1).

B |

. Fie x|, x, € C radacinile ecuatiei x* +x +2=0. Calculati:

x +1 N x,+1

2 2

+x:b
) X+ )3x1+1 3x, +1°
A
-1

X!+ +3x, +2 N X +x5 +3x, +2
2x7 +x, +3 2X; +x, +3

Q) 1;d)

2x, 2x, —

8. Sd se afle radacinile x,, x,, x5 ale ecuatiei
a) 3x° + (3i — 4)x* — (4i — Dx + i =0, stiind ¢d x,x, = 1.

b+ (1- V22 =2=0,x+x,=— 1.

=)

. Fie x,, x,, x, ridacinile ecuatiei x* — mx” + 2x + 1= 0. Sa se afle m daci:
P 1 1 _ . 2, .2, .2 _ . 3.3 3_
a) —+—+— =1;b) x{ +x5 + X =XXX3; ) X] XX = 3X,X5X;3.
N X
10. Fie xy, x,, x3, x, radacinile ecuatiei x*+10x° + mx® + 50x + 24 = 0.
Sd se determine m € R in cazurile:
a)X; +x, T x3=1+x,,b)x; +x,=x3 T x45¢) X+, +5 +x; =30.

11. Fie ecua‘giax3 +xX+mx—1=0,me R.

o . N | 1 1 e ..
Sa se determine m astfel incat —+t5+5< 6, unde x,, x,, X5, sunt raddcinile ecuatiei.
& X &
12.Fie x|, x,, x5 radacinile ecuatiei x* — x>+ x+ 1=0. Calculati:
1 1 1
- - :
X +Xx, X+x; x+x

a) xf+x§+x33;b) xf+x§+x§;c) xf+x§+x35;d)
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13. a) Fie x,, X,, x3, x, ridicinile ecuatiei x* + x* + 3x* — x + 2 = 0. Calculati:
) XT+x3 45 + x5 il) xj+x 4+ x4 i) x+x + g
b) Aceleasi cerinte pentru ecuatia AP +ix+1-i=0.
14.Fie x,, x,, x, radicinile ecuatiei x* — 3x* + x + 3= 0.
Sa se formeze o ecuatie de gradul al treilea cu radacinile:
1,230, 1+ic)y,=2—x,i=1L3;d)y=2+ xi i=13;

i

X, +x X +x X +x
_ 2 3 _ M — M 2 . — . — . —
e)y = X s Vo T X ,y3—7x 5 D) 1 = x5, v = X0x55 y3 = X0,
1 2 3
skksksk

15.S3a se arate ca urmatoarele ecuatii nu au toate radacinile reale:
a)x3—mx2~l—(m2+ I)x+a=0,mac R;b)x3+ax2+bx+c=0,a2—3b<0,a, b, ce R.

16.Fie fe€ C[X] cu radacinile x, x,, ..., X,,.

5 ) 1 1 1
a) Sa se arate ca = + +..t+ .
f(x) x-x, x-x, X=X,
b) Daca x,,x,, ..., X, _; sunt radacinile diferite de 1 ale ecuatiei x" — 1 =0,
< 1 1 1
sa se calculeze + +..+ .
I-x 1-x, I-x,

17.Sa se gaseasca o conditie necesara si suficienta ca radacinile ecuatiei
X+ ax® + by + ¢ =0 si fie:
a) in progresie aritmeticd; b) in progresie geometrica.

18.Fie fe C[X], f= X +aX? + bX — 1 cu radacinile de module egale. Sa se arate ca:
a) |a| = |b|; b) daca, in plus f(1) € R, atuncia, b € R.

19. Se di ecuatia 2x° + 2ax’ + (&® + 4a+ )x +b=0,a, b € R.
a) Sa se gaseasca o relatie Intre radacini independenta de a si b.

20. Sa se rezolve in corpul @(\B ): -4 — 637 +4x+ 3 =0.
21. Sa se determine f'e C[X] astfel incat f=f"+ X", n € N*.

22. Rezolvati in multimea C:
1,11

—+—+==0
Ry e =6 Xl yl Z |
a) yxy+xz+yz=3 ; b){—+—+—=-3.
. Xy Xz )z
xyz =2i )
XyZZE

23.Fie a, b, ¢ € C cu modulele distincte oricare doua si Im (a + b + ¢) = 0;
Im(a2 + b+ c2) =0; Im(a3 +5 + c3) =0.Sasearatecia, b, ce R.

24.Demonstrati ca dacd numerele reale satisfac relatiilex +y +z>0; xy +yz +zx>0si
xyz >0, atuncix >0,y >0,z> 0.
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Polinoame cu coeficienti reali

Fata de un polinom cu coeficienti complecsi, un polinom cu coeficienti reali prezinta
cateva particularitati In legatura cu existenta si numarul radacinilor.

TEOREMA 1

Daca oo € C \ R este o radacind a polinomului /'€ R[X], atunci o este de
asemenea radacinad a lui f.

In plus, ridicinile o si O au acelasi ordin de multiplicitate.

Demonstratie ~ Consideram polinomul scris sub forma f=a; + a, X+ ... + a,X".
- Din f(ot) = 0 rezultd ay + a,00 + a,00 + ... + @,0”. (1)
. Trecand la conjugat in (1) obtinem:

a0+ ta,0" =0sa, + a0 t..ta(g) =0 (2)

~ (am tinut cont de proprietatile conjugarii si de faptul cda, € R < a,=ay)
" Din (2) reiese ca o este radacina a polinomului.

* Fie m ordinul de multiplicitate al radacinii o.. Atunci

(@) =0, D=0, ...,/ D)= 0sif"(o) 0.

~ Conform demonstratiei anterioare, deoarece derivatele polinomului au
: si ele coeficienti reali, rezulta:

Cf(e)=0,/Y@)=0, .., " Ya)=0.

. De asemenea /' ('")( o) # 0, pentru ca in caz contrar ar rezulta f° m) (a)=0,
~ adicd £ (o) = 0.

OBSERVATIE

Din teorema anterioara mai retinem ca daca o este radacina de ordin m, atunci

X—0)", (X— )" si (X—x)"(X— o )" sunt factori in descompunere dacd gandim polinomul
cu coeficienti din C.

fnsd (X— o)"(X -0t )" = (X* — (0 + 00 )X + 00l )" = (X — 2(Reor)X + [orfH)™.

Asadar polinomul de gradul al doilea dedus este factor al descompunerii polinomului
in R[X].

Mai mult, tinind cont de aceasta observatie si de teorema de descompunere n factori
a polinoamelor cu coeficienti complecsi reiese:

TEOREMA DE DESCOMPUNERE

Fie fun polinom cu coeficienti reali. Atunci f'se scrie Tn mod unic:
fraX—ay) " (X-00)"™ ... (X-0,) " - (C +ap+b) - (C+aX+by) " ... (F +aX+b)",

unde o}, 0y, .. ., 0y, sunt radacinile reale ale polinomului, iar factorii de gradul al doilea sunt
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Acest rezultat este util 1n aplicatii, in special la descompunerea functiilor rationale n
functii simple (a se vedea paragraful de la analiza privind integrarea functiilor rationale).

Exemplu

Fief=X10 —2X +X". Atunci:
= XX 28+ ) =X -1 X -1 =X -1’ +Xx+ 1)~

Dacig =X'? + 1, atunci functia rationala & sescrie descompusa in functii simple astfel:

a a, a; a b b +d +d

g 44 _1+_§+_§+_2+ L, D . C21x 1 ‘ézx 22
f X x° x Xx x=1 (x=-D" x"+x+1 (" +x+1)

h este catul impartirii lui g la f-

, unde

Consecinte ale teoremei 1
1. Daca polinomul are coeficienti reali, numarul radacinilor sale nereale este par.
2. Daca polinomul are coeficienti reali si grad impar, atunci are cel putin o radacina reala.

Am intalnit aceste rezultate si anul trecut, la analizd matematica.

In legatura cu existenta radacinilor reale ale unui polinom ne mai reamintim:

1. Dacdaa, b € R, a < bsi fe R[X] astfel incat f'(a) - f(b) <0, atunci fare cel putin o
radacina in intervalul (a, b).

2. Sirul lui Rolle.

Fiefe R[X]six;,x, ..., x,raddcinile polinomului derivat /”. Atunci: numdrul radacinilor
reale ale lui f'este egal cu numarul de variatii de semn din sirul f(—eo), f(x), f(x,), ..
S(x,), f(+ e0), unde f (o) 1 f(+eo) sunt limitele functiei la —eo, respectiv la +eo.

*

Exemplu

F=4X —18X* + 24X - 9; /" = 12X° — 36X + 24.
Radacinile din /7 sunt 1 si 2.

[y = M f(x) = =0 f(1) = 15 f(2) = —15f(+ e0) = lim f(x) =+ e

Urmarim variatiile de semn in tabelul urmator:

X |—oo 1 2 + o0

N

N N

Observam trei variatii de semn.
Rezulta ca fare trei radacini reale.
X € (_oo’ 1)9 Xy € (la 2)9 X3 € (23 oo)
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Exercitii rezolvate

1. Si se rezolve ecuatia x* — 7x° + 20x* — 27x + 15 = 0, stiind ¢4 are radicina 2 + .

Rezolvare

Din prima si ultima relatie a lui Viéte obtinem:
R+D)+Q2—-1)+(x3+txy) =781 (2+0)(2—i)xyxy=15,
X, +x,=3

de unde rezulta sistemul
Xx, =3

_3+iV3

2

Solutiile sistemului sunt ridacinile polinomului X* — 3X+3: x, = 3 _;\/3 , Xy

2. Sa se determine @, b € R si radacinile polinomului:
f= X°—2X'— X + aX* + 2aX + b, stiind ¢4 are radacina 2 — i.

Rezolvare

Polinomul are si radacina 2 + i, deci se divide prin
X=2+D)X-2-i)=X-2 -i* =X —4X+5.
Impartim £'la X-4X+5

X oo2X - X+ aX?+2aX+b | X —4x+5
X —axt+5x° | X +2X+2X+a-2
/22X —6XP+aX’+2aX+b
2XH -8+ 10X°
[ 2X +(a—10)X* +2aX+b
2X° - 8X%+ 10X

/ (a-2)X +Qa—10)X+b
(a—2)X° —4(a—-2)X+5(a—2)

/ 6(a—3)X-5a+b+10

Identificand restul cu 0, obtinem a =3, b= 5.

Asadar f= (X2 — 44X+ 5) (X° + 2X2 + 2X + 1).

Polinomul g = X+2X*+2X+ 1 are grad impar si coeficienti reali, deci are cel
putin o radacina reala.

Prin incercari observam radacina — 1; aflam celelalte radacini din relatiile lui Viéte
sau prin Tmpartirea lui g la X+ 1.

143 —1-if3
2 '

Obtinem:
2
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3. a) Sase arate ca polinomul /= X +3X+4X +aX+bnu poate avea toate radacinile reale.
b) Determinati a, b, ¢ € R astfel incat polinomul g = X +5X+ 10X +aX> +bX +c
sd aiba toate radacinile reale.

Rezolvare

a) Abordarea cu sirul lui Rolle este complicata.
Facem urmatoarea observatie utila: Daca x,, x,, X3, x, sunt radacinile (complexe)
ale polinomului, atunci din relatiile lui Viéte obtinem:

o XX +x+x=1>0.
2 2 2 2 2 2_
o (= x) T F( —xg)T T ( —xg)” (O —x)T (0 —xy)” (3 —xy)” =

=3(x 4+ +X5 X)) = 2000, F X3+ . Fxgx) =3 1-2-4=-5<0.
Daca radacinile ar fi fost toate reale, ar fi rezultat ca ultima suma trebuie sa fie
pozitiva, prin urmare: nu toate radacinile sunt reale.
b) Suma patratelor diferentelor de radacini, luate cate doua, este un bun indicator in
unele cazuri, un fel de ,,discriminant®.
Sé calculam aceastd suma si pentru radacinile polinomului g:

(= 1)+ () = X3)* F oo + (y —X5) = 47+ X2+ X2+ X+ D) —
—2(xxy Tx X3+ ...t xxs)=4-5-2-10= 0.

Prin urmare: daca toate radacinile sunt reale, atunci toate diferentele sunt 0, adica
X=Xy =X3 =X, =x5=— 1.

Asadar g= (X +1)° =X+ 5X* + 10X° + 10X° + 5X+ 1, decia=10,b=5,c= 1.

Exercitii propuse

1. Sa se rezolve ecuatiile, stiind ca admit radacind indicata:
a) 6x* + x° + 526* + 9x — 18 = 0, x, = 3i;

1-i\3
2

b)yxt -2 +x-2=0,x, =

9

c)2x4+6x3+5x2—2x—6=0,x1=—1—i;
d)3x’ + Bi— 4 — (di—Dx +i=0,x,=—i.

2. Determinati numerele reale a, b si rezolvati ecuatiile stiind o radacina.
a)x3+x2+ax+b=0,x1= —i;
b)x4—2\/§x2+ax2—6x+6=0,x1 = \/§ + 2i;
c) Hrald b+ 1=0, x; = € (unde € este radacind de ordin 3 a unitatii);
d)x4—7x3+21x2+ax+b=0,x1= 1+2i;
e) ix’ + ai’x — bi° =0,x;,=1-1.
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3. Fie f= X -3X+1si X, 0= 1, 5 radacinile sale complexe.

a) Calculati £(-1); /(0); /(1); /(2).
b) Calculati suma patratelor radacinilor.
¢) Deduceti numarul de radacini reale ale polinomului.

4. Fief=X4 22X +aX’+bX+ce R[X]. Sa se determine a, b, c € R astfel Incat restul
impartirii lui fla X — 1 sa fie— 15 si — 1 + 7 sa fie radacina a polinomului f.

5. Precizati un polinom cu coeficienti reali de grad minim care admite:

a) radacinile simple 1 si 2 si radacina dubla % + %;
b) radacina dubla 1 si radacina simpla 1 +i.
¢) radacina tripla 7.

6. Descompuneti in factori in R[X] polinoamele:
) X+ X-2; b) X° - 1;
)Xo+ 1; d) X' +2X% - 3.

7. Aflati numarul radacinilor reale ale polinoamelor
a) X’ —3X—4; b) X* +3X - 4;
OX' +X+7X-1; )X —6X>+m,me R.

8. Fie ecuatia x° +x — 1 =0, cu radécinile complexe X1, X, X3.

b) Demonstrati cd Re x, =Re x5 € (—% , i), e, =lxs| € (1, 2).

9. Demonstrati ca ecuatiile urméatoare nu pot avea toate radacinile reale , a, b € R.
a) X +xt+ X tax +b=0;
b) 2x* — 8¢ + 13x* +ax + b =0;
o) x*—dax® + 75 +ax + b=0.

10.2) Determinati a € R stiind ca ecuatiax® + (3 — V3 W2 (2- V3 )x+a = 0are toate
radacinile reale.
b) Sa se determine a, b, ¢ € R stiind ca ecuatia ¥ =Tt 188 +ax? + bx +c =0 are
toate radacinile reale, una dintre ele fiind 3.

au acelasi modul, numai una fiind reala.
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Polinoame cu coeficienti rationali

Polinoamele din Q[X] au, la rAndul lor, si alte particularitati fata de cele cu coeficienti
reali. Avem:

TEOREMA

Dacd fe Q[X],iarx; =u+ /v este oradacind a luif, unde u, ve Qsi B eR \Q,

atuncix, = u — \/; este de asemenea o radacina a lui f.
In plus, radacinile x, si x, au acelasi ordin de multiplicitate.

Demonstrafie * Fieg=(X—u— \/;)(X—u-l- \/;)=(X—u)2—v=)(2—2uX~l—u2—ve QrX1.
- Impartim, in Q[X], f1a polinomul g obtinem ¢, € Q[X] astfel incat

. f=gq+r, grad (r) < 2.
- Fier=aX+b,a be Q.Dinf(x) =0 deducem ax, + b=0.

. . . -b .
- Daca a # 0, atunci ar rezulta X =— € Q, contradictie.
a

~ Deducem a=0siapoi b=0,deunde f=g - g.

+ Prin urmare f(x,) = g(x,) - q(x,) = 0.
- Fie m ordinul de multiplicitate al radacinii x,.

- Atunci £ (x) =0,/ V) =0,/ (x) =0, ... /" P(x) = 051 /" (x)) 2 0.
- Deoarece polinoamele derivate sunt din Q[.X], aplicand cele deduse anterior,

-~ deducem f(x) = 0, /D) = 0, fPy) = 0, /" D (xy) = 0 51 f " (x;) £ 0.
Exemplu
f=X —X*—4X-2e Q[X] are radicinile 1 + /3 si1—+/3.

OBSERVATII

1. In enunt este esential ca polinomul si aiba coeficienti rationali
(polinomul X—1 — J2 are radicina 1 + /2 , fard a avea radacina 1 — J2 ).

2. Incazulcand ve Q,v <0, rezultatul teoremei ramane valabil, conform paragrafului

3. Dacax;=u+tviw,uve Q, vwe R\ Q este radacina a unui polinom cu
coeficienti rationali, atunci §i x, = u — vy/w este radacina.

Exemplu

Polinomul X° + X* — 12X — 12 are radacinile 0 + 2 J3,0-2./3 si—1. Verificati!

. 153
CAPITOLUL 3 o INELE DE POLINOAME CU COEFICIENTI INTR-UN CORP COMUTATIV @——



Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve ecuatia o2 -3 —6x—18=0 stiind ca admite radacina 1 + J7.

Rezolvare

Conform teoremei, polinomul are si radacina x, = 1 — J7.
Folosind relatiile Iui Viéte, prima si a patra, avem: x; + x, = 0; x3x, = 3.

Rezultd x; =i/3 ;x4=—i\/§.

2. a) Sasearate cidacax,y,z,we Q six\/g +y\/§ +z\/§ +w =0, atunci
x=y=z=w=0.
b) Sa se afle un polinom nenul, de grad minim, cu coeficienti rationali care are radacina

B +42.

c) Sa se arate ca daca un polinom cu coeficienti rationali are radacina 3+ 2 ,

a) Avem y\/g +z2=-w-x6 (1), de unde prin ridicare la patrat obtinem
3y2~|—222+2\/6yz=w2+6x2+2\/6xw@2\/6 (xw—yz)=3y2+222—w2—6x2.
Evident xw — yz = 0, astfel 2 \/6 € Q, contradictie.

Am retinut: xw = yz si 3y2+222—w2—6x2=0(:)3y2+222=w2+6x2(:)
3y2+222+2\/6yz=w2+6x2— 2\/6xw=)(y\/§ —z\/§)2=(w—x\/6)2.
Rezulté:y\/g —z2 = —w+x\/6 (2) sauy\/g —z\/§=+w—x\/6 3)

Din (1) si(2)deducemy\/§ =—w$iz\/§=—x\/g,deundex=y=z=w=0
Din (1) si (3) deducemy\/g =—x6 siz\/i=—wsidecix=y=z=w=0c.c.t.d.

b) Fief=(X— 3 - V2)(X= 3 +2)(X+ 3 - 2)(X+3 +2)=
=[(X -3 -2][(X+3)>-2]=(-2XB + ) (X +2X/3 +1)=
=(X+1)’ -4 3=X 10X+ 1.

Evident fare radacina 3+ 42 si are coeficienti rationali.

Aratam ca 4 este gradul minim (prin reducere la absurd).
Fieg=aX3+bX2+cx+dunpolinomde grad 3 din Q[X] cug(\/g + \/§)=0.
Atunci: a (V3 + V2P +b (V3 + V2 )Y +e (3 +V2)+d=0.

Amplificam cu NERENG) si obtinem:

a(5+26)+b (W3 +\V2)+e+rd(\B -2)=0e

2a\6 +(b+d) 3 +(b—d) 2 +5a+c=0

Rezulta conform punctuluia) ca2a=b+d=5a+c=0a=b=c=d=0.

Nu exista nici polinoame de grad 2 sau 1, cu coeficienti rationali avand 3 +2
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¢) Fie h € Q[X] un polinom de grad > 4 care are ca radacina 3 +42.
Impartind /4 la X*—10X? + 1 obtinem in Q[X]:
h=X*-X*+1)g+r,under=aX’+bX*+cX+d.
Din h(\/§ + \/5) = 0 deducem r (\/5 + \/5) = 0, de unde, conform b), rezulta
a=b=c=d=0. Amobtinut h = (X *- X2+ l)g.
Deoarece f — \/5 , — \/§ + \/5 , — f — \/5 sunt radacini ale polinomului

Exercitii propuse

1. Sa se rezolve ecuatiile stiind ca admit radacina indicata:
a)x’ —4x’ — 207 + 12x+8=0;x,=1- NCE
b)x3—3x2—8x+24=0;x1=2\/§;

13
5

¢)dxt —3x* —3x-2=0;x, =

2. Determinati a, b € QQ stiind ca ecuatiile admit radacina indicata:
a)x4+ax3+2x2+bx+3=0;x1= 1+ \/E;b)x3+3x2+ax+b=0;x1=2— \/3
3. Determinati un polinom de grad minim, cu coeficienti rationali care sa admita:
a) radacina simpla 2 si radacina dubla 3 — J2 .
b) radacina simpla /9 + 4\/5 -si radacina dubla 1+ i.

4. Determinati a, b, ¢, d € QQ astfel incat ecuatia Y -x"+a +bx*+ex+d=0 siaibi
radacinile 7 si V2.

5. Sa se determine un polinom nenul f'e Q[.X] care are radacina J2+32.

6. Sa se arate ca dacad f'e Q[X] care are radacina 2 , atunci (X° —2) / f

7. a) Sa se determine un polinom cu coeficienti rationali care admite radacina J5 +43.
b) Sa se determine f'e Q[X] de grad minim care admite radacina J5 +43.
¢) Sa se rezolve ecuatia x° = 56x* — 10x + 560x% + x — 56 = 0 daca admite radicina

NCIESNGE
NG RN [ N

b) Sa se rezolve ecuatia 28— 5+ 23 + 2032 - 9x -9 =0, stiind ca are radacina

J2 +i

9. Se dépolinomulf=X5 +XY+ 1.
a) Sa se calculeze f'(€), unde € este radacina de ordin 3 a unitatii.
b) Sa se arate ca numarul n +nt+ 1,n e N, n>2 este compus.
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Polinoame cu coeficienti intregi

Prezentam 1n continuare o teorema privind existenta radacinilor rationale pentru un
polinom cu coeficienti intregi.

TEOREMA
Fiefe Z[X], f=ay+ a X+ ... +a, X", ay#0, a, # 0.

Daci £ , (0, @) = 1, este o radacina rationala a polinomului £, atuncip / a, si g / a,,.
q

Demonstratie - Evident, avem in vedere cazul nebanal al unui polinom f; de grad > 1.

ﬁ f(£)=0(:)a0+a1£ +...+a p—n =0
q

n

q
S oay tapq" + ... +a,p” =0(1) (dupa eliminarea numitorilor).
_ Din (1) scoatem: p(anp”_1 + an_lp"_2 +...+ alq"_l) =—ayg"=0 (2)
" Rezultadin (2) cdp/(ayq"); deoarece (p, g) = 1 avemsi (p, ¢") = 1; decip/ a,.
- Din (3) rezultaca g/ (a,- p"); deoarece (¢, p") =1 avemsiq/a,, c.c.t.d.

1

Consecinte

1. Radacinile intregi ale unui polinom cu coeficienti intregi, daca exista, se afla printre
divizorii termenului liber.

2. Daca polinomul are coeficientul dominant + 1 si are radacini rationale, atunci
acestea sunt intregi.

3. Ecuatiile algebrice f(x) =0, unde f € Q[X], se reduc prin eliminarea numitorilor
la ecuatii cu coeficienti intregi.

Pentru gasirea eventualelor radacini rationale ale unui polinom cu coeficienti intregi
procedam astfel:
B consideram divizorii intregi ai termenului liber si testdm care dintre ei sunt radacini.
B pentru calculul radacinilor din Q\Z consideram toate fractiile ireductibile Py
q
p/aysiq/a,sitestdm care dintre ele sunt radacini.

Exemple

1. Pentru polinomul X> — X* — 3X — 6 radicinile intregi ar putea fi +1, £3, £6
(divizorii Intregi ai lui 6).
Numerele 1 si —1 nu sunt radacini; f(2) = 0 deci 2 este radacina.
X+ X -3X—6=X-2)X*+3X+3); deci radicinile lui X* + 3X + 3 sunt
~3+43

celelalte radacini ale polinomului; x, 5 = 5
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2. Pentru polinomul f'= X' — X+ 2, radacinile intregi ar putea fi: £1, 2.
Nici unul dintre cei patru divizori nu verifica ecuatia f(x) = 0. Deci ecuatia nu are
radacini intregi. Deoarece polinomul este unitar (are coeficientul dominant 1) rezulta

atunci acestea sunt irationale.

3. Pentru polinomul g= %X‘l - % X°+8X? —7X+2, determinarea radacinilor revine

la rezolvarea ecuatiei algebrice:

%x“ - %x3 +87% - Tx+2=0x"—7x° + 16x> — 14x + 4 = 0 (ecuatie algebrica
avand coeficienti intregi).

Divizorii termenului liber sunt: £1, £2, £4.

Observam ca 1 si 2 sunt solutii, deci X — 1 si X — 2 sunt factori.

fmpartind X* — 7X° + 16X* — 14X + 4 1la (X — 1)(X—2) = X* — 3X + 2 obtinem cétul
X —4X+2.

Celelalte radicini sunt date de ecuatia x> — 4x + 2 = 0: X34=2% V2.

4. Ecuatia 4x® —4x* — x— 3 =0 nu are solutii intregi pentru ¢ nici unul dintre divizorii
lui 3 (£ 1, = 3) nu verifica ecuatia.

Cautam eventualele solutii din Q\Z printre fractiile £ —; +— ; i; ; ii (la numitori

N | —
=

avem divizorii coeficientului dominant 4).

< A . .3 i o .
Dupa cateva calcule (efectuati-le!) descoperim ca 5 verifica ecuatia:

4.2 4.
8

3
2

FNJINe)

. .3 e e 5
—3=0.Rezultd ca 5 este radacina rationala.

Continuam impartind polinomul g =4X° —4X° - X -3 la X — 53 sau, si mai
comod, la 2X — 3; obtinem 4X° —4X> — X —3 = 2X - 3)(2X* + X +1).

17T
4

27 +x+1=0 & x,,=
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Exercitiul anterior arata ca ar fi nevoie de un criteriu de selectare a fractiilor care ar
putea fi eventuale radacini ale unui polinom cu coeficienti intregi.
Astfel de criterii exista si sunt date de urmatoarea:

PROPOZITIE
Fie fe Z[X] si Py radacina rationaldasa, p, ge Z, (p, q) = 1.
q

Atunci pentru orice a € Z avem (aq — p) / f(a).

Demonstratie ~ Impartind in Q[X] polinomul fla X — P obtinem:
. q

el g)g,ge@[XJ@q"-ﬁ (@X—p)-hundehe Z[X] (1)

In particular, pentru a € Z, din (1) obtinem: ¢"fla) = (agq — p) - h(a)
(egalitate In Z). Deoarece numerele ag — p si g sunt prime intre ele
rezultd ca (aq —p, ¢") = 1.

Prin urmare (ag —p) / ¢" - f (a) implica (aq — p) / f (a), c.c.t.d.

Asadar: atunci cand cautam radacini rationale printre fractiile P ,playsiq/a,(vezi
teorema) putem elimina o bund parte din ele cerand numerelor ap — ¢ (pentru un numar
a fixat) sa divida numarul f (a).

p

q

In practicd, pentru comoditatea calculelor se alege a=1sia=—1.

In cazul in care acest fapt nu se realizeaza, rezultd ca — nu este radacina.

Exemplu

Radacinile rationale ale polinomului /= 3 +X+4X -4 ar putea fi:
+1, 12, i4,il; iz; ii.
3 373
Avem f(1)=4; f(—-1)= —10.
Aleganda=1,aq —p=q —p; alegainda =— 1, obtinemag —p=—qg—p=—(q + p).
2 4

2 -1 1
Conditia (g —p) / 4 este verificatade —, —, —, —, —.
fia (g =p) 1 3 3 3 3

Dintre acestea numai _31 , z verifica cealaltd conditie: (p + ¢) divide 10.

Cele 12 posibilitati initiale s-au redus la doua!

Insa f (—:13) =— 136 #0sif( i) =0. Deci i este singura radacina rationala.
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Exercitii propuse

1. Sa se rezolve ecuatiile stiind ca au radacini rationale:

)X +2°% +x—4=0; b)2x*+x —xr+x-3=0;
c)2x4+x—6=0; d)x3—3x+2=0;
e)3x —x+2=0; ) 10x* + 13x° —4x— 1 =0.

2. Verificati daca ecuatiile urmatoare au toate radacinile rationale:
a)x*+x*-2=0; b) 2x° +3x* = 5=0;
)X +2x—1=0; d)30x° — 3122+ 10x— 1 = 0.

3. Aflati a € Z pentru care ecuatia are o radacina intreaga.
a)x3+ax2+2x—1=0; b)x4—2x3+(a—1)x—a=0.

4. Determinati m € 7 astfel incat ecuatia X - (m+ 1)x + 2m = 0 sa aiba cel putin o
radacina rationala.

5. Sa se arate cd pentru orice p numar prim ecuatia X 3(p+ 1)x+ p=0nu are radacini
rationale.

6. Demonstrati inegalitatile:
a)x* +16x° — 60x* + 16x+ 64 >0,V x € R.
b)x4—2x3+2x2—2x+ 1>20,Vxe R

7. Rezolvati ecuatiile irationale:

a) V4—x++Jx+1=3;  b)¥1-2x+¥x-1=-1;

8. Sa se rezolve ecuatiile trigonometrice:
a) sin 3x — cos® x —sin x (1 —sinx)=0;
b) sin x — cos x = 4sin x cos’ x;
c) sin x + 5sin’ x cos x + 5sin? x cos® x + sin x cos® x — 12cos* x = 0;

*9,. Sa se afle volumul unei piramide triunghiulare regulate cu muchiile laterale egale cu a
si muchiile bazei egale cu x. Pentru ce valoare a lui x se obtine volumul maxim?

#10.0 bucata de tabld patratica are latura de 60 cm. Din fiecare coltf se decupeaza un
patrat de aceeasi latura. Indoind adecvat bucata raimasi se obtine o cutie cu baza
patrat. Si se arate ci volumul cutiei nu depaseste 16000 cm’.

*11.Daca un polinom din Z[X] da la impartirea cu X*—9restul 1, sd se arate ca polinomul
nu are radacini rationale.
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Ecuatii algebrice particulare

Exista polinoame f(cu coeficienti complecsi) si deci ecuatii algebrice f(x) =0 care nu
pot fi rezolvate, adica pentru care nu exista metode si formule care sa permitd gasirea
radacinilor.

Ne vom ocupa in continuare de cateva tipuri de ecuatii algebrice care pot fi rezolvate
(prin anumite metode).

l. Ecuatii bipatrate
Sunt ecuatii de forma at+ b’ +c= O,unde a, b,ce C,az0

Cu substitutia x* = yobtinem ecuatia de gradul al doilea ay2 + by +c=0, cusolutiile y,, y,.

Solutiile ecuatiei bipatrate se afld rezolvand ecuatiile:
2_ .2
X TV X TV

Exemplu

x*+3x*—4 =0, notaim x* = y si obtinem y* + 3y —4 =0, avand radacinile y, = 1; y, =—4.
Atunci: x* = 1 are solutiile x; =1L

x* =— 4 are solutiile x; , =+ 2i.

Il. Ecuatii binome

Sunt ecuatii de forma X" = a, unde a € C*sin e N*,
Rezolvarea lor a fost studiatd in clasa a X-a, prin cele doud metode, algebrica si
trigonometrica.

Exemplu

Sa se rezolve ecuatia X =—2+2i

Solutia 1 (algebrica)

Fie: x = a + bi; atunci din (a + bi)3 =—2 + 2, identificand partile reale si imaginare
obtinem sistemul:

3 2
{Z 2—})3(1[1; _2 2 (sistem omogen de gradul 3)
a — =

Adunand ecuatiile obtinem a® — 3ab* + 3a°h — B> =0 si impartind cu b’ (pentru ca b
nu poate fi 0) avem:

3 2
a a a 3 2 a
41 34 43[4 -1= +332_3p_1= a_.,
(bj 3b 3(1)) 1=0&)y +3y"—3y-1 O,undeamnotatb y
Observémsolu‘giara‘gionaléyl=1siy3+3y2—3y—1: -1 +4y+1)
Asadar y,;=-2+ V3.
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Sistemul s-a dus la sistemele

@ =3ab* =-2 a3—3ab2=—2. a —3ab* =—

a _ »1a _ $1 a _ 5
7=l o= 2+4/3 > =2 J3

Scotand a din ecuatia a doua si inlocuind 1n prima se rezolva trei ecuatii simple in a.
Continuati.

Solutia 2 (trigonometrica)

Se scrie a sub forma trigonometrica: a = r(cos 0 + i sin 0) si se aplica formula

{ X, = Q/;(cos O+2km + i sin O+2kn ), k= 0,n-1
n n

In cazul nostru r =| -2 + 2i| = \J4+4 = J8 =22

a=22 (\/_ \/_J—Zf(cos4+151n)

3—n+2k 3—n+2k1t

Rezultd x;, = N 2\/5 COS4T+iSin4T ,ke {0,1,2},

adica

)c0=\/§(coszle'sinE);x1 \/_(cos—+l' lljt)
4 4 12

X =\/§(00519—n+ i 19R)
2 12

lll. Ecuatii trinome

Sunt ecuatii de forma ax” + bx" + c = 0,a, b ce C,a#0.
Rezolvarea lor se face prin substitutiax” =y si reducerea la o ecuatie de gradul al doilea:
VP +by+c=0.

Exemplu

x6—(1 +i)x3+i=0
Notam x° =y. Avem: y2 —(1+iy+i=0,cusolutiile y, =1; y, =1.
Revenind la substitutie obtinem ecuatiile binome:

.. . T .. T
:1:COSO+ZSHIO;)C3:l:COSE+lS1H5.
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Ecuatia data are 6 solutii:

X; = cos % + i sin @,ke {0, 1,2}

3 3

E+2k1c E+2k1c
x’k=cosT+isin ,ke {0,1,2}

IV. Ecuatii reciproce

DEFINITIE

Fief=a,tax+...+ax", a,+0.
Polinomul f'se numeste reciproc dacd pentru orice k= 0, n avem a, =a,, ;.

In acest caz ecuatia algebrica f'(x) = 0 se numeste ecuatie reciprocd.

CARACTERIZARE

Un polinom f'de grad n este reciproc daca si numai daca /= x"f (lj (1)
X

Intr-adevir:
x’f(lj:xn(ao—l-al- l +a,- l + ... +an1”j=
X X X X

=ap"+axX"'+ .. . ta=ax"+ta, X" +.. +ta,=f

Proprietati ale polinoamelor reciproce

1. Daca feste un polinom reciproc si o este o radacind a sa, atunci — este de asemenea
o
radacina a lui f.
2. Un polinom reciproc de grad impar are radacina — 1.
3. Catul impartirii unui polinom reciproc la x + 1 este polinom reciproc.

. . (1
Demonstratie - 1. Din relatia (1) rezulta ca daca /(o) = 0 atunci f (—] =0.
’ o
~ 2. Totin relatia (1), ficand x = — 1 obtinem:

fED=EDfEDefCh=-fCD)ef(-D)=0
si deci X + 1 este factor al descompunerii: /= (X + 1)f,.

1 1
3. Relatia (1)devine (X+ 1)f; =X" (; + 1] 1 (}1{] ,adicaf,=X""f, (X]
Deci f, este la randul sau polinom reciproc de grad n — 1, c.c.t.d.
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Rezolvarea ecuatiilor reciproce

B Daca ecuatia are gradul al treilea, atunci o radacind a sa este —1.
Impartind polinomul reciproc la X + 1, obtinem un polinom (reciproc) de gradul
al doilea si rezolvam ecuatia obtinuta.

Exemplu

x3+2x2+2x+1=0;x1=—1
A2+ 2x+ 1= (x+ D)@ +x+1)
—1+i3
—

B Ecuatii reciproce de gradul 4
Fie f=ay,+ax+ a2x2 + a1x3 + a0x4 (2)
Deoarece a,, # 0 putem imparti in (2) prin x%. Obtinem:

Frx+1=0>x, 5=

1 1 1 1
a@;+a1x+a2+a1—+a0-—2=0@a0 x2+—2 +a|x+—|+a,=0
X X X X

o 1 . .
Facem substitutia x +— = y; ecuatia devine:
X

ayy’ =2) +ay+a;=0 & ap’ +ay —2ag+a; =0 3)
(numita si ecuatia rezolventa a ecuatiei reciproce).
Evident, continuam cu rezolvarea ecuatiei (3); obtinem solutiile y,, y,.

. . . 1 1
Apoi rezolvam ecuatiile rezultate: x +— =y;; x +— =, etc.
X X

Exemplu

x4+3x2—2x2+3x+1=0@x2+3x_2+§+L2 :0@(X2+i2)+3(x+lj—2:o
X X X X
© Y =2+3y-2=0&)" +3y—4=0, curidicinile y, = I; y,=—4
L
Atunci x+l=1(:)x2—x+1=0$x1’2: 1—;\/5'
X

1
Xt - =—doxX+td+t1=02x, ,=—2+ V3.
X .
B Ecuatiile reciproce de gradul 5
Retinem solutia x; = — 1 si apoi Impdartim polinomul la X + 1, obtindnd o ecuatie
reciproca de gradul 4. Continudm ca la punctul anterior.

Exemplu
43 +Had 4P+ 1=0. Impartim la x + 1 cu schema lui Horner.
X R x° X 1

-1 3 4 4 3 1
1 2 2 2 1 0
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Avemx5+3x4+4x3+4x2+3x+1=(x+1)(x4+2x3+2x2+2x+1)
HH2 2+ 2x+1=0 |:x2.

(x2+%j+2(x+lj ~I—2=0,x+l =y
X X X

(0P -2)+2y+2=0)"+2y=0 y,=0; y,=—2etc.

OBSERVATII

. . y C A k
Pe cazul general: o ecuatie reciproca de grad 2k se rezolva prin Tmpartirea la x",

< . oo 1
urmata de aceeasi substitutie, x + — = y.
X

Ecuatia se reduce la o ecuatie de grad £.

O ecuatie reciproca de grad 2k + 1 se rezolva retinand o prima solutie egala cu — 1,
dupa care rezolvarea continua cu impartirea la binomul X + 1.

Se obtine o ecuatie reciproca de grad 2k etc.

Exercitii propuse

1. Sa se rezolve ecuatiile bipatrate:
A)x*+ 7 —8=0;b)x* =52 +6=0;¢) (x— 1)+ (x + 1)* =24
2. Sa se rezolve ecuatiile binome:
axr=8bx*=—1c)xX’=i;d)x*=-1 —i\3.
3. Sa se rezolve ecuatiile trinome:
)3+ 22 -5=00) X —(1+2ix*+i—-1=0;
)X+ (11+23)+4+23 =0;d) (1 +ix°—x° +1=0.
4. Sa se rezolve ecuatiile reciproce:
a) 2 + 52 +5x+2=0;b) X’ +4x° + 4x + 1 =0;
c)x4—2x3+3x2—2x+ 1=0; d)x4—x3— 10x* —x+1=0;
e)x +3x — 11 — 11 +3x+1=0; ) ¥ +3x° +3x+ 1 =0.

5. Sa se rezolve ecuatiile:

N8

a)(itl,j =1;b) (x + D+ 3%+ D>+ 2x*=0;¢0) @x + i)} + 2x— i)’ = 0.

6. Pentru ce valori ale lui a ecuatiile urmatoare au toate radacinile reale.
Aac+(@+ D+ @+ Dx+a=0;b)x* - +ax’ —x +1=0.

*7. Rezolvati ecuatiile:
)P+ D)x-D*=axt,ae R;b)x* +xX° +x% +5x+25=0;
c)x4+4x—1=0; d)x3—(a+ 1)x2+(2a+ l)x—az—a=0;
)Xt +ax+1=0;Hx*—4x*-1=0.
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. |
Teste de verificare

Testul 1

1. Sa se determine a € Z, astfel incat polinomul 2X + (a+2)X+ le Z4[X]
sa fie ireductibil.

2. Descompuneti in factori ireductibili polinoamele:
X+ X+ X+ 1e Z,[X];
b) X' +2X - X+ 2X+ 1 e C[X].
3. Dati exemplu de polinom de gradul al doilea din Z;[.X] ireductibil.

4. Calculati cu c.m.m.d.c. si cu c.m.m.m.c al polinoamelor:
X+X+X+1si X -X+2X-X+1.

Timp de lucru: 45 minute.
Barem: 1. 2p; 2. a) 1p; b) 2p. 3. 2p. 4. 2p. 1 p din oficiu.

Testul 2

1. Si se determine a € Z; astfel incat polinomul X° + 2aX+2 e Zs[X]
sa fie ireductibil.

2. Descompuneti in factori ireductibili polinomul:
DX+ X+ X+ 1e Z,[X];
b) X' —2X - X*-2X+1e C[X].
3. Dati exemplu de polinom de gradul al doilea ireductibil din Z,[X].

4. Calculati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c al polinoamelor:
X+X-X-1si X+X-X-1.

Timp de lucru: 45 minute.
Barem: 1. 2p. 2. a) 1p; b) 2p. 3. 2p. 4. 2p. 1 p din oficiu.
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Testul 3
1.a) Sase determine o, B € R astfel incat 2+ X+1= XX-1DoX+p

n 2
b) Calculati lim Y 2K +k+1

oo !
n—ee 1 7 k!

2. a) Aflati c.m.m.d.c. al polinoamelor: XX - 1siX+ X +Xx-1.
b) Rezolvati ecuatia Xt (m+1)x+ 2mxl+x-m—-1=0 stiind ca are radacini
independente de m (m € R).

3. Fie x,, x,, x; € C radacinile ecuatiei x* + x + 4 =0.

b) Calculati x; +x; + x; .

Timp de lucru: 90 minute.
Barem: 1. a) 1,5p; b) 1,5p. 2. a) 1,5p; b) 1,5p. 3. a) 1p; b) 2p. 1p din oficiu.

Testul 4

1. Determinati polinomul f'= X +al +bX+ce R[X] stiind ca are radacina 37 si da
restul 39 la impartirea cu X — 2.

2. Polinomul fe Q[X] da la impértirea cu X* — 7X + 5 un rest egal cu catul.
Demonstrati ca:

a) grad (f) < 3;
b) f'are toate radacinile reale.

3. a) Descompuneti in factori polinomul P

km _\/2n+1_H o5 kT 1

b) Deduceti egalitatile gsin Tl o k:1c Tl o

4. Fie (1 + X+ X0 =g+ a X+ a,X* + ... + aypoX°°.
Calculati: ay—a; +a, — ... + ay; a; +2a, + 3a, + ... +200a,,.

Timp de lucru: 90 minute.
Barem: 1. 3p. 2. a) 1p; b) 1p. 3. a) 2p; b) 1p. 4. 1 p. Oficiu: 1p.
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Il Capitolul 4
P u u t u
Una dintre problemele care i-au frimantat pe matematicieni din cele mai vechi timpuri
a fost aceea a determinarii ariei unei portiuni marginite din plan.
Evident, problema complicata este aceea a determinarii ariei unei portiuni delimitate
de segmente si (sau numai) arce de curbura.

Un exemplu celebru in acest sens este modul in care marele matematician al Greciei
antice, Arhimede, determina aria unui ,,segment de parabola®. (portiunea hasurata din

figura 1). VA
B’ B |
_— ‘"
A’ 4 0 1 x
Fig. 1 Fig. 2

Arhimede a demonstrat ¢4 aria hasurati este egald cu 2 din aria dreptunghiului 44’B’B.

Pentru calculul ariei domeniului determinat de parabola y = x?, axa Ox si dreaptax =1,
matematicianul Bonaventura Cavalieri (sec. XVII) proceda astfel (vezi figura 2):
Se imparte intervalul [0, 1] in n parti egale si se calculeaza ariile dreptungiurilor de
kY K2
baza 1 si inaltime (—) , deci = .
n n n

Aria ,acoperita“ de dreptunghiuri este

%Zkz = w care pentru n — o devine 1 .
k=1 6n 3

O trasatura comuna a calculelor ficute de matematicieni legat de arie, volum, momente
de inertie este de sesizarea faptului ca toate conduc la una si aceeasi problema matematica:
determinarea limitei unei sume atunci cand » tinde la infinit.

Preocuparea de a raspunde la aceste probleme a constituit ceea ce mai tarziu s-a
numit calcul integral.

Regulile calculului integral si legaturile sale cu calculul diferential (cel cu derivate)
au fost elaborate aproape in acelasi timp de catre Isaac Newton si Gottfried Leibniz.

Leibniz le-a expus teoretic si le-a publicat, in timp ce Newton le-a elaborat fara sa le
publice (inca din 1665).
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Newton era interesat de fizica (cinematica si dinamica), de determinarea maximelor
si minimelor, constructia tangentei la o curba etc.

Newton a fost acela care a dat diferite formule de ,,integrare®. In cele ce urmeaza vom
dezvolta o teorie a calculului integral pentru a calcula ariile unor suprafete plane curbilinii,
volumul unor corpuri de rotatie, dar si pentru a introduce un instrument foarte eficace de
calcul in fizica, tehnica, economie etc.

In acest capitol vom rispunde la urmitoarea problema:

Fiind data o functie /- J — R (J interval) exista o functie /': J— R a carei derivata sa
fie functia data f: J — R?

Pentru o multime destul de largd de functii, raspunsul la aceasta problema este
afirmativ.

S& urmarim:

__ DEFINITIE

FieJc R un interval si f: J— R o functie. Vom spune cd f admite primitiva
pe J daca exista o functie /7 : J — R astfel Incat:
1) F este derivabila pe J;
2) F(x)=f(x),Vxe J

Functia F' se numeste primitiva a functiei f.

| J

Exemple

4
1. Pentru functiaf: R - R, f(x) = X o primitiva asaeste /: R - R, F|(x) = % ,

4
alta este F,: R - R, F,(x) = % + 2.

2. Functia F: R — R, F(x) =2 cos x este o primitiva a functiei /: R - R, f(x) =2 sin x.

TEOREMA

Fie J C R un interval si f: J — R o functie. Daca F|, F,: J — R sunt doua

primitive ale functiei £, atunci existd o constanta reala c astfel incat
Fi(x)=F,(x)+c, Vxe J.

Demonstratie = F| si F, fiind primitive ale lui £, ele sunt derivabile pe J si
CFx)=fx)=F (x)=f(x)= F, (x), V x € J, deci
C(Fy=F,)(x)= F (x)=F, (x)=0, Vxe€ J.

. Deducem ci existd un numdr real ¢ astfel incat F° 1) —Fy(x)=c,VxeJ.
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OBSERVATII

1. Daca F, este o primitiva a functiei /: J — R, atunci orice functie de forma
F =F,+ c,unde c este o constantd, este o primitiva a functiei f-
Deducem ca daca o functie admite o primitiva, atunci admite o infinitate de
primitive. Din acest motiv vom spune in continuare ,,f admite primitive n loc de
,,f admite primitiva“.

2. Definitia primitivei s-ar putea extinde si la functii definite pe reuniuni de intervale
disjuncte, insa teorema anterioara nu mai este adevarata.
Sa analizam urmatorul exemplu: consideram functia /: R* - R, f(x) =x;

2

e % +1, x<0
functiile £, G : R* — R definite prin F(x) = 5 si G(x) = )
X 42, x50

2
sunt derivabile pe R* si verifica relatiile din definitie.
. I, x<0 . <
Insa G(x) = F(x) = nu este o functie constanta.

2, x<0

Intre functiile care admit primitive si cele cu proprietatea Darboux sau cele continue
exista legaturi:

TEOREMA 1

( O functie care admite primitive are proprietatea Darboux.

Demonstratie ~ Daca functia /: J — R admite primitive, atunci existd o functie /': J — R
cu proprietatea F’= £ Insi se stie ca derivata unei functii derivabile are
proprietatea Darboux. Asadar fare proprietatea Darboux.

OBSERVATII

1. Daca f: J— R este o functie astfel incat f(J) nu este interval, atunci functia fnu
admite primitive.

2. Daca f': J — R este o functie cu discontinuitati de speta I, atunci / nu admite
primitive.

3. Dacaf:J— R este o functie care are o limita laterald infinitd Intr-un punct, atunci
aceasta nu are proprietatea Darboux, adica functia nu admite primitive.

170 o .
— o ANALIZA MATEMATICA



TEOREMA 2
( Orice functie continud f/: J — R (J interval) admite primitive.

Aceasta teorema va fi demonstrata in capitolul
dedicat integralelor definite.

Sé retinem nsa diagrama alaturata:

Exemple

1. Functiaf: R — R, f(x) = [x] nu admite primitive
pentru ca Im /= 7Z, multime care nu este interval.

x, x<0 . .
2. Functia f: R —> R, f(x) = nu admite primitive pentru ca are o
x+1, x>0

discontinuitate de speta I, in punctul x = 0.

3. Functiaf: R — R, f(x) = x| este continud, deci admite primitive. O primitiva a sa

2
—x—, x<0
este functia F': R — R, F(x) = 22
x—, x=0
2
0, x<0
4. Functiaf:R—> R, f(x)=< 1 1 1 nu admite primitive.
sin———cos—, x>0
X X X

Observam ca functiile f: (—eo, 0] = R, f5: (0, o) — R, definite prin f(x) = 0,

11 1 . . . o .
fo(x) =sin Pl cos . sunt continue si admit ca primitive functiile F,(x) = c,

.1
Fy(x)=xsin —.
X
In cazul in care f'ar admite o primitiva /: R — R, atunci ar avea forma

ctk, x<0

F(x)= 1 .
) xsin—+k,, x=20
x

Primitiva unei functii este derivabila, deci continud, prin urmare F trebuie sa fie
continua.
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F(0)= limF(x) = ¢ + k.

x<0

F(0)= lirrol F(x)=k,,de unde ¢ + k, = k,.

x>0

Observand ca F-FO =sin—, V x> 0 si tindnd cont ca lim sinl nu exista,

X X x—0 X
x>0

deducem ca functia F nu este derivabila in 0.

1
—, x<0
5. Functiaf: R —> R, f(x)= 1 x nu are proprietatea Darboux pentru ca

e, x=0

lirrol f(x)=—o0,iar f(0)=1= lirrol f(x). Asadar functia fnu admite primitive.
x— X!

x<0 x>0

_ DEFINITIE

Fie f: J— R (Jc R interval) o functie care admite primitive. Multimea tuturor
primitivelor lui /' se numeste integrala nedefinitd a functiei f si se noteaza

[ fodx.

Operatia de calculare a primitivelor unei functii se numeste integrare.

OBSERVATIE

Notand cu Cmultimea functiilor constante definite peJ cu valori reale putem observa
urmatoarele proprietati:

a) MC=C,VA#0;

b) C+C=C;

c¢) daca f'este o functie care admite primitive pe intervalul J si F{yeste o primitiva a sa,

atunci If(x)dx =F,+C.
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__TEOREMA

Daca f, g - I — R, (I interval) sunt functii care admit primitive si A € R*,
atunci functiile '+ g si Af'admit de asemenea primitive si au loc relatiile:

[(r@+g)dr=[ fedr+ [ g
[1fodx=2] fxdr

| J

Demonstratie ~ Cum f'si g admit primitive, atunci existd doud functii, derivabile pe 7, '
- si G astfel incat F'=f, G’= g. De aici, F + G si AF sunt derivabile pe /
CSI(F+G)'=F'+G'=f+gsi (M)'=AF’=\f Deducem ca F + G este
© primitiva lui f'+ g, iar AFeste primitiva lui Af.

_ Tinand cont de observatia precedentd putem scrie
[fdx =F+C, [gx)dx =G +C,
[(f+g)dx =F +G+C,

[Mf (x)dx =AF + C.

. Putem scrie J.f(x)dx+J.g(x)dx =F+C+G+C=F+G+C+(C=

L =F+G+C=[(f(0)+g(x)dx.

_ Analog se obtine kJ.f(x)dx =MF+C)=AF+AC=AF+C= J.kf(x)dx .

OBSERVATIE

a) Conditia A # 0 este esentiala.

Intr-adevir, daca A = 0, atunci M (x)=0, V x € I, deci orice functie constanta este
o primitiva a lui Af.

Pe de alta parte, daca A = 0, atunci kJ.f(x)dx ={0}.

in concluzie kJ. f(x)dx C J.kf (x)dx, incluziune care este strictd cand A = 0.

b) Produsul si compusa a doud functii care admit primitive nu admit, neaparat, primitive.

¢) Suma dintre o functie care admite primitive cu una care nu admite primitive este o
functie care nu admite primitive.

Este un mod elegant de a demonstra ca unele functii nu admit primitive.
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Exemplu

Functia /- R — R, f(x) = {x} nu admite primitive deoarece putem scrie f(x) =x — [x]
si de aici avem [x] =x — f(x); daca presupunem ca f admite primitive, in membrul
drept avem diferenta de functii care admit primitive; rezulta ca functia [x] admite
primitive, fals.

d) Daca modificam o functie care admite primitive (continua) intr-un punct, atunci
functia obtinuta nu admite primitive.

Exemplu
sin x 20
Functia f: R >R, f(x)=1 x nu admite primitive, fiind functie obtinuta
0, x=0
sin x
prinmodificare intr-unpunctding: R— R, f(x)={ x care admite primitive.
1, x=0

e) Putem imagina operatia de integrare ca ,,inversa“ operatiei de derivare; din acest
punct de vedere, sesizdm ca rezultatul derivarii are proprietatea unicitatii sale,
ceea ce nu este valabil despre integrare, precum si faptul ca daca derivarea prin
utilizarea formulelor de calcul a functiilor elementare si a compunerii lor se
finalizeaza intotdeauna cu obtinerea functiei derivate in forma explicitd, nu
intotdeauna operatia de integrare, atunci cand are sens, poate conduce la aparitia
rezultatului in forma sa explicita.
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Tabla de integrale nedefinite

. — n ='x
FRSR,f(x)=x"neN [x"dx forn T
. _a a+l
FiI>R, IC(0,),f(x)=x", [xéde= i
ae R\ {1} at
fiISRICR, f(x)=4x, 4 il
n 2 3, impar n+l
FiI> R, IC[0,00), f(x) = ¥x, ) il
IJ; = +C
n =2, par nt
. _ X o XAy — a’
FIRSR f(x)=d" ae (0,)\ {1} [atdx ote
FiIRICRY, f(x)= % %dx=ln|x|+C

fI->R IcR\{-a,a},a+#0,

1 1 X—a
= +
fx)= 1 '[x _a2dx 2a1 X+a ¢
2
-
R R, £(x)= — 0 X
[RORS0)= 1 az :
x“ +a

fTR>R,f(x)=sinx sinx dx=-cosx +C

'—o

fTR—->R, f(x)=cosx Icosxdx—smx+C

f:IaR,IcR\{(2k+1)72[

keZ},

J. L dr=tgx +C
cos

fx) =

COS X
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fiI>RICR\ {kn| ke Z},

J..lz dx=-—ctgx+C
sin” x

fx) =

SlIl X

' m
f.[—>R,Ic]R\{(2k+1)§ keZ}, J'tgxdxz_ln|cosx|+c

S(x)=tgx
>R ICR\ {kn| ke Z},
J= CR\ lknl ke Z) J.ctgxdx=ln|sinx|+C
S(x)=ctgx
1
f:]R—>]R,f(x)=ﬁ,a¢O J. (x+\/x +a )+C
X +a 2

fiI—> R, IC (—o0,—a)saul C (a, o),

[-—— dx=ln‘
a>0.f()= ——— Vi —a

X —a2

x+\/x2—a2

+C

fiI->R ICc(-a,a),a>0,
1

A fJi

a —Xx

=arcsin = +C

OBSERVATII

1. Pentru a stabili daca o functie /: / — R admite sau nu primitive putem proceda astfel:

e Cercetam continuitatea functiei:
a) daca functia este continua, atunci admite primitive;
b) daca are discontinuitati de speta I, atunci functia nu admite primitive.

e Daca functia are discontinuitati de speta a II-a cu limite laterale infinite, atunci
functia nu admite primitive;

e Daca functia are discontinuitati de speta a [I-a, incercam sa construim o functie
cu proprietatile din definitia primitivei.

2. Daca demonstram ca functia nu are proprietatea Darboux, de exemplu imaginea
functiei nu este interval, atunci functia nu admite primitive.
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Aplicatie

Legea de variatie a numdrului de cumpdrdtori ai unui produs, in functie de timp

Fie n numarul oamenilor care ar putea cumpara acest manual.

Daca notam cu x(¢) numarul de cumparatori care au cumparat acest manual la momentul
t, atunci ritmul de cumparare al marfii este cu atat mai mare cu cat sunt mai multi cumparatori
si scade o datd cu micsorarea numarului acelora care mai au nevoie de acea marfa.

Deci, viteza de variatie a lui x(¢), adica x’(¢) este proportionala cu numarul populatiei
fara marfa, adica n — x().

Vom putea scrie: x’'(¢) = k(n — x(£)), k este o constanta de proportionalitate care arata
numarul mediu de cumparatori in unitatea de timp.

X' (1)
n—x(t)

Putem scrie = k si daca integram dupa ¢ obtinem In(n — x(¢)) = —kt + c.
Tinand cont ca la momentul ¢ = 0, avem x(0) = 0 si mai departe ¢ = Inn.
Inlocuind, avem In(n — x(£)) = —kt + Inn < n—x(f) = net x(t)=n(1 - e_kt).
Functia obtinuta exprima numarul de cumparatori in functie de timp.

In practici, valoarea lui k se poate stabili in mod corect pe baze statistice.

Exercitii rezolvate
e, x<0

1. Sa se arate ca functia f: R - R, f(x) = admite primitive si sa i se
cosx, x>0
determine o primitiva.

Rezolvare

Studiem continuitatea functiei in punctul x = 0.

limf(x) =1, lim f(x) =1, f(0) = 1, deci functia este continua in punctul x = 0.
x—0 x—0

x<0 x>0

Cum functia este continua in orice punct x real nenul, rezulta ca f'este continud pe R
si deci va admite primitive.

e +¢, x<0

Sinx4c.. x>0°€rC € R, va fi o primitiva a functiei f°
27

Functia F: R -5 R, F(x) = {

daca este continua.

In consecinti, trebuie sd avem liné f(x) = liné S(x)=f(0)adica l + ¢, =c,.
X X

x<0 x>0

. “+¢, x<0 o .
In final F: R - R, F(x) = {e v X (c € R) este o primitiva a lui f.

sinx+1+¢;, x>0
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k
cos—, x#0

2. Fie ke R*. Sasearatecd functiaf: R—> R, f(x)= X admite primitive pe R.
0, x=0
Rezolvare
2
Fie functiag: R >R, g(x)= 1 k s 3 x#0 , functie care este derivabila. Verificati!
0, x=0
2x .
, —sin——cos—, x#0
g =1k x x
0, x=0
2x . k
R R ) —sin—-cos—, x#0 L. )
Intrucat functiaZi: R —> R, A(x)= 4 k X X este continua pe R, admite

0, x=0
primitive pe R.
Fie functia H : R — R o primitiva a functiei 4. Avem f=h—-g =H —g'=(H-g)’.
Prin urmare, functia H — g este o primitiva a functiei f'si deci functia fadmite primitive
pe R.

. Sa se calculeze:

dx, x e R;
4x* +9

a) f(f+ +3x)dxxe ]R*+,b)_|.

c) J.tgzx dx, x € (O, g);d) fﬁdx,xe R.

Rezolvare

3/ 4 X
a) J.(%/;+é+3"jdx= J.%/;dX‘FJ.%dX‘FJ.:Sxdx: 4; +Inx+ ;3 +G
1 1 1 1 1 2 2x
= = 1 =1 .= 4o
it gl et e
4 X"+ E

c) J.tgzxdx= f(tg2x+1—1)dx= J.(tg2x+1)dx— J.ldx=tgx—x+C;

d) fm \/T 2f \/7 ln(x-l-\/;}JrC
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4. Fiea,be Rcua<bsif:[a, b] > R o functie strict crescatoare pe [a, b], care admite
primitive pe [a, b]. Sa se arate ca oricare ar fi F: [a, b] — R, o primitiva a functiei f
pe [a, b] si oricare ar fi ¢ € (a, b) existd x;, x, € [a, b] astfel Incat x; < c¢ <x, si
F(xy) = Flxy) = (6 = x1) f(¢).

Rezolvare

Fie F: [a, b] — R o primitiva a functiei fpe [a, b] si fie c € (a, b).

Consideram functia g : [a, b] = R, g(x) = F(x) —x f(¢), V x € [a, b].

Evident, functia este derivabila si g’(x) =f(x) —f(c), V x € [a, b].

Intrucat functia feste strict crescitoare, avem g’(x) <0, V x € [a, ¢) sig/(x)>0, V x€ (c, b].
Adica, g este strict descrescatoare pe [a, ¢) si strict crescatoare pe (c, b].

Cum functia g este continua, rezultd cd g nu este injectiva; atunci exista doua puncte
X1, X, € [a, b] astfel Incat x; < ¢ <x, si g(x;) = g(x,).

Prin urmare F(x,;) — x, f(c) = F(x,) — x,f (c). Mai departe rezultd concluzia.

5. Fief: (a, b) = R o functie. Sa se arate ca daca F|: (a, c] — R este o primitiva a
functiei /1, 4 §i Fy: (¢, b) — R este o primitiva a functiei f1,. », atunci functia
F(x)=F(c), x€(a,c) o .
F:(a,b)—> R, Fx)= este o primitiva a functiei pe
Fz(-x) - Fz(C)e X€ [Ceb)
intervalul (a, b).

Rezolvare

Functia F este derivabila pe (a, ¢) U (¢, b) si F'(x) =f(x), V x € (a, b) \ {c}.

Cum avem limF(x) —Flo _ limFl(X) “h© K (©=1()
x—c xX—cC x—c¢ X—cC
x<c x<c

hmF(.X)—F(C) :hsz(-x)_Fz(c) _ le (C) :f(C).

i?f X—cC i;v X—cC

Prin urmare functia F este derivabila si in punctul ¢ si F’(c) = f (c).
Deci functia F este o primitiva a functiei f.

6. a) Sa se arate ca daca functia f: / — R, admite primitive, atunci

J.f(ax+b)dx= lF(ax +b)+C, unde F € J.f(t)dt.
a

b) Sa se calculeze integralele: J.(2x +1)' dx; J.sin 3x dx; J.2Z .

Rezolvare

a) Cum Feste o functie derivabila cu F'=, atunci si functia F(ax + b) este derivabila,
iar F'(ax + b)=af (ax + b),Vx€ L
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11 x
b) Cum leo dx = );—1 +C, Isinxdx:—cosx+C, I2x dx = 12 + C, conform cu a)
n
putem scrie:
2 111
J.(2x+1)10dx= 1 Cx+h) +C; .|.sin3xdx=—l cos 3x +C;
2 11 3
. i
j2Mh=4-3—+C.
In2

Exercitii propuse

. . . a, x#0
1. Fiea,be Rsifunctiaf: R —> R, f(x) = {

b, x=0
Sa se arate ca functia f'admite primitive pe R daca si numai daca a = b.
2. Sa se arate ca functia f: R — R, f(x) = [x*] nu admite primitive pe R.

3. Sa se arate cd urmatoarele functii admit primitive:

1 sin x
xsin—, x#0 = x#0
aA)fRoR, f(x)= X ;DT RSR f(x)=7 x ;
0, x=0 L x=0
-l
Of RoR, f(x)= e*’ cosx, x#0
0, x=0
4. Sa se arate cd urmatoarele functii nu admit primitive:
arctg x In(1+x7)
—, x#0 —, x#0
Of R->Rf(0)=1 x D RORS@=1 x 7
0, x=0 1, x=0

1
arctg—, x>0
c)f:[0,00) > R, f(x)= X .
1, x=0
5. Sa se arate ca functia F': R — {%} - R, Flx)= %-*_2 - JGx+ 1)> este o primitiva a

x+1

J3x+1 .
180
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x+2

X +2x+2

6. Sasecaratecafunctia F:R— R, F(x)= % (

+ arctg(x + 1)) este o primitiva

X
afunctieif:R—-> R, f(x) = ————.
fielf /@ (x? +2x+2)°

7. Sa se determine numerele reale a si b astfel incat functia F: R — R,

ae™, x<0 . — . .
Flx)= 14" sa fie primitiva unei functii /: R — R.
sin2x+bcos3x, x>0

8. Sa se calculeze primitivele urmatoarelor functii:

A)f(x)=x+2,xe R;b)f(x)=x+ l,x>0; ¢) f(x) = 2sinx — cosx, x € R;
X

cos’x sin

d)f() =2+ &, x € R &) f(x) = —> —Lz,xe (O,ZJ;
X

_ . _ 1 .
D7) = sinz)ccosz)c’xE (O’ 2),g)f(x) \/;+%/;,x>0,

1

. |
WA= S B0 0 o xe B
() - J%’P 21/ = J;—z,xe (2.2).
X - - X

9. Calculati primitivele urmatoarelor functii:

a)f(x)= cosg,xe (O,z);b)f(x)=tg2x,xe (O,ZJ;c)f(x)=34x,xe R;

d)f(x)=V3x+1,x€ (0,00);d) f(x)=ctg(2x+ 1), x € (O, g),

e)f(x)= %,xe (-1, 0).
1-2x+1)

10.Se da functiaf: R - R, f(x) = sin*x + (x* + )arctg x.
a) Calculati derivata functiei.

b) Calculati J.( 4sin’xcosx + 2xarctg x + 1)dx.
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11.S3 se determine numerele reale a, b si c astfel Incat:

41 [
a) de=(x+b) X —x+2 +¢
J.\/xz—x+2 ¢ J.

b) fex(xz+3x+5)dx=ex(ax2+bx+c)+C;

1 d
Vx—x+2 ,

c) J.ex sin x dx = (a sin x + b cos x)e* + C;
d) J.ex cosx dx = (a sinx + b cos x)e" +C.

12.Sa se calculeze:

a) Isinzxdx+ _[coszxdx,xe R; b) _[arcsinxder Iarccosxdx,xe -1, 1];

c) _[arctgxdx+ Iarcctgxdx,xe R; d) I(e“”‘)z dx, x e R.

-1+ sinl, xe[-1,0)
X
13.Sasearate ca functia /- [-1, 1] > R, f(x)= 0, x=0 nu admite primitive.

1+ sinl, xe (0,1]
X

3 § . cos’ L, x#0 L
14.Sa se arate ca functia /: [-1, 1] = R, f(x) = X nu admite primitive.

0, x=0

Deduceti ci daci o functie f admite primitive nu rezultd, in general, ci functia 2
admite primitive si, in general, daca f'si g admit primitive nu rezultd numaidecat ca
f g admite primitive.

15.Fie f: [a, b] » R si c € (a, b). Sa se arate ca daca fadmite primitive pe [a, c] si pe
[c, b], atunci admite primitive pe [a, b].

16.Sa se stabileasca primitivele urmatoarelor functii:

X +x, x<0
b
2x, x=20

Af RoR f)=k-1b)fR>R,f(x)= {

X
e,

OfR->R, f(x)= {x

sinx, x>0

cosx—1, x<0’

20 0 ROR @) - {
+1, x<O0
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17.S3a se determine numerele rele a si b astfel incat functia

2

tax+b, x<2 _ e e

fTR->R, f(x)= e Y= 53 admita primitive pe R.
bx+a, x>2

Determinati in acest caz o primitiva a functiei /pe R.

18.Sa se determine numerele reale a, b si ¢ astfel incat functia /: R — R,

e’, x<0 . e

fx)= , sd admita primitive pe R.
ax” +bx+c, x>0

Determinati in acest caz o primitiva a functiei / pe R.

kskok

sinl—lcosl, x>0

19.S4 se arate ca functiaf: R > R, f(x) = X X X
x+a, x<0

, a € R, nu admite

primitive §i nu este continua.

1
20.Sa se arate ca functia f: R > R, f(x) = s X o X * admite primitive si
0, x=0

nu este continua.
21.Fie f, g: R — R doua functii. Dacad g(x) #0, V x € R si functiile f+ g, /- g, A ,fog
8

admit primitive pe R, atunci functiile f si g admit primitive pe R? Analizati exemplul

1’ XEQ - —1, XEQ
f(X)={—1, xeR\Q EW T | yeR\Q-

22.S3a se determine functiile /: R — R care admit primitive cu proprietatea

Ax)=1,Vxe R
23.Fie f: (0, =) — R o functie derivabila pe (0, o) astfel incat f° ’(xz) _1 ,Vx>0.
X

Determinati functia f-
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24.S3 se calculeze urmatoarele integrale:

a) [————drxe ( , j b) [———dv,xe (o,”j;
sin® x-cos” x sin x-cos x 2

2
c) 'l.x:c——

;o) [2-52 dv,xe R;

f) fcos xdrx,xe R; g) J.tg xdx, xe( j h) fcosxcostcos?vcdx xe R;

25.Determinati functia derivabila /: R — R pentru care avem f(0) = 0 si

1, xe (0, 1]
x, x€ (L,e0)

f/(Inx) = {

26.54 se arate ca daca functia /: R — R admite o primitiva /' : R — R cu proprietatea ca

exista lim F(x)e Rsi hm F(x) € R, atunci pentru orice n € N* exista cel putin un
X—>—o0

punct ¢ € R astfel incat f(c) = 2nc® .

27.Fie f: R — R o functie care admite primitive pe R si fie F': R — R o primitiva a ei.
Demonstrati ca daca f'(x) F(x) >x, V x € R, atunci functia F este nemarginita pe R.

28.S4 se determine functiile /: R — R care admit primitive si care indeplinesc conditia

f@F(1-x)=1,Vxe Runde Fe [f(x)dx.

29.S3a se determine functiile /: R — R care admit primitive si care indeplinesc conditiile:

f(0)=0si F(x) +f(x)=sinx,Vxe R, Fe [ f(x)d.

30.Sa se arate ca daca functia f: R — R admite primitive pe R, atunci functiag: R - R,
2 (x) =x f(x) admite primitive pe R.

31.Fie / c R interval si f: / — R o functie monotona.
Atunci fadmite primitive < fcontinua.

32.Fie / C R interval. Exista functii f: / — R care admit primitive pe / astfel ncat

fof=-1p2
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|
Teste de evaluare

Testul 1

e +sinx, x>0

, admite primitive si sa se
|x -1, x<0

1. Sase arate ca functiaf: R —» R, f(x) = {

determine o primitiva a sa.

2. Sa se arate ca functia /: R — R, f(x) = {3x + 1}, nu admite primitive.

2xsinl—cosl, x#0
X X
0, x=0

3. Sase arate ca functia f: R > R, f(x) = { admite primitive.

4. Sésecalculeze'[ 2% +sin x + 12 dx,xe —E,E .
cos” x 4°4

Barem: 1p oficiu; 1. 3p. 2. 2p. 3. 1p. 4. 3p.
Timp de lucru: 45 de minute

Testul 2

1. Sase arate ca functia /: R — R, f(x) =sgn (2x* —x — 2007), nu admite primitive.

2xXCcosx + sini, x#0
0, x=0

2. Sase arate ca functia f: R - R, f(x) = { , admite primitive.

cosx, x<0

3. Sa se arate ca functia f: R > R, f(x) = 1 >0° admite primitive si sa se
1+

calculeze o primitiva a sa.

4. Sa se calculeze J‘(tgx+%/x72— 2 ]dx, xe(—%,%).

VI+x°

Barem: 1p oficiu; 1. 3p. 2. 1p. 3. 2p. 4. 3p.
Timp de lucru: 50 de minute
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Testul 3

1. Fie functiile £, F: R > R, f(x) = (x — 1)e*, F(x) = (x —2)e" + e.
a) Sa se arate ca functia F este o primitiva a functiei f-

F(x)
(x-1)
Fx)

X

b) Sa se calculeze lim

x—1

c) Sa se calculeze lim
X—>00 xe

2. Sa se calculeze primitivele functiilor f(x) = % ++/x + ,x € (0, ),
X

x*+9
g(x)=sin2x+ ¢, x € R.
Xe . . o
nu admite admite primitive.
x, x¢Q
1

< < . —F, x<0 . .
4. Sa se arate ca functia f: R > R, f(x) = 1+ x? admite primitive si sa se
cosx, x20

3. Sé se arate ca functiaf: R > R, f(x) = {x,z

calculeze o primitiva a sa.

Barem: 1p din oficiu. 1. 2p. 2. 3p. 3. 2p. 4. 2p.
Timp de lucru: 50 de minute

Testul 4

1. Fief, g:I— R, [ interval, cu proprietatea ca f'admite primitive, iar g derivabila si
cu derivata continud. Atunci gf'admite primitive.

! +L,XE(O,°°),

/x2+4 x+2

2. Sa se calculeze primitivele functiilor f(x) =

1 1 T
x) = +——, xe| 0,5 |.
£6) cos’3x 4/ ( 2)

sin x
3. Sdsearate ca functiaf: R—> R, f(x) =4 x °’ x#0 nu admite primitive.
2, x=0
1 x<0
4. Sa se arate ca functiaf: R > R, f(x) = x2’ admite primitive si sa se

sinx+1, x=0
calculeze o primitiva a sa.

Barem: 1p din oficiu. 1. 2p. 2. 3p. 3. 2p. 4. 2p.
Timp de lucru: 50 de minute
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Capitolul SHE—GE_—_
Integrala definita

X Diviziuni

__ DEFINITIE .

Fie [a, b] un interval inchis si marginit din R. Se numeste diviziune a intervalului
[a, b] un sistem de puncte A = (x;, X1,..., X,,_;, X,,) din [a b] astfel incat
a=xy<x;<..<x, ;<x,=b.

Cea mai mare dintre lungimile intervalelor [x,, x], [x, x,]...., [x,_;, x,] se
numeste norma diviziunii A si se noteaza: ||Al|.

Astfel, putem scrie ||A|| = max (x; —x; ).
1

<i<n

Exemple
1. Sistemul de puncte A, = (1, %, %, 2) este o diviziune a intervalului [1, 2] cu
1
All==.
N
. B 1 2 3 o ) )
2. Sistemul de puncte A, = | 0, 3355 1 | este o diviziune a intervalului [0, 1] cu

_2
I8l = .
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I Functii integrabile

— DEFINITIE

Fie f: [a, b] — R o functie, A = (x, x,..., X,,_;, X,)) 0 diviziune a intervalului
[a, b] si un sistem de n puncte &, &,...., &, astfel incat x; | <& <x;, | <i<n, numit
sistem de puncte intermediare.

n
Numarul real 2 f (‘t:, ) (x;—x;_,) se numeste suma Riemann asociatd functiei
i=1

/, diviziunii A si punctelor intermediare &,, &,,..., &,,.

Acest numar va fi notat prin 6,(f; &;) sau 6,(f; ).

Exemplu
Sa calculam suma Riemann asociata functiei f: [0, 1] > R, f(x) = x?, diviziunii
1 2 . . . 1 1 3
A= (0, 303 1) si punctelor intermediare &, = 3 & =3 & =1

a0 (3] 52 (3] [-3)%

OBSERVATIE

YA
In cazul in care functia f este pozitiva, ELNMED)

suma Riemann o,(f, &) reprezintd suma
ariilor dreptunghiurilor de baza x; — x; | si
de inaltime £'(§), (1<i < n). !

Deci 0,(f; &,) aproximeaza aria multi- l
mii din plan, numiti subgraficul lui f, !
T, ={(x, )€ Ry a<x<h 0<y<f(x)},

delimitatd de axa Ox, graficul functiei fsi
dreptele paralele la axa Oy care trec prin
punctele de coordonate (a, 0), respectiv. = ——1riii 0

(b, 0). G5 &

T

=y

=
3
-
=
-
=
Pl
&
=
g [ CTTIIIITIIIIIIIIIIIIIINN

s
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O problema care conduce la notiunea de integrala

Sa consideram o bara materiala rectilinie, asezata de-a lungul axei Ox. Fie a si b
abscisele extremitatilor barei.

Cunoastem densitatea liniara f (x) a barei in fiecare punct x € [a, b], si cd feste o
functie continua.

Daca densitatea este constanta, /(x) = p, adica bara este omogena, masa sa este egala
cu produsul dintre densitate si lungime, p(b — a).

In cazul in care densitatea nu este constantd, procedam in felul urmator: impartim
bara in mai multe parti; aceasta revine la a considera o diviziune A a intervalului [a, b]:
A=(a=xyx,...x, = b).

In fiecare interval partial [x;, x;,,], alegem un punct intermediar £, si considerim ci
pe acest interval, bara este omogena si cd densitatea este /(€;) in punctul &, ales. Masa
portiunii din bara cuprinsa intre x; si x;,,, considerata omogena, cu densitatea (&), este
SE)x 1y —x;).

Masele aproximative ale portiunilor din bara cuprinse intre diferitele puncte ale
diviziunii sunt f/(£n)(x; —xq), [ (€0 = x)sees f(E, (X, =X, 1)

Masa totald a barei, calculata cu aproximatia corespunzatoare diviziunii A si alegerii

n—1

punctelor intermediare &, este my =Y (&) (x;; —x,).
i=0
Exista o eroare datorata faptului ca pe A
fiecare interval partial am considerat EfED)

S (x)

densitatea constantd. Intuim ca daca

intervalele sunt din ce in ce mai mici, atunci
densitatea variaza mai putin in fiecare
interval si deci eroarea este din ce 1n ce
mai mica.

Suntem astfel condusi sa consideram un
sir (A,),»; de diviziuni, cu norma din ce in
ce mai mica. Daca sirul maselor aproxi-

=

1
!
1
1
!
1
1
!
1
1
!
1
1
!
1
1
!
1
1
!
i
1
mative (m ) are o limita m, atunci 1n f
An Jpst ’ 0 xol xll le X3 xnfll
3

. . & & &
mod natural vom considera ca m este masa

totala a barei.
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— DEFINITIE

O functie f: [a, b] — R se numeste integrabild Riemann (sau, simplu,
integrabild) dacd exista un numdr real /,cu proprietatea:

Oricare ar fi € > 0 existd 1), > 0 astfel incat pentru orice diviziune A = (x,, X;,..., X,,)
a intervalului [a, b] cu ||A|| <, si orice puncte intermediare x; | <& <x,, (1<i<n)
are loc inegalitatea [G,(f; &) — I <e.

Numarul real /, se numeste integrala sau integrala definita a functiei / pe

b
intervalul [a, b] si se noteaza J. f(x)dx.

a
| J

OBSERVATIE

Integrala definita a unei functii feste un numar real, iar integrala nedefinita a lui feste
multimea tuturor primitivelor lui f.

—— DEFINITIE
Daca functia f: [a, b] — R este integrabild, atunci definim

a b a
[Feode=0si If(x)dx=—_l[f(x) dx.

| J

__PROPOZITIE

Dacaf: [a, b] — R este o functie integrabila, atunci numarul /. asociat functiei
feste unic determinat de f.

| J

Demonstratie - Presupunem ca exista doud numere /; si /, care verifica toate conditiile
- din definitia integrabilitatii. Atunci pentru orice € > 0 exista N, > 0,
 (k=1,2) astfel incat pentru orice diviziune A = (x,, x|, ... , x,)) a lui [a, b]
- cu [|Al| <y si orice puncte intermediare x; | <&;<x,, (1 <i<n)sdavem
Cloa£ B | <e (k=1,2).

- Vom considera ), = min(n, ,, M, ;) rezultd ca pentru orice diviziune A a
- 1ui [a, b] cu ||A]| <, si orice sistem de puncte intermediare asociat lui A,

- avem [0,(£, ) ~ 1] < s |0a(£ §) ~ L] < 7, deci

' €, &€
L =D <L =01, 8) +|0A(fa§)—[2|<§ T3 e

. Cum ¢ > 0 este oarecare, rezultd [, = I,.
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Exemple

1. Functia constantd f: [a, b] = R, f(x) = ¢, ¢ € R este integrabila si

b

[ f(x) dx=c(b-a).

Intr-adevir, oricare ar fi diviziunea A = (x,, Xy,..., X,) a lui [a, b] si oricare ar fi

punctele intermediare x; | <&, <x,, (1 <i<n), avem 6,(f, &)= Y, f(§,) (x;—x; ;)
i=1

=c(x,—xy) = c(b—a).
Deci, in cazul in care /= c(b —a), avem |0,(f, ) — 1| = 0 <, oricare ar fi € > 0.

b
Prin urmare f'este integrabila si J. f(x) dx=c(b—a).

I, xelo,1]m

t
0, xe[o,1n@ T

2. Functia lui Dirichlet, g: [0, 1] — R, definita prin g(x) = {

integrabila.

Vom considera o diviziune A = (x,, x,..., x,)) a intervalului [0, 1] si fie

€, & € [x.,x], 1 <i<ndoud sisteme de puncte intermediare alese astfel
~ A ’ ” .

incat e Q, & e R\Q, (1<i<n).

Atunci g(&) =15si g(&) =0, (1 <i<n), deci 6,(f; &) =1, 6,(f, &) = 0.

Presupunind ca g este integrabila, atunci exsta / € R care verifica toate conditiile
din definitia functiilor integrabile.

Obtinem, astfel, pentru € = % existenta unui numar strict pozitiv 1 astfel incat

pentru orice diviziune A = (x, X1,..., X,,) a lui [0, 1], cu ||A]| <7 avem

IR EERTNAIE EES

Putemscriel=|1—[+[]$|1—I]+|1|=\|GA(ﬁ§’)—]|+|GA(ﬁ§”)—]|<%+%:1,

Fals.
Asadar functia g nu este integrabila.

OBSERVATIE

Imaginea functiei g este multimea {0, 1}, care nu este interval si deci g nu are
proprietatea Darboux.

Prin urmare, functia g este exemplu de functie care nu admite primitive si nu este
integrabila.
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Proprietati ale integralei definite

TEOREMA
( Orice functie integrabild f: [a, b] — R este marginita.

Demonstratie - Intr-adevir, cum f'este integrabili, vom nota cu / integrala ei definita pe
- [a, b] si va rezulta ca pentru € = 1 exista 1 > 0 astfel incét [0 ,(f, &) — 1] < 1
~ oricare ar fi diviziunea A = (x,, X;,..., X)) cu ||A|| <N si oricare ar fi
- punctele intermediare &, € [x; ,x], | <i<n.

- Considerand o diviziune fixatd A = (xy, X;...., x,) cu [|A|| <7, este suficient
~ sa ardtam cd f'este marginita pe fiecare interval [x; |, x,] al diviziunii A.
- Fie un element arbitrar x € [x, ;, x;] i ludm sistemul de puncte

X, i#k

- intermediare astfel &. = .
: 2 {x, i=k

. Atunci

f(x)(xk _xk—1)+2f(x,-)(xi —xi_l)—1‘< 1, deci

i#k

I-1<f@0—x) + X f)(x—x,)< [+ @ <a,
_ i#k

- unde Ol Z;(1+|I|+Z|f(-xi)||xi ~ X
: i#k

Xe = Xkt

), adica f'(x) este

: marginit pe intervalul [x; ;, x;]. Cum feste marginitd pe fiecare interval
_ al diviziunii, deducem ca este marginita pe intervalul [a, b].

OBSERVATIE

Daca o functie f/* este nemarginita, atunci fnu este integrabila.

Exemplu

.1 2 1

Functia f: [-1, 1] — R definitd prin f'(x) = 2x smx—2 B ;Cosx—z, xe [-1.1]\{0}
Oa X = O

este o functie nemarginita, deci nu este integrabila.

N S
J%+2nn

Intr-adevar, dacd vom considera sirul a, = , n € N, sir care tinde la 0,

vom observa ca lim f(x) = oo.
n—so0
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can L el
Observam ca functia F: [-1, 1] > R, F(x)= s 2 xe -1, 1]\{0}

0, x=0
a functiei /. Asadar functia feste exemplu de functie care admite primitive si care nu
este integrabila.

este o primitiva

Enuntam fara justificare urmatoarea:

__TEOREMA N

Fie f, g: [a, b] — R doua functii cu proprietatile:
a) g este integrabild;
b) existd o multime finitd 4 C [a, b] astfel incat /' (x) = g(x), V x € [a, b] \ A.

b b
Atunci f'este integrabila pe [a, b] si J. f(x)dx = J. g(x)dx.

__TEOREMA

O functie f: [a, b] — R este integrabila daca si numai daca exista un numar real /

astfel incat oricare ar fi sirul de diviziuni A, = (x(’)' S X[ e X ) ale intervalului [a, b]
cu lim ||A, || =0 si oricare ar fi punctele intermediare x!', <& <x!',(1<i<k,ne N)
n—oo

sirul sumelor Riemann (o Ay (f; €)), < y converge la I.

| J

Demonstratie - Implicatia directd. Presupunem ca functia /* este integrabila.

. Fie A, :(x(’)',xf' yeees Xp ) un sir de diviziuni ale intervalului [a, b] cu
n

- lim A, =0si fie &' e [x,."_l, x,"} (1£i £ k,) puncte intermediare.
n—seo

* Din definitia functiei integrabile obtinem existenta unui numar real / cu
- proprietatea cd pentru orice € > 0 existd 1, astfel Incat oricare ar fi
. diviziunea A cu ||A|| <, si oricare ar fi punctele intermediare &; are loc
~ inegalitatea [0,(f, &) — 1| <e.

- Cum ,}5?0 |A,]| =0 rezultd cd exista n, € Nastfel inct|A,||<n, Vnzn, ,

- deci|o,(f,9)~ 1 <&,V n= n,_,adica sirul sumelor Riemann (6, (£;9)), e n

: converge la /.
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OBSERVATIE

Daca functia f: [a, b)] — R este integrabila atunci integrala lui f/ se obtine astfel:

Implicatia reciprocd. Presupunem ca exista un numar real / astfel incat

oricare ar fi sirul de diviziuni A, = (xg,xl”,...,x,?” ) ale intervalului [a, b]

cu liin ||A,|| =0 si oricare ar fi punctele intermediare x', <! < x!',
n—se

(1<i<k,, ne N), sirul sumelor Riemann (¢ Ay (1, ), < y converge la 1.

Daca numadrul real / n-ar fi integrala lui f atunci ar exista €, > 0 astfel

incat oricare ar fin >0 existd o diviziune A, = (xg S X[ e X ) alui[a, b]

cu ||A,|l <m si existd punctele intermediare x!', <&'<x!, (1<i<k,)

astfel incat |o, (£, ") 1] 2 ¢,

A . 1 . .
In particular, pentru 1= . obtinem o diviziune A, = (xg,xl”,...,x,?,l ) a

intervalului [a, b] cu ||A”

1 . . . .
<= si un sistem de puncte intermediare
n

Xty <& <, (1Si<k,ne N) astfel incat |o, (") 1 =g,
Rezultd ca lim||A,[| =0 si ca sirul sumelor Riemann (6, (f; £)),en nu
n—seo

converge la /, ceea ce contravine ipotezei.

b
limo, ( f.&" ) = J. f(x)dx, iarlimita este independenta de alegerea sirului de diviziuni

A, = (xg,xl”,...,x,’;l ) cu lim||A,|| =0 si de punctele intermediare asociate diviziunilor.
n—>o0

(_TEOREMA ( Formula Leibniz-Newton)

|

Fie f: [a, b)] > R o functie integrabila care admite primitive pe [a, b]. Atunci
pentru orice primitiva F a lui fare loc egalitatea:

b
[ f(x)dx=F(b)- F(a)

Demonstratie - Fie A, = (xg,xl”,...,x,’;l ) un sir de diviziuni ale intervalului [a b] astfel
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* Dinteorema lui Lagrange aplicata functiei /'pe intervalul [x," Xl J ,obtinem

E'e (xi"_l, x,") cu proprietatea F(xi")— F(xi"_l)= F(&," )(xi"_1 —x; )

- Cum functia F este o primitiva a functiei f, putem scrie

F( )= F ()= (&) (0 -t ).

Asadar 0y, (089 = X7 (&)(x ) = B(F () F (1)) =

. =F(b)—Fla),Vne N.

. b
-~ Atunci [ f(x)dx = lim 6, (") = F(b) - Fla).

OBSERVATIE

Vom folosi notatia F(b) — F(a) = F (x)|z si vom citi ,,F(x) luat intre a si b*.

Exemple

2
1. Integrala definita a functieif: [1,2] — R, f(x) =3 este J.3dx = 3x|12 =3-2-3-1=3.
1

1
_x 1
2 fxclx—z =5~
0 0
T
2 n
3. J.cosxclx=sinx‘§ =1.
0

TEOREMA

Dacaf, g: [a, b] — R sunt doua functii integrabile, iar o, B € R, atunci functia

b b b
of + Pg este integrabila si J.(ocf (x) +Pg(x))dx = OLJ. f(x)dx+ BJ. g(x)dx.

Demonstratie - Fie A, = (xg,xf',...,x;'n ) un sir de diviziuni ale lui [a, b] cu lim |A,|=0
n—oo

(Facultativ)

An

- si fie punctele intermediare x', <&’ <x, (1<i<k, ne N).
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n

Avem o, (ozf +Pg, &" ) = Z(OCf (&i” )"‘ Bg (&i” )) (xi” _xin—l) =

i=1

= chf(ai” )(Xi” —xi_1n) :Bg,g (ﬁi" )('xi” - xi—ln) =
- = oo, (f.8")+Bo,, (s.8")

. Cum functiile f'si g sunt integrabile, rezulti ci sirul & A, (ch +Bg, F,”)

. b b
* converge la OLJ. S (x)dx + BJ. g(x)dx, deci functia of + Pg este integrabila
b ' ab b
si [ (o (0) +Bg () dx=af £ (x)dx +B[ g (x)dx.

TEOREMA

Daca o functie f: [a, b] — R este integrabila si pozitiva, atunci

_Tf(x)deO.

=0

A n

Demonstratie . Fie A, = (xg,xl”,...,x,’;l ) un sir de diviziuni ale lui [a, b] cu lim|
. n—eo
si fie punctele intermediare x', <&’ <x',(1<i<k, ne N). Cum feste

i-1 —

o functie pozitiva avem o, (f, ?;”)= if ((t,i”) (xi” —x”_l) > 0 deci

1

b
[ feode=limo, (&) =0.

TEOREMA

Daca doua functii f; g : [a, b] — R sunt integrabile astfel incat /' (x) < g (x),

b b
Y x € [a, b], atunci J.f(x)de _|. g(x)dx.

Demonstratie © Din ipoteza, functia g —f'este o functie nenegativa; aplicand punctual a)

(Facultativ) obtinem

b b b b b
- [etode=[f(ode= ()= f0)dr 20= [ fdes[glodr.
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CONSECINTA
Daca functia f: [a, b] — R este integrabild sim < f(x) <M, V x € [a, b], atunci

b
m(b—a) < [ f(x)dv < M(b—a)

a

Exemple

i i

2 2
1. Fara a calcula, sd comparam integralele J.sin" xdx si J.sin"+1 xdx,
0 0

Cum xe€ [O,

8

. . ..o+l . . ..
} ,avem sin x € [0, 1] si deci sin""'x < sin"x, iar de aici avem

s

2
sin"™! xdx < Isin" xdx.
0

o —(a

7
2. Fara a calcula efectiv integrala, sa aratam ca 1 < J. x=3 dx<1
374 x+5
. -3 S 8
Functiaf: [4,7] > R, f(x) = d este derivabilasi f'(x)= —— >0
fia f: [4,7) > R /() = 23 0=

,Vxe [4,7].

Q| =

Rezulta ca feste strict crescatoare, deci é =f@<fx)<f(=
1 [ 1
Aplicam consecinta de mai sus si avem 9 (7-4)< J. f(x)dx< 3 (7—4) sideaici
4
concluzia dorita.
In continuarea prezentam, fara demonstratie, citeva rezultate importante:
__TEOREMA .

Functia f: [a, b] — R este integrabila daca si numai daca (3) ¢ € (a, b) astfel
incat restrictiile functiei f1a [a, c] si la [c, b] sunt integrabile. In acest caz:

b c b
[rde=[fde+ [ fxdx.

J
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__TEOREMA (de ereditate)

Daca f: [a, b] — R este o functie integrabila si [c, d] C [a, b], atunci f este
integrabila pe[c, d].

| J

__TEOREMA N

Orice functie continud f: [a, b] — R este integrabila.

|\ J

OBSERVATIE

Tinand cont de exemplele si
contraexemplele de pana acum,
putem face urmatoarea schita:

functii

integrabile

Exercitii rezolvate

1. Sa se arate ca functia f: [0, 2] — R, f(x) = |x — 1| este integrabild Riemann si sa se
2
calculeze J‘ f(x)dx.
0

Rezolvare

Evident, f (x) = {_i-_i_ll’ ;C: [[{) ’;)] Intrucét restrictia functiei la [1, 2] este functie

continud, rezultd ca aceasta restrictie este integrabila.

—x+1,xe[0,1)

in continuaref|[0, () = { 0 x=1 iar functiag: [0, 1] > R, g(x)=—x+ 1

este continud si deci integrabila, astfel si f |[0,1] este integrabild si

1 1
_[f lfo,y(¥)dx = Ig(x) dx. In concluzie, daci cele doui restrictii ale functiei f sunt
0 0

integrabile, rezulta ca f'este integrabila, iar

2 1 2 )
_[f(x)dx= J(—x+l)dx+ J(X—l)dx= (_%HCJ
0 0

1
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1
2. Sa se calculeze I(a) = '[| x—al|dx,a € R.
2
Rezolvare

1
a. Dacd a € (—oo,-2), atunci l(a) = I(x —a)dx= —% +a;

-2

a 1
b. Dacid a € [-2, 1],atunci /(a) = '[(a—x)dx+ '[(x—a)dx=a2+a+ %;
-2 a
1
c. Dacdaa e (1, «), atunci I(a) = I(a—x)dx=3a+ %

-2
3. Aratati ca urmatoarele functii nu sunt integrabile:
1
x, x€|0, 5 NQ

0/ 03] >R = 21
1-x, xe [O, 2}\@

xe [0, 1]nQ

b) £ [0, 1]—>R,f(x)={1f’x ce[0. G

Rezolvare

a) Presupunem ca functia f'este integrabila pe [O, %} .

FieA,=(x", x™, ..., x;) o diviziune a intervalului [O, 5| cu lim [|A,|| =0, iar
n X—>o0

X <EW< XM 1<i<k, EMe Qsi x <M<, 1<i<k, (e RQ
doua sisteme de puncte intermediare asociate diviziunii A,,.
Din faptul ca feste integrabila rezulta ca orice sir de sume Riemann asociat sirului

de diviziuni A,, functiei /'si unui sistem de puncte intermediare este convergent.
1

k, ky 2
in particular, o, (€)= Y f (E)(x =x2)= Y, & (=) [ f @,
i=1 i=1 0

ky, kp 2
respectiv, 0, (£0= Y. f (G0 =x)= D0 (-5 =x) = [ f (e
i=1 i=1 0

Consideram, mai departe, functiile g, 4 : [O, %} — R, g(x)=x, h(x)=1—x, care

sunt continue, deci integrabile.
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Astfel, sirurile associate diviziunii A,, functiilor g si % si sistemelor de puncte
intermediare &,  sunt convergente. Avem:

kll kll
Can (@ 8)= D g (BN —x) = D& (5 =) —
i=1 i=1

1

1
2 2
_ _xt_1
g(x)dx—jxdx_2 N
0

© —_— o~

2

0
kll kll

Oan (1,0 = D R(EHx =xi) = > (=80 (xf =) =
i=1 i=1

L |
Jh(x)dx= j(l—x)dxz(x—sz
0 0

0

Cum o, (f.&)= O, (g.6)si O, (f.¢)= O, (h,£), obtinem

00 (58> § 5104, (50> 3,

ceea ce inseamna ca sirul sumelor Riemann asociat sirurilor de diviziuni ce au
norma care tinde la 0, functiei f si sistemelor de puncte intermediare nu este
convergent, adica fnu este integrabila.

b) Presupunem ca feste integrabila pe [0, 1], de unde rezulta, conform teoremei de eredi-

tate, ca feste integrabila si pe intervalul [O, ;} , insd tinand cont de punctul a) obtinem

ca functia fnu este integrabila pe [O, ;} , contradictie cu presupunerea facuta.

OBSERVATIE

Incercati si rezolvati punctul b) dupa modelul dat la punctul a).
Ce observati?

4. a) Arataticie’>x+1,Vxe R.

b) Aratati ca

Q | =

1
—x2 T
< < =
_J‘e dx_4.
0

Rezolvare

a) Fie functia /: R — R, f(x) =¢" —x — 1, functie care este derivabila si f"(x) =¢" — 1.
Cum [ este negativa pe (—o, 0) si pozitiva pe(0, ), rezulta ca f este strict
descrescatoare pe (—oo, 0) si strict crescatoare pe (0, «). Functia fare un minim in
x, = 0 care este egal cu 0. Astfel f(x) 20, Vxe R.
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1
1+x%

. 2 _2
b) Conform punctului a), avem ¢* > 1 tr¥e e <

De aici deducem ca '[e T dx 2> '[
0

—arctg)c‘1 =I
0o 4

1

2
Pe de altd parte, e >e ', V x € [0, 1] si mai departe J.e_xzdx >e .
0

5. Fie sirul 7, J.l—,nz 1.
+x+x°

a) Aratati ca (/,), > ; este marginit $i monoton;
b) Determinati o relatie de recurenta pentru calculul lui /,;

c¢) Calculati lim 7, .

n—soo
Rezolvare
xn xn+1
a) Cumx">x""", ¥ x € [0, 1], rezulta ca > 2 > si mai departe
I+x+x I+x+x
1 1
'[ '[ ,adicdl,>21,,,,Vn=1.
I+ x+x° ) I+ x+x°
1 1 n+l 1
'[ dx < '[ x'dy =2 S 1, deoarece
+x+x n+1 n+1
0 0 0
0< X S <X, Vxe [0, 1].
I+x+x
1 1 n l
b) I, = '[ dx = '[x " e -
I+ x+x° ) 1+x+x ) I+ x+x°
1 n-1 1 1
n— _ X _
= '[X 2dx_]n—l_ln—Z_ n—1 _In— _In—2_ n_l_ln _In—2
0 0
¢) Dinpunctul a) avem 0<7/, < ﬁ ¥V n > 1; folosind criteriul ,,clestelui* obtinem

lim 7, = 0.

n—seo
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Exercitii propuse

1. Determinati norma diviziunii A a intervalului [0, 1] daca :
11 1 1 11
= 221 = - 2 2 21
a)A (0,3,2,1),b)A (0,24,23,22,2, ),

(ol L 11V gas(o L2 n=2 -l .
) A (o,n,n_l,...,3,2,1),d)A (o,n,n,..., , ,1),neN.

n n

2. Sa se calculeze suma Riemann asociata functiei f; diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare &, daca :

A/ L1 SR f(x)=x; A= (—1‘71, 0, %, 1],§= (—%, —%, % 1);
0721010~ B9 =5 =0.5. 3.1} 6= 6. 1555 |

o f: [o, ’2‘} SR, f(x)=sinx,A= (o, %, %, g n),§= ( i
d)f:10,2] = R, f(x) = {2 *e [((1) ;]] A=(O, % 1, % 2),§= (
or o o 200G o) (3.5

3. Fien e N, n > 2. Sa se calculeze suma Riemann asociata functiei £, diviziunii A si
sistemului de puncte intermediare & daca :

. 2 A 1 2 n-l1 _ 12 n—1),
a)f:[0,1] >R, f(x)=x", A (O’n’n""’_n ,1),& (O,n,n,...,—),

) /[0, 1] >R, f(x)= vx, A =(0, (%T (ET (”—‘lﬂ
SCREEE

[ 1}

0,xe|0

_ _ 1 2 n-—

o) f:[0,1] >R, f(x)= ,A—(O,—,—,...,—,l),
l,xe( non

|

N | —
—_
1

e (L 3 -1y,
2n’ 2n°"" 2n )’
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1
s
n

d /[0, 1]—>Rf(X>‘{O, xe [0, INQ

eo(L 3 -l
2n’ 2n’"" 2n )

. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt integrabile si nu admit primitive:

xeQnI0,1] A= (O

S
:‘
[
[
N—

x+1, xe[0,1] x+1, xe[-1,0]
:[0,2] — R, = D) [-1,1] =R, = .
a)/:10,2] /® {x+ 2, xe (1, 2] g ] /) {xln X, X€ (O, 1]
oy xe (3]
. Sa se arate cd functia f: [1,3] > R, f(x) = { x—1" > =1 nu este integrabila pe
2, x=1
intervalul [1, 3].
- - . Inx, xe (O, 1] . e
. Sasearate ca functiaf: [0, 1] > R, f(x)= 0 0 nu este integrabila Riemann
, x=
pe [0, 1].
.12
. Sa se arate ca functiaf: [0, 1] > R, f(x) = 2x sm? - ;COS?’ xe (0.1] admite

0, x=0

primitive si nu este integrabila Riemann.

. Folosind teorema Leibniz-Newton sa se calculeze urmatoarele integrale definite:

Tedeb) [+ o[ ]
a)Jl.x ; ).([x ’C)Jl.ﬁ

SIE]

TE

! dxj)jcosxdx k)jsm xdx; 1)j dxm)jz*

T

N\»—:_,H

[ i o

N

TE

1 3
dx; p) [V dx; 1) J(:ﬁlj @ [
0 2

3
X ) cos’

ool rol
= dx; B S
& !).\/4+x2 ¥ {\/4—)62

s)

Sll’l

o8 o |

1 TE TE
—dx 1 jtgxdx ;u) jctgxdx v)j Erta
6 6 x -

, 203
CAPITOLUL 5 o INTEGRALA DEFINITA &—



a+l
9. Determinati numarul real a astfel incat _|. (x> +4)dx= 25 .

2

a

10.Determinati a € [2, 3] astfel incat J.cos (x+ a’ ) dx = sin a.
0

0, xe[0,1)

1, xe[1,2]

11.Sa se arate ca functia /: [0, 2] > R, f(x) = { este integrabila Riemann pe

2
[0,2]si [ f(x) dv=1
0

X

e, X€ [0, 1)

. este integrabild Riemann
sinx, x€ [1, ﬂ:]

12.Sa se arate ca functiaf: [0,t] > R, f(x) = {

pe [0, mt] si ]Ef(x)dx=e+cos 1.
0

x*, xe[-1,0)

este integrabild Riemann
X, X€ [0, 1]

13.Sa se arate ca functiaf: [-1, 1] > R, f(x) = {

1
si sa se calculeze J. f(x)dx.

-1

X2, xe [0, 1)

este integrabila Riemann si
10, x=1

14.Sa se arate ca functia f: [0, 1] = R, f(x) = {

1
sa se calculeze J. f(x)dx.
0

e, xe (—1, 1)

este integrabila Riemann
0. xe{-11} £

15.Sa se arate ca functia f: [-1, 1] > R, f(x) = {

1
si sa se calculeze _|. f(x)dx.

-1

16.Sa se arate ca functia f': [1, 2] — R, f(x) = [x] este integrabild Riemann si sa se

2
calculeze J. f(x)dx.
1
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17.Sa se arate ca functia f/: [0, 1] > R, f(x) = 3x% + 4x° este integrabild Riemann si sa se

1
calculeze J. f(x)dx.
0

18.Sa se arate ca functia /" [O, g} — R, f(x) =2cos x — 4 sin x este integrabild Riemann

g

2
si sa se calculeze J. f(x)dx.
0

19.S3 se arate ca functia /: [-2, 1] = R, f (x) = |x|, este integrabila Riemann si s se

1
calculeze J. f(x) dx.

-2

B

20.Sa se arate ca functia f :[ T n} — R, f(x) = |sin x| este integrabila Riemann si sa

5
se calculeze J. f(x)dx.
3

21.Sa se calculeze:

) j;|x+1| d: b)j;l-l-xlz—l dv; ¢) j min{x, ¥} dx;

-1

2n ) 2n ) 1 X-I-[X]
d) | (|sinx|+|cosx|)dx; e) | |[sinx—cosx|dx; ) | ————
(s +feonx ) ) [sinxconvfasp [

skskok

22.Fiea,be R,a<bsif:[a, b] > R o functie integrabila Riemann pe [a, b]. Sa se arate

cd daca pentru orice interval deschis (¢, d) C [a, b] exista cel putin un punct & € (c, d)

b
astfel incét f/(§) = &%, atunci J. Fx)de=e"— e

23.Fiea,be R,a<bsif:[a, b] = R o functie integrabila Riemann pe [a, b] astfel incat

b
S(x)=1,V x€ [a,b] N Q. Si se arate ca [ £ (x) dx=b —a.
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24.S4 se arate ca :
)27 < [ s 5dx <2410 by e <[e dx <
-1 . 3 1
c)eXe—1)< {ﬁdx < %(e— D).
25.S4 se arate ca:

X

a) Jedx <

——

1 1
x+1 X X X
(1+x) " dv;b) _([1H(X+1)dJC2_(|;—x+ldx,

——

c) j.ln()c2 +l)dx < j.xarctgx dx.
0

0

26.5a se arate ca:

a) lim
n—oo

n+l dx 1 n
[ = 0; b) lim [ —dx = 0.
Y 1+x2 n—)oool‘l'_x

27.Determinati toate functiile polinomiale f/: R — R care au proprietatea ca

n+l
[ fydx=nVneN.

n

b
28.Daca functia continud f: [a, b] — R are proprietatea ca _|. f (%) dx> 0, atunci rezulta ca

a

f(x)>0,V xe [a, b]? Analizati ce se intAmpla pentru functia f(x) = 2% —x,Vxe [%, 1} .

29 Sa se arate ca functiile urmatoare nu sunt integrabile si nu admit primitive:
a) f: [0, 1] > R cu proprietatea f (x) < Inx, Vx € (0, 1];

b)f: [0, 1] - R cu proprietatea /' (x) > %Vxe (0, 1].
1 xll
30.Fiesirul I, =|=——
ie sirul 7, _([2x+3dx

a) Aratati ca ( 1, )”>  este marginit si monoton.
b) Determinati o relatie de recurenta pentru calculul lui Z,.

c¢) Calculati lim 7, .
n—oo
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|
Teste de evaluare

Testul 1
: x+[x] . S
1. Sasearateca functiaf:[-1, 1] > R, f(x)= m este integrabila si sa se calculeze
1
jﬂ@m.
-1
1
2. Sase arate ca ISIexzdx <e-—1.
0
0, x=0

3. Fie functia /: [0, 1] = R, f(x) = {ex e (O 1] .

a) sa se arate ca functia f nu admite primitive;
b) sa se arate ca functia este integrabila;

1
¢) si se calculeze '[ f(x)dx.
0

Barem: 1p din oficiu; 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
Timp de lucru: 50 minute.

Testul 2

1. Sasearate ca functiaf: [-1,3] > R, f(x) =| x| - [x] este integrabila si s se calculeze

if(x)dx .
-1

1
2. Sa se arate ca ln%ﬁ".ln(x2 —x+1)dx<0.

0
X
. . e, xe|0,1
3. Fie functia /: [0, t] > R, f(x)= 1 . [ ) .
sinx, x€ [1, n]
a) sa se arate ca functia f nu admite primitive;
b) sa se arate ca functia este integrabila;

1
c) sa se calculeze '[ f(x)dx.
0

Barem: 1p din oficiu; 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
Timp de lucru: 50 minute.
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Testul 3

1. Sa se arate ca functia f": [O, E} — R, f(x) = max (sin x, cos x) este integrabila si

2

sa se calculeze integrala sa.

2. Determinati numerele naturale distincte p, ¢ = 2, p + g =7, astfel incat

9
p f—
_|. ! dx=n4 1.
3 1+X2 p—l
q
2 2
3. Sasearate cidacia, be 0,E , a < b, atunci cosa—cosb<b MUY oLy
2 2 cosh

€, X€ (0’ 1] este integrabila si nu
0, x=0

admite primitive si sa se calculeze integrala sa.

4. Sa se arate ca functiaf: [0, 1] = R, f(x) = {

YA
5. a) Determinati domeniul de definitie al functiei care are
graficul in figura alaturata.
b) Este functia integrabila? 2p---ee- =
. I—
: i i — _._:_:_>
Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 2p. 3. 2p. 4. 2p. —[? L >

Timp de lucru: 50 minute.

Testul 4

1. Sa se arate ca functia f: [0, 2] = R, f(x) = min (xz, x3) este integrabila si sa se
calculeze integrala sa.

a 2
2. Sa se arate ca exista x > 0 astfel incat _|. f dr=T141.
S S
bn _an b11+1 _a11+1
3. Sa se arate ca daca 1 < a < b, atunci < 1 V ne N¥*,
n
< - . T COSX, XE 0,E . e .
4. Sa se arate ca functia f: | 0, 3 >R, f(x)= 2 | este integrabila si
0, x=0

nu admite primitive si sa se calculeze integrala sa.

Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 2p. 3. 2p. 4. 2p.
Timp de lucru: 50 minute.
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Capitolul cHINEN
Integrabilitatea functiilor

continue
m Cateva rezultate importante

TEOREMA DE MEDIE

Daca f: [a, b] — R este o functie continud, atunci existd ¢ € [a, b] astfel Incat

1 b
pmal /W&=1©.

Demonstratie - Functia f'este continua pe [a, b], este marginita si isi atinge marginile.

" Daca notam m = infb f(x) siM= sup f(x),existdu,ve [a,b]astfel
xela,b] x€la,b]

“incatf(u)=msif(v)=M.
- Putem scrie m < f(x) <M, V x € [a, b]; rezulta

. b
“m(b—a) < [ f(x) dx < M(b - a), de unde

. b
)y =m< ﬁjf(x)deM=f(v).

-~ Cum f'este continua pe [a, b], fare proprietatea Darboux pe [a, b], adica

. b
: exista c €[a, b] astfel incat f (c) = ﬁff(x)dx .

Interpretare geometrica VA

Daca f'este o functie continua si pozitiva pe [a, b],
existd un punct ¢ € [a, b] astfel incat subgraficul lui f
are aceeasi arie cu dreptunghiul de baza b — a si
inaltime f'(¢).

»
»
X

Fig. 1 O| a c b
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OBSERVATIE

Daca f: [a, b] — R este o functie integrabilda si  vA

S

b b
[ f(x) dx=(b—a)f (@) sau [ f(x)dx=(b—a) (b),

atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat

b
[f)dx =B -a) (0.

=y

o « ¢ b
. Fig. 2
TEOREMA

Daca f: [a, b] — R este o functie continua si pozitiva, iar [¢, d] C [a, b], atunci

d b
[feode< ] fx)dx.

Demonstratie - Intrucit feste continua, deci integrabila, si pozitiva rezultd

. ,
[ ferde20 si [ £(x)dr20.
s ’

- Mai departe avem:

- b c d b d
[ rde=[foode+ [ fode+ [ fOodez [ £od.
. a a c d c

__TEOREMA

Dacaf: [a, b] — R este o functie continua si pozitiva, cu proprietatea ca exista
Xy € (a, b) astfel incat f'(x,) > 0, atunci

Tf(x)dx>o

Demonstratie = Functia f fiind continua, rezulta existenta unui interval deschis / astfel
“Incatxge [ Cla, bl sif(x)>0,Vxe L

“Fie[e,d]clsim= infd f(x); cum feste continud existd x; € [c, d]
. xelc,d]

- astfel Incat m =f(x;) sim > 0.

: b

* Aplicand teorema precedentd, obtinem 0 <m(d—c) < _[Cd f)dx< _[ f(x)dx.
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Teorema de existenta a primitivelor
unei functii continue

TEOREMA

Daca f': [a, b] — R este o functie continua, atunci functia F: [a, b] — R,

F (x) = J. f(¢)dr este o primitiva a lui f'care se anuleaza in punctul a.

a

Demonstratie = Fie x, € [a, b] six € [a, b] cux # x,.

-~ Atunci F(x) - F(xg) = [ f(de = [ f(0)dr.
* Aplicand teorema de medie functiei f/pe intervalul [x,, x] obfinem ¢,

. intre x, si x astfel incat J. f@)dt=f(c)(x—x).
. o

. Din ultimele dous relatii putem deduce ¢

. F()—-F(x)
a — - = f (cx),
X=X
"~ deci lim w = lim f (cx ) = f(x,) (am tinut cont de faptul
X—=X() —X X—X()

. ca f'este continud).
- Pentru cazul in care x, = a sau x, = b se procedeaza asemanator.
- Asadar functia F este derivabila pe [a, b] si ' =, adica F este o
3 .
' primitiva a functiei f'si F(a) = f(r) dt=0

a

Pentru a determina toate primitivele unei functii continue, primitive care se anuleaza
in acelasi punct dam urmatoarea

TEOREMA

Fie f: [a, b] — R o functie continua si g : [@, b] — Ro primitiva a lui f'care se

anuleaza ntr-un punct x, € [a, b]. Atunci g(x) = J. f(r)de.
%)
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X
Demonstratie . Din teorema anterioard, functia F(x)= _[ f()dr este o primitiva a lui

a

: /- Cum doua primitive ale aceleiasi functii difera printr-o constanta,
. rezulta ca existd k € R astfel incat F(x) =g(x) + &k, V x € [a, b].
- Daca tinem cont ca g(x,) = 0, obtinem & = F(x).

. Asadar g(x) = F(x) — k= F(x) — F(x,) = jif(t)dt— _ff(t)dt = jif(t)dt.

Xo

Exercitii rezolvate

1
1. Fief: [0, 1] — R o functie continua cu proprietatea ca J.xf (x)dx > T
0

1
Sa se arate i existd un punct ¢ € (0, 1) astfel incat £ (c) + ¢f (c) = 1.

Rezolvare

1

X+

Fieg:[0,1] > R, g(x) =xf(x)— T Proprietatea din ipoteza se poate scrie astfel:

1
J.g(x) dx > 0, atunci conform teoremei de medie, existd un punct a € [0, 1] incat
0

g(a) > 0. Cum g este continua si g(0) =—1 < 0, rezulta ca exista c € (0, @) C [0, 1]

astfel incat g(c) = 0, adica ¢f'(c) = | L 5
c

2. Fie f: [a, b] — R o functie continua. Sa se arate cad existd ¢ € (a, b) astfel Incat
[ ) dx=(b-c) (o).

Rezolvare

Consideram functia F: [a, b)] > R, F(x)= (b - x)J. f(¢)dr, functie care este derivabila.

Cum F(a) = F(b) = 0, din teorema lui Rolle rezulta ca exista c € (a, b) astfel incat

F'(¢)=0, adica (b—o)f (c) = j.f(t) dr.
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s \/x + 2x

3. Sa se calculeze limita sirului a, = J.

Rezolvare

Din teorema de medie rezulta existenta unui ¢, € [n, n + 1] astfel incat

2
[ 2 2
J' X’ +2x NX FoX g = )—m .Cum lim¢, =oo, rezultd ca lima, = 1.

n—eo n—eo

n+l-n

n

n

2
4. Sa se arate ca J.sin" xdx=0.
0

Rezolvare

T[ S T € T[

2 3
Fiee >0, e e (0, 1), dat. Atunci fsm xdx= J.sm xdx + f sin” xdx + f sin” xdx.
0

£ n
2

£
3 3

£

3
Insa din 0 < sin"x < 1 rezultd 0 < J.sin" xdx <§ .

Aplicam teorema de medie pe intervalul { 3} functiei continue

32

f(x) = sin x si obtinem existenta unui numar ce [8 T_ 8} astfel incat

T_¢
2I3sin"xdx= n_2 sin” ¢ .
2 3

£
3

Cum functia sin x este strict creascatoare pe intervalul { = } C [—g 72[} siavem

n_e

2J.3sin"xdx< n_2e sin”| T_2 | = n_2 cos" E< Teos &
2 3 2 3 2 3 3 2 3

£
n ks

2 2
i i . €
Din 0 <sin"x< 1 avem J. sin” xdx < J. dx=§.
3 e m_e 3
2 3 2 2 28 T €
Deci fsin" xdx=fsin"xdx+ f sin” xdx + f sin"xdx<?+§cos"§.
0 0 e m_e
2

3
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€ . € . s a oA
Deoarece 0 <cos 3 <1, limcos" 3 0; prin urmare, exista rangul n, astfel incat pentru

n—oo
< T €
n>n, sd avem —cos” = <—.
2 33
n n

2 2
In concluzie, 0 < |sin” xdx <€, n > n,, care ne conduce la |sin” xdx=0.
s ) €
0 0

OBSERVATIE

In exercitiul anterior, desi conditiile teoremei de medie sunt indeplinite, aplicarea sa

pentru functia sin x pe intervalul [O, %} nu conduce la rezolvarea problemei. De ce?

arcsin x

5. Fie/: RS R, f(¥)= | " dn
0

a) Sa se arate ca functia f'este derivabila pe (0, 1);
b) Sa se calculeze derivata functiei f.

Rezolvare

. in2 . . . .
a) Functia g : [O, %j — R, g(f)= €™ este continui, deci admite primitive.

Fie G: [O, gj — R o primitiva a functiei g. Atunci G este derivabila si

2
Din continuitatea functiei g deducem ca functia este integrabild pe [0, arcsin x],
oricare x € (0, 1).
Conform teoremei Leibniz-Newton, avem f(x) = G(arcsin x) — G(0), V x € (0, 1).

G(t)= ™",V te [o, E).

) .
b) f”(x) = G(arcsin x)(arcsin x)’ = ™" (arcsin.x) =

sinzx coszx
6. Sa se arate ca _[ arcsin \/;dt + _[ arccos \/;dt = % ,Vxe [0, g} .
0 0

Rezolvare

2 2

sin® x cos“ x
T

Consideram functia f: [o, 5|2 R 0= [ arcsiny/rdr+ | arccos/rdr .
0 0
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Observam ca functia f'este derivabila si ca din faptul ca
f(x)=Fl (sinzx) — F(0) + G(coszx) — G(0) rezulta:

. . <2 . 2
f7 (x) =2 sin x cos x arcsin /sin” x — 2 sin x cOS x arccosycos~ x =
= 2xsin x cos x — 2x sin x cos x =0

O‘—.m\»—

1
2

Deci functia f'este constanta si cum f ( ) J.(arcsm\[ t + arccos \[ t)dr = %d =
0

T
4
s

Rezulta ca f(x)= 1

. Sa se calculeze:

.X2 2
Je .
2) lim—2—— ;b lim —— [ ¢

t
x-08in” x x—eo IN X 0 1+l3 )

Rezolvare

. 2 . . . .
a) Functiaf/: R —> R, f(x)=¢" , fiind continud, admite primitive.

2
Fie F: R — R o primitiva a functiei /. Atunci F este derivabild si F'(x)=¢'
2

Avem lim e’2 dr = lim(F (xz)— F (0)) =0 si limsin® x = 0; aplicand teorema

x—0 0 x—0 x—=0
) 2
X [2 X t2
J.e dr 4 J. e
0 . 2xe” _ S0 _
lui ’Hospital avem lim =lim—— =1.Deci lim——— =1.
x—0 (sin2 x)' x—0 28in xcos x x-08in” x

b) Cum lim In x =eoputem aplica a doua regula a lui I’Hospital, caz in care nu exista
X—>o0

o conditie restrictiva asupra numaratorului, din punct de vedere al limitei.

X
A calcula limJ. este o actiune relativ complicatd; de aceea, tinand cont de

ds
xaooo 3[1 + 13
cele spuse mai sus, trecem la aplicarea regulii lui I’Hospital:

’

(j- dt ) 1

3 3 3 x

lim \.2 L+7 = lim l-i—x = lim ; X =1, de aici hanx %/7 =1.

X—>o0 (lnx) X—>o0 1 X—o0 1+x x—oo | 1+¢
X
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6. Fie f: [a, b] — R o functie continua.

Sa se arate ca are loc inegalitatea

b
[ f(x)dx

b
<[] £ (0| dx.

Rezolvare

Intrucat feste o functie continui, rezulti ci | f| este continu.
Stim ca —| f (x| <f(x) L |f ()| V x € [a, b]; rezulta

b b b
~[lf@]de < [ Fodx <[] £(2)]dx, adica

b
[ fx)dx

b
<[] f (0] dx.

1
7. Fief: [0, 1] — R o functie marginita. Sa se arate ca limJ.x”f (x)dx =0.
0

n—oo

Rezolvare

Cum f'este marginita, exista k > 0 astfel incat | (x)| <k, V x € [0, 1].

Atunci avem:

1
[ f(0dx
0

1 1
n n _ k
Sz[x f(x)|dx$k_([x dx——n+1.

8. Fie f: I — R (/ interval) o functie continua.

b
Sisearate cif=0 [f(x)dx=0,Va,be L,a<b.

Rezolvare

(<) Presupunem ci existd x,, € 1, f(x,) # 0, de exemplu, f(x;) > 0.

Atunci f (xo ) > %f (xo) . Cum f'este continud, existd a, b€ [cux, € [a, b] CIsi

b—
2

b
fx)> %f(xo), V x € [a, b] siavem 0 =_[f(x)dx > af(xo) > 0, absurd.

Ramane ca f(x;) = 0, in concluzie /= 0.

(=) Este evident.
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Exercitii propuse

. Fie f: [a, b] = R o functie continua si injectiva pe [a, b]. Sa se arate ca existd un
singur punct ¢ € [a, b] astfel incat j. f(x)dx=(b—-a)(c).

“ b
. Sa se arate ca daca functia f: [a, b] — R este o functie continua cu J. f(x)dx =0,
atunci 3 x;, € (a, b) astfel incat f'(x;) = 0. :

. Fie f: [0, 1] = R o functie continud pentru care existd p € N* astfel Incat

1
(p+ I)J.f(x) dx = 1. Sa se arate ca exista ¢ € (0 1) astfel incat /(c) = .
0

b
. Fie functia continua f: [a, b] — R cu proprietatea ca f (a) <a si J. f(x)dx = % (b2 - az).
Sa se arate ca exista ¢ € (a, b) astfel Incat f(c) =c.

. Fiea,be Rcua<bsif, g:[a, b] > R doua functii continue pe [a, b].
Sa se arate ca daca functia f'este montona, atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat

b c b
[f()gx)dx=f(@)| g(x)dx+ f ()] g(x)dx.

. Fief: [O, g) — (0, =) o functie continua pe [O, g)
[ f(®)sinzds
Sa se arate ca functia F :(O, 725)—> R, F(x)= f— este strict crescatoare.
J. f(t)costdt
0
. Sa se calculeze:
X sin x 2
J.sint2dt f e dt .
. 0 . 0 . 1 .
a) im=————:b) lim- ;C) hm—J.\/;smtdt.
x—0 x x—om BX x—0 X
J. et dl‘ x>0 0

0

x 2
. Sa se determine punctele de extrem ale functiei f: [0,4] —» R, f(x) = J'_tt +_ 2t dr .
0

. Sa se determine punctele de extrem ale functiei /: R - R, f'(x) = f(tz - 3)et2 dr.
0
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10.Sa se determine functiile derivabile f: [0, o) — R care au proprietatea ca
x+ [ f(0)de=(x+1) (%), Vx>0,
0

11.Sa se determine functiile derivabile f/: R — R care satisfac egalitatea

e (x)— jie' f()dt=2x", ¥V xe R,
0

skkk
12.Sa se calculeze:
L n
smx n+l n+l lnx
a) lim _[ dx;b) limn* _[ ——dx;0) 11m_[s1n xdx; d) llm_[ dx.
n—oo 1 )C n—oo -|- _x n—oo -|-1

n

13.Sa se arate ca daca f: [a, b] — R este o functie continua, atunci exista c € (a, b) astfel

incat j.f(x) dx = (b—a)f (c).

b
14.Fie f: [a, b] — R o functie continua cu proprietatea ca J. f(x)dx=0.

a

Sa se arate ca exista cel putin un punct ¢ € [a, b] astfel Incat _[ f)dx=cf(c).

a

15.Fie f: [a, b] — R o functie de doua ori derivabila cu proprietatea ca

b
ﬁj. f(x)dx=f(a)=f(b). Atunci existd x, € (a, b) astfel incat f”(x,) = 0.

x3
16.Fic f (0, %) =, /()= | \/llﬁdt
21+t

a) Sa se arate ca functia f'este derivabila pe (0, o).
b) Sa se calculeze derivata functiei f.

tgx ctgx
1

17.S4 se arate ca jtszH [ s )dt—l,Vxe (O,%j.
1 11

18.S4a se determine punctele de extrem ale functiei f/: R - R, f(x) = J.(t2 - 3)6'2 dr.
0

19.Fie f: [0, a] — R o functie continud, pozitiva si monoton crescatoare.

. . 17 <
Aratati ca functia F(x) = —J. f()dt, 0 <x < a, este crescatoare.
X
0
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|
Teste de evaluare

Testul 1

1. Sa se determine punctele de extrem ale functieif/: R — R, f(x) = j(lz - 3) e’2 dr,VxeR.
0

2. Si se calculeze lim x° | ¢ sinzdz .

X—o0

O S | —

1
3. Fief: [0, 1] = R o functie continua cu proprietatea ca If(x)clx =In (1 + \/5) .Sase
0

V2

2

arate cd exista un punct a € (0, 1) astfel incat g .
a

<fla)<

Barem: 1p din oficiu; 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
Timp de lucru: 50 minute.

Testul 2

1
1. Fie f: [0, 1] — R o functie continud cu proprietatea ca '[ f(x)dx= % .
0

Sa se arate ca exista c € (0, 1) astfel incat f(c) = .

sinx

I\/tg_tdl

2. Si se calculeze lim—2
x—0 &Y

>0 f Jsinz dt

0

sinzx coszx

3. Sa se arate ca f arcsin\/;dt+ '[ arccos\/;dtzg, Y xe [O, 725}
0 0

Barem: 1p din oficiu; 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
Timp de lucru: 50 minute.
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Testul 3

1
1. Fief: [0, 1] — R o functie continua cu proprietatea ca J.f (x)dx =In (1 + \/5)
0

V2

Sa se arate ca exista un punct ¢ € (0, 1) astfel Incat BB < fla)<

N2

1+a

2. Fie functia f: R > R, f(x)= [V1+7 dr.
0

a) Sa se arate ca feste derivabila pe R.
b) Sa se calculeze derivata functiei f.

3. Si se calculeze lim — J.tmdt
x%oox 0

Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
Timp de lucru: 50 minute.

Testul 4

1. Fie f: [0, a] = R o functie continua si crescatoare. Sa se arate ca pentru orice

b e (0, a) avem ajf dx<be

2. Fiefunctiaf: R > R, f(x) = _|.

J+_z

a) Sa se arate ca feste derivabila pe R.
b) Sa se calculeze derivata functiei f.

3. Sa se calculeze hm—J.tsm tdr .
x%oox 0

Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
Timp de lucru: 50 minute.
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Capitolul 7N
Metode de calcul al integralelor

Metoda de integrare prin parti

TEOREMA

Daca f, g: [a, b] — R sunt doua functii derivabile, cu derivatele continue, atunci

b b
[f0)- g0 dv=fF(0) g = [ £ () g(x) dx

Demonstratie - Cum fsi g sunt functii derivabile, rezulta ca /- g este functie derivabila.
- Mai mult, (f+ g/ (x) =f"(x) - gix) + f(x) - £(x), V x € [a, b] si de aici
" putem spune ca functia produs fg este o primitiva a functiei /g + fg’.
* Aplicand formula Leibniz-Newton obtinem:

b
: J.(f . g) (x)dx = (f -g)(x)E pe de-o parte, iar pe de alta parte

b b b
CJ(fg) dx=]F) g/ de+ [ £7(x) g(x)dx.
. Din ultimele doua relatii rezultd concluzia.

Exemple

1
1. Sa calculam J.xexdx.
0

1 1 , Ll .
J.xexdx:fx(ex)dx:xex‘o—J.exx'dx =e— exo =e—e+1=1
0 0 0

2
2. Sa calculam J.xlnxdx.
1

2 2

z z X ! X 2x 1 12
Jl.xlnxdx=_!.[7] Inxdv=3-Inx —_!.?-;dx=2ln2—§.!.xdx=

1
2

1
=2n2-1+ —.
o 4

=2In2

X
2 2
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1
3. Vom calcula J. 1—x%dx.

Functia g : [0, 1] = R, g(x) = arcsin x nu este derivabild in x, = 1, de aceea nu
putem aplica direct metoda integrarii prin parti.
Vom proceda dupd cum urmeaza:

13
Consideram functia /: [0, 1] > R, f(¢) = _[\/1 — x*dx, functie care este derivabild
0

(deci continua) si avem f(1) = linll (7).
-
<1

Tinand cont ca [0, 1] [0, 1) integrﬁm prin parti:

J\/lxdx_[xlxdx xlx

J.x\/i

1= dv = y1-7° —jx/l—tzdt+arcsinx|'0=
0

1
1
dx +
J.\/ 1-x° 'l.\/l—xz
1-¢2 —j\/1—12d1+ arcsin; de aici j‘\ll—xzdt=§(t 1-7* +arcsint).
0 0

In final, _[\/1 tdt—hm‘[ 1- xdx—hm;(t 1-1¢ +arcsmt)—

<1 0 <1

n
1

4
4. Sa calculam _[arctg\/;dx.
1

Incercam mai intai astfel

farctgfdx .[x arctgfdx xarctg\f‘ .[x Tox 2\/,
Observam ca am ajuns la calculul unei integrale mai complicate.

Este foarte important ca partile pe care le alegem sa ne conduca la calculul unei
integrale mai simple, astfel

3 3 , 303 1 1
t dx = 1 t dx= 1)arct - 1 . N,
.!.arc g~Jx .!.(x+ ) arctg/xdx = (x +1)arc g\lx‘l _!.()H )1+x 2 Jx

:4arctg\f—2arctgl—j—dx 4——2——\/7‘ \f+1

2 x
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s

2
5. Vom stabili o relatie de recurenta pentru [, = J.sin" xdx .
0

L
2

- n . -l .

sin xdx:J.sm xsinxdx =
0

I =

n

(—cosx) ‘sin™ xdx =

o —la
O 0|3

T
= —cosxsin™! x|§ — (—cos x) (n — 1)sin" %x cos xdx =

o —la

b b
2 2
=(n-1) J.sin"_2 xcos’x dx = (n— 1) J.sin"_2 x(1 — sin*x)dx =
0 0
b b

2 2
=(n—1) [sin"? xdx — (n-1) [sin" xdv = (n— DI, ,~ (n - DI,
0 0

In final, 7, = n—_lln_l .
n

7472 Metoda schimbarii de variabila

— TEOREMA .

|

Fie ¢: [a, b] = J, f: J — R doua functii cu proprietatile:
a) feste continud pe J;
b) ¢ este derivabila, cu derivata continua pe [a, b].

Atunci jj.f ((p(t)) -@'(r)dt = (pj?)f(x)dx .

a o(a)

J

Demonstratie * Functia ffiind continud, admite primitive. Daca F' € J. f(x) dx, atunci

: o(b)

" F'(x)=f(x), V xe€ Jsiavem J. f(x)dx = F((p(b))— F((p(a)) .(¥)
: o(a)

- Folosind formula de derivare a functiilor compuse putem scrie
(o) =F (@) 9O = (o)) ¢(1),V tE [a, D].

 Aplicand formula Leibniz-Newton obtinem:

b () ‘P(b)

J(F o)1) (1)di = (Fo@)(b)~(Fo9)(a)= [ f(x)dx.

S a o(a)
Rezultatul obtinut este cunoscut sub numele de prima formuld (metodd) de schimbare

de variabild.
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Exemple

cosx
dx .

1. Sé caleulim |————
1+sin” x

o —rla

Rezolvare

Prezenta functiei cos la numarator ne sugereaza alegerea ¢’(x) = cos x si deci

Q(x)=sinx, x € [O, %} .

Atunci CO.S)E = 12 (p'(x) . Cunotatiile din teorema, avem f(x)= L 3
l+sin®x  1+¢°(x) 1+x
n 2
. L e Eret SR
1 atunci =arctgx| 2 =—.
’ ol 1n2x o0) 1+x 1+ x Mo =3

4
2. Sa calculam Ie

dx
1 Vx

Rezolvare

Consideram (p’(x) = x € [1,4]; deducem ca (p(x) =/x , functie derivabila

1
20x’

cue(l)=1,04)=2sif(x)=¢"

J<maee [ ar=af a2 |
Mai departe: dx=|e""2¢" (x)dx=2|e'dt=2¢"| =
| Vx 1 1 !

3. Calculam '!.x(x——f-l)dx .

Rezolvare

Pentru a evidentia ¢’(x), amplificam cu 2x.

Obtinem % j. 2(2)6

5 )dx si alegem @(x) = X% cu notatiile din teorema, avem:
x +1

S B 1
S ) (et 1) .!. (x H)dx 2!)6(

%(lnx—ln(x+ 1))‘1 = %(ln%—ln%).
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Cum procedam in practica pentru calculul integralelor prin prima formuld de schimbare
de variabila?

Identificam @’(x) si notam ¢ = @(x).

Inlocuind, formal, ¢’(x)dx prin d¢, scoatem in evidenti £(¢) si apoi continuam calculul
integralei in ¢.

Exemple

3
Notam x2 = ¢, atunci %\/; dx=dr.
x=1l=r=1

Pentru noile capete de integrare avem 3 .
x=2=1=22=22

2 2 2\/5
Ob‘ginemJ' Vx dx:%J' 1 é\/;dx:%J' 1 dr =
Vi+x® 3 sy 2 1 A1+
1+] x2
22
=gln(t+\/1+t2) _2,,3+2V2
3 3 1442
1
2. [x1-27 dx.
Rezolvare
Notam 1 —x* = ¢ i —2xdx = d, iar capetele sunt {szzle
x=1=r=0
1 1 0 Pl S
5 2 1 2 1 1 1 2 3 1
1- =—=|VIl- -2 =—— = 2df==.%¢2] ==,
{x X" dx 2{ X ( x)clx 2'!.\/;dt '([ =3 3t O 3

OBSERVATIE

Atunci cand evidentierea lui @’(x) se face greu (se observa greu) putem apela si la o
altd metoda de schimbare de variabila.
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__ TEOREMA

Daca ¢: [a, b] = [c, d], [ [c, d] = R sunt functii cu proprietatile:
a) f'este continua pe [c, d],
b) @ este bijectiva, @ si (p_1 sunt derivabile cu derivatele continue,

o(b) ,
frtoa= T rCo(o) (e

a

| J

Demonstratie = Functiile f'si ¢ sunt continue si deci functia fo ¢ este continua, adica
- functia fo ¢ admite primitive.
- Fie G: [a, b] — R o primitiva a functiei fo @

EAtun01 jf( t))dt = G(b) — G(a).(1)

 Pe de alta parte,
(G Y™ =G @) (@)@ =£(9¢ ) - (¢ (x), adica
C o)

[ F()(0") @dx=(Go0™) (0F) (G0 Np@)=Gb)-Gla). ()

)

. Din relatiile (1) si (2) obtinem egalitatea din concluzie.
Egalitatea (**) se numeste a doua formuld de schimbare de variabild.

In practicd procedam astfel:
B notam @(x) =t x = (p_l(t) si, formal, inlocuim dx = ((p_l(t))’dt;
B scoatem in evidenta f'(¢) si continudm cu calculul integralei in 7.

Exemple

1. f L
1 1+/x

Rezolvare (cu schimbarea a ll-a)

x=1=r=1

Not =1, x = t*si de aici dx = 2¢dt si .
Oam\/; X S1 d¢ aici S1 {x:2:}[:\/§

f 1+1
_|.1+\/_dx jl t2tdt—2I(I—H—I—det—2(t—ln(l+t))|

=2(\/§—1—ln1+2\/§].
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Rezolvare cu schimbarea | de variabild (comparativa)

Putem lua ¢’(x) =

— x=\/;=timaide arte dx = dt, iar
i P(x) $ p

1
2/x

x=1=tr=1

x=2=>t=\/§'

He_,.\,

2t . . .
J. o7 dr si mai departe se procedeaza ca mai sus.
1

2. Jl.\/l—xzdx.

Rezolvare

x=—=l=t= —g
Vom face schimbarea de variabila x = sin ¢ cu dx = cos #df si

e
=l=t==
X = 2
n n n
1 2 2 p
JI-xde=[i=sin?r cos rdi= [ cos® ade= [ 182 qr =
g 3 T
I n
17 1(, sin2t)2 _1
= (1 2 = =_T.
2J;( +cos2t)dr 2(t+ 5 )_n S
-z 5
Fie f: [-a, a] — R, o functie continua. Atunci:
b 2 dx, daca f este para
- 0, dacd f este impara
Intr-adevar, daci f'este pard, atunci £ (x) = f(—x), V¥ x € [-a, a.
a 0 a
[ fdr= [ fo)dx+ ][ fx)dx (*)
—a —a 0
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In prima integrald facem schimbarea de variabild t = @(x) = —x cu ¢’(x) = —1 si
¢(-a) =a, 9(0) = 0.

0 0 a a
Avem [ f)dx=[f(=0)(=de)=] f(=ndr=[ f(r)dr.
—-a a 0 0
Adici egalitatea (*) devine _|. f(x)dx = ZI f(x)dx.
In cazul in care feste impara, adica f(x) =—f(~x), V x € [-a, a] procedand analog obtinem:
J fx)dx = j fn)(=dr)= j f=)dr=- J fdr.

Egalitatea (*) devine _[ f(x)dx=0.

—a

Exemple
fo2—x
1. :|.11n2+xdx=0.

Intr-adevar, functia /' (x) = In > _i este impara, deoarece

-1
2+x 2—x 2—x
x) = =-1 = .
S =In —-X n(2+x} Il2+ /)
3 2007
2. Sa calculam _|. Fsin’x+tg’ x+1dx.
3 1+)C
Vom scrie:
B 27 4 sind x o+ tg’ Xl B 27 4 sind x + tg’ X g m f 1
- 1+)C 0 1+)C _\/51-1-)62
2007 NE) 2007
Functia f(x)— Fsin’ x4 (g’ x este impara, deci Fsin’x+tg’ xdx=0,
1+x° i 1+ x°
ramane:
NE) 2007 NE) NE)
+sin’ x +tg’ x+1dx— J- 1 _dr =2_[ 1 _ dx = = 2arctg xf :2%
5 1+ 7 _pltx o 1+x
Am folosit faptul ca functia g(x) = | I 5 este para.
by
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OBSERVATII

Fie f: [a, b] — R o functie continua. lata cateva proprietati obtinute prin substitutii
generale:

s b b N\
1) J. f(x)dx = J. f(a+b—x)dx (conservarea intervalului t = a + b —x)

b b—a b—a
i) | [feode= | fx+adx= [ f(b-x)dx
a 0 0

(translatie n origine t =x —a sau t = b — x)

4 _ + b N\
1i1) J.f(x)dx J. f(a tb_ x)dx, ¢c= b 5 a (centrarea 1n origine ¢ = a -X)

Lasam ca exercitiu justificarea acestor relatii.

Exemple

1. Calculam I =

I= il (1+tg(4—x))( dx) =

: s
= J.ln2d.x J.l (1+tgx)dx Obtinem 2/ = (ln2) |4——ln2 de unde I——ln2
0 0

O — ka3

In (1 +1tg x)dx folosind substitutia = % —Xx de conservare a intervalului.

n
ol 1e 1otex ) g ]‘-
1+tgx 0 1+tgx

O‘—.J;\:.\

2. Calculam J.,/ xX— a folosind sustitutia ¢ = a_—;b —x, dt = —dx.

1=i (v—a)(b—x) dr = j_a\/(b;a—x—a)(b—b;a+x)dx=
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Continuam cu substitutia g t, b dx = dt, iar capetele integralei obtinute
- -a
_b-a__  _

X= =x=1
sunt 2

xX=- b-a =x=-1

2

Obtinem:

1 2 2 21 2
_ b-—a) (b-a) » b—a_, (b-a ~ 2, _(b-a\Tm
{5t i e

In ultima egalitate am tinut cont de rezultatul obtinut la exemplele anterioare.

O aplicatie a integralelor definite la calculul unor sume

Vom calcula suma C? + %Ci + %C”z +..t ﬁC,’f folosind integrala definita.
n

Sa considerim dezvoltarea (1 +x)" = CY +Clx+ C2x* +...+ C'x", x € [0, 1].
1 1

Obtinem _[(1 + x)” dx= _[(C,? + C,llx + C,fx2 +..+CX" )dx .
0

0

Folosind substitutia =1 + x, integrala din membrul drept devine:

2 n+l 2 n+l _
J'tndt :[_ :u
n+l n+1
! 1
Mai departe:
| )C2 )C3 xn+1 1
[(C+Cox+ X+t " )dr=| Clx+5-C+ 5 Cl 4t 2= Ch | =
0 2 3 n+1
. 1 ! 1 3 1 n
=C, +5C, +5C, +..+ —C,.
Cﬂ 2 C” 3 C” n + 1 C”
Asadar C0+1C1+1C3+ 4 1 o :211+1_1
n 2 n 3 n “ee n+1 n n+1 .
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Exercitii rezolvate

1. a) Fie f: [-1, 1] = R o functie continua.

s

b 2 b
Sa se arate ca J.xf (sinx)dx = nJ. f(sinx)dx = gff(sin x)dx.
0 0 0

Y .
< xsinx
b) Sa se calculze J.—z .
0D —COS” X

Rezolvare

T[

a) Avem fxf (sinx)dx = fxf (sin x)dx + J.xf (sinx)dx .

Cu substitutiax=m—t¢, 1 € { } oua integala devine:
: : :
f (sm - t))( nff sint dt—J.f(sint)dt,
0

(=}

de unde se obtine prima relatie ceruta.
Pentru a doua parte a egalitatii avem:
b

b P b
I=[f(sinx)dx= [ f(sinx)dx+ [ f(sinx)dx.

0 0 n

2

Folosind substitutia =7 — x, a doua integrald devine:

f (sint)dz

oS —oa

ff(smx)dx j £ (sin(m—1))(~dr)=

2 2
k3

2
Prin urmare I = 2'|. f(sinx)dx si de aici rezulta a doua egalitate.
0

b) Conform punctului anterior, putem scrie:

SIE!

n
] = J‘ xsinx J‘ sin x j‘ sin x

—sin’ x —sin’ x o4+ cos’ x

In ultima integrala facem schimbarea de variabild —cos x = ¢ cu sin x dx = d¢ si
" )= Barctg L
L T2y
231
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2. Sé se calculeze:

T
tgx + sinx—5cos x
a) _f 0 dx;b) I = _f—
+tgx COS X ; 3sinx+2cosx
Rezolvare
a) Facem subtitutia tg x = ¢ si deci x = arctg #; mai departe, formal, dx = I L - dr.
+1

Daca x = 0 obtinem 7 = 0, daca x = % obtinem ¢ = 1.

Integrala devine j—dt = I(I_Fjdt = (t—ln(l+ t))‘ =1-In2.
0

b) Fie u(x) = 3sin x + 2 cos x si v(x) = sin x — 5cos x.
Incercam sa gasim o, B € R astfel incat v(x) = ou(x) + Pu’(x). Astfel:
sinx — 5 cos x = o3 sinx + 2 cos x) + B(3 cos x — 2sin x) =
= (30— 2p) sin x + (2oL + 3B)cos x.

< . LT .
Daca inlocuim pe x cu 0 si 3 obtinem sistemul:

7
= oL=——
{_i;ggi—;g,cu solutiile B__1173.
z_ 7 17 , B .
= u(x)=>Lu'(x : .
Putem scrie 1= [ 12 )13 ()dx=f—1dx_1_7ju<x>dx:
0 l/l(.x) 0 13 130”()C)
3
7 |2 1 7 3
__on—_[;dt——26 I >,

unde am folosit schimbarea de variabila u(x) = ¢.

. Calculati integralele:

T
2
I+sinx . .

a)£1+cosx dx; b) j|sm5x|dx.
Rezolvare

2 T sinX +cosX 2 z 2
a)THsmx g =T 2 2) o = lT 1+th efdx =

o 1+cosx 0 2cos? 2y

2
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o‘—.m\::

E
(1+2tg%+tg2 2) J. g5 X efdx +

—
O —)a

(1+ tg2%)exdx =

n = n .
X 2 jl X\ o« IT 2 X _ 5

= tg2ef| [ 1+tg2 ~[f1+tg22 =e2.
g5e 02(+g2)edx+20(+g2)exdx e

0

integr.prin parti
-

b1 Sm
b) Vom face substitutia 5x = ¢ si avem J.| sin5x|dx = % J. |sinz|dr =

2n 3n 4n

——“mmqm+jbmﬂm+jbmqm+jhmqm+jbmﬂm]

= —{J.smtdt— fs1ntdt+ fsmtdt— f sinzdt + J.smtdt]— 10 =2.

2n 3n 4n 5

4. Sa se calculeze integralele:

T T
4 4
= J- sin” xcos x dx:J= J- cos” xsin x
, Sinx +cos x , Sinx+cos x
Rezolvare
z n
4 sin x cos x (sin x + cos x) 14 . 1 T
1+J= dx:—f51n2x:——cos2x4:—.
0 sin x 4+ cos x 2 0 4 0 4
n
o ]‘. sinx cos x (cos.x — sin x)
0 sin x + cos x
Facem schimbarea de variabila sin x + cos x = ¢ §i obtinem (cos x — sin x)dx = dt, iar
2
ridicand la patrat obtinem sin®x + cos>x + 2sin x cos x = # de unde sin x cos x= " 3 L .
NG
Mai departe: J—I=ft2 _ldtzlf D=1 ] =L -ma).
L2 24 t 2| 2 . 4

Adunand cele doua relatii obtinem J = é (2 — In 2), apoi scazand cele doua relatii

avem [ = éln 2.
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—\MH’ xe (0’1]
5. Fie functiaf: [0, 1] = R, f(x) = 3{ .
E, x=0

1
Sa se arate ca functia f'este continua si sa se calculeze _[ f(x)dx.
0

Rezolvare

N1+x-1_ .. 1

Tinand cont ca lim f(x) =lim————=lim——= 1 ,f(0)= L , iar pe inter-
)Hoo )Hoo X 2 2
x> x>

valul (0, 1] este rezultat al unor operatii de functii elementare putem spune ca functia
este continua.

dx ; continuam cu schimbarea de variabila

(Natl-1, ¢ 1
B A e
0 0

Jx+1=1t adicix = — 1 si dx = 2¢dt; obtinem

7 7
_f 2udr 1 B V2 a2+
1—!H—1_2!(1—mjdz_2(z—m(z+1))\l —2(\/5 I=In== }

1

1

o 1++/x

6. Calculati dx.

Rezolvare

Vom face schimbarea de variabila «/x =1, iar functia ¢(x) = +/x nu este derivabila in
xy =0, de aceea vom proceda dupa cum urmeaza:
1

_ 1 1 C ot 2x
I= }g%l(a),unde I(a)—;[H\/;Q\/;-(\/;) dx_J[Emdx_

a>0

1

£ =20 -m2—Va +In(l + Ja)).

- 2%(1-&)@: 2(x=In(x+1)

Obtinem /= 1ir%2(1—1n2—\/2+1n(1+\/5)) =2(1-1n2)

a>0
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1
7. a) Sa se calculeze [ = J. !

b) Sa se calculeze J = J. b) dx, a, b > 0 cu ffunctie para.

dx.

Rezolvare

a) Facem substitutia x=—¢ si deci, formal, dx=—dz.
Daca x =—1 obtinem ¢ =1, daca x = 1, avem ¢ = —1.

R S S P A
vem [ = J.(t +1)(e_t+1)( l) :I.l(t2+1)(elt+1) t :I.l(t2+1)(1+ef) t
N S SN S
Pu‘[emscrleZI—:|.1<x2+1 <1+eX)dx+£<x2+1)<1+ex)dx
b 1+¢" o =
_Il(x +1)(1+e ) dx__flx +1dx arctg x|, = Deci - 4

JACINN WACIPN
0= I1 b I1 b

0 f
Facem substitutia /= —x 1n prima integrala si obtinem

=[P IO,
o L+b

a

Revenind J = J.b f (x) ff (x) J. (X)< )

fxdx.
1+b* o 1+b" ;I;

8. Fie f/: R — R o functie continua si periodica avand o perioada 7> 0.
a) Sa se arate cd pentru orice numar real a sunt adevarate egalitatile:

a+nT a+T

J. f(o)dx= nff(x +a)dx=n J. f(x)dx.
b) Sa se arate ca daca F:R->R este o primitiva a functiei f; atunci
1 17
lim — =— .
lim — F(x) = { f(x)dx

X
f|sint|dt

¢) Folosind punctul b), si se calculeze lim 2 P
X—>o0
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Rezolvare

a+nT n—1 a+(k+1)T
a) _|. f(x)dx = z _|. f(x)dx siin continuare in fiecare termen al sumei efectuam
k=0 q+kT

substitutia # = @(x) = x — a — kT, obtinand prima egalitate.
T

Mai departe, 1n integrala _|. f(x+a)dx facem schimbarea de variabild f = x + a.
0

a+T

Obtinem _[f(x +a)dx= _[ f(x)dx.

b) Cum F e If(x)dx, exista ¢ € R astfel incat F(x) = _[f(t) dt+c, F(0) =c.
0

ox | x x| . X x|. X
Putem scrie 7= [T} +{T} siavem x = T[T} +T{T}’ facem notatia n [T} .

nT

Avem j f()de = j f()de+ j f(t)dz_nj f()de+ j f)dr .

nT nT
Tnsa exista M > 0 astfel incét | (x)| £ M, x € R, iar de aici rezulta

T f(@)de

nT

< j |f()|dr<m j dr=M(x-T) =MT{%} <MT.(*)

nT nT

nj f(@)de + j f(t)dt
lim —22 F( ) =lim 0 nT
x—eo X X—>0 X

[X} . j F()de

nT —
j f (0)de + lim 2T

=lim =—=
X—>e0

1T
—| f(x)dx,
rl

[ rar [XLI

deoarece conform (*) lim “L——— = 0, iar din criteriul clestelui lim =——==—.
X—oo X x—o X T

¢) Functia f(x) =|sinx|, V x € R, este periodica de perioada principald 7 si sunt
indeplinite celelalte conditii ale punctului b):
_[|sint|dt |
lim & = — [sinzdr = — (~cost) |
im njsm n( cosr)|

X—>o0 X

2

236 o .
— o ANALIZA MATEMATICA



s

2
9. Fie sirul 7, = [sin" xdx,n e N.
0

a) Stabiliti o relatie de recurentad pentru calculul lui 7, = 2.
b) Calculati urmatoarele limite:

3 n
7 2 7 2n+1
J.sin"+ xdx fsin " xdx
lim 2 si lim2
n—co % n—oo I
. )
fsm" xdx fsm " xdx
0 0

Rezolvare

a) Integrand prin parti, obtinem:

L L
2 2
I,=|sin"™" x sin x dx = in""! ‘dx =
L, =|sin"" xsinx dx=— |sin"" x(cos x)'dx=
0 0
b
i 2
_ . -1l 2 s n—2 2 —
=—(sin"" xcosx)“+ (n—1) |sin" “x cosx dx =
0

0
i
2

=(n—1) [sin"? x(1 - sin*)dx = (n — 1)1, , — I,).
0

In continuare, obtinem 7, =n—_11n_2 ,n22.

n

b) Conform punctului anterior, avem:

n n
2 2
J.sin’“r2 xdx J.sin’”r2 xdx
1 n+1 . ..
g =—nt2 ,V ne€ Nsideaici lim2 =1.
n 1 n+?2 nseo T
2 n 2
J.sin" xdx J.sin" xdx
0 0
Deoarece sin”"2x < sin"Ix <sin®x, Vne N,V x € [O, 5} , obtinem:
1 1
242 < Lonst
Ly,n<hL, <L,deunde —"=<—"" <1, Vne N
2n 2n
n
T
fsin "1 xdx
Din criteriul ,,clestelui” obtinem lim On =1.
n—oo  —
- 2n
J. sin”" xdx

0
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10. Fic f [l,ooj SR ()= [jcost Lar.
T 1 It

B

a) Sa se arate ca f'este monotona;

b) Sa se determine lim f(n).

n—oo

Rezolvare

a) Fiex, <x,.

X X

Atunci f () ~f (v) = [ J

X

J

X

idr,

COS 1
t [2

izdt - cos1
t 1

1
—dl —
t2

COS—
t

Aplicand teorema de medie rezultd cd exista c € (x|, x,) astfel incat

X

J

X

1
cos;t—zdtz(xz—xl) 5

COSlL 20
Clc

1

n ;=’

—cosl Ldt + J.COSl-det =
1)e > Lt

i

1
cos—
t

b) f(n) =

1
—dt +
tz

cosl Ldt =
t [2

A= —an
AN —
A= —=aln

1

1
- .1

= n=2-sin—.
L n

n T
cos xdx — _[cosxdx = sinx|7% —sin x
T

2

Deci lim f(n) = 2.

a —(a
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Exercitii propuse

1. Sa se calculeze

a) jlnxdx; b) j.xz In x dx; ¢) jlnzxdx; d) sze* dx; e) j.xel_x dx; f) Jz.xsinxdx;
1 1 1 0 0 0

2 4 by
In x dx; 1) J.ex sin x dx; j) J.xtgzxdx; k) fxz cos x dx;
0 0

g) jxcosxdx h)J'

1 1

) f arctg x dx; n) J.arcsm

dx; _x

0(x+ e mm J.\/x +1 Vxi+1
NG

o)jxln(x+\/1+x2)dx; P) fln(x+\/x2 —l)dx; q) fxarctgxdx;
0 2 0

dx;

1
X +x+l

¢ 2 .
: | ea.rctgx dx, S) J'(xlnx)z dx, t) J.xln(l-l—x)dx; u) J.arctgxdx;
+ 1 0 0

dxx)J.\/9 X’ dxz)

V) f(xsmx ) dx; w) J. in(In x)dx.

0 oV4+x?

2. Sase calculeze:

H’_.N‘;l

a) J.e\/_dx b) J.a:rcsmxdx c) J.xa.rcsmxdx d) J. arcsin x dx; e)J\/l+x dx;

-1
2

X
Vat+1

f) Jl.\/4—X2 dx; g) J3.\/x2 —1dx; h) Jl.arcsin
0 2 0

3. Sa se determine a, b € Q astfel incat:

a) Jl.(x+a)ex dx = b; b) j.(x2 +a|x| +b)e‘x‘ dx = a.
4

0

4. Sa se calculeze:

b b

2 : 3 2

a)J- s1r1x2 dx: b) J-1+tg xdx; 0
o l+cos” x A

k]

1
sinx

dx; d) j(tgx+tg x)dx; €) jxe dx;

Wy ——[a

B

1
sin’® x dx; g)

f)

5

xln

o —la

-1 X
dx; 1) e
L\/l—e
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T T
1 1 3 2
O)C xz +1 dx, m) .(l).licz:lcx dx; Il) J.sinx_zcosx dx; O) I% dx;
p) _%(sin2x)arctg(sin2 x) dx; q) .Ti[. dx; r j. 2x+1 .TTE-smx+cosx
o ’ { CO8.x 0 X2 +x+1 cosx—sinx dx;
logzg

dy;v) [ 2%cos2'dx;

_[ x+1 Jx? +2x+5 j.
0 1 X

(1+1n x)

o522 i
xe* sinx? dx; z) I (3x2 + 2)c—+-1)\3/)c3 + x>+ x+2dx.

-2

o’—.m‘&

3
'[ x/l+1n? x

5. Calculati urmatoarele integrale folosind, eventual, substitutiile recomandate:

ofen (5 [z a7 o T o)
NG

A [ A [L=t]ie) fﬁdx PR

1 xvxt+1 X BRI X ,

X7+l xyx—1 x—1
B S (S SN 5'E. 2 Y Y Bk P
f)'!.x4+x2+l ’( t),g).l.(x _1)./ 1 ’( x+1 t}’

1
h) fxlel—xz dx, (x = cost).
0

6. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

2n 2n
a) _|. arcsin (sin x) dx;b) _|. arcsin (sin x) dx; c) _|. arccos (cos x) dx.
-7 0 0

7. Sa se calculeze:

n 1
a) [ e sinxdx; b) J.de; o) jln(x+\/x2+1)dx;

% In ( 2010) %

X +1 arccos X

d) j(smmx)ln dx; f) j
-1

x2+1 -1

dx)j
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8. Sa se calculeze

T T
2 X 1 2 2 -
e +cosx X sin x +cos x 2sin x —3cos x
a) | dgb) [ dgo) [ TR gy )j
et +1 O2smx+3cosx 3cosx+5sinx

o€ +sinx+cosx

9. Sa se arate ca:

2

a) f Jarcsin xdx + f sin x clx=T;b) J.xllnxdx+J.eA dx =e.
0 0 1 0

ol

10.Sa se calculeze:

2) jln (49) 4 b) jxsm xdx: ¢) jﬂdx d) jarctge dx;

o 1+sin” x b
(a+x) 4
! “In(a+x 4
arcsin x
dx dx 0
e)\}; X2 ’f){ a’ +x? & £1+sm2x
2
n
Inx
h ; dx,n>3
)J1.1+x2 )£1+t

11.Sa se calculeze:

a) !)-xxar—itgxdx b) J.a.rcsm\/_dx ¢) J.l x-1) :':1:rcs1nli)62 dx;
d) jx3\/1+x dx; ¢) ij\/l ¥ dy; f)j sinxl_ g,
3+sm x
2 3 1
.' dx
g)j (1+ )I (1+ ’1)£x(1_x4>

12.Sa se calculeze integralele:

3sin? x + 2 cos? X
sin x +cosx

2sin? x + 3cos? X de J

I= ;
$in x + COS X

o'—.m\::
o —(a
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3 2
13.S4 se determine care dintre integrale este mai mare, J. arctg x dx sau J. arctg x dx?
-2 3

T
14.a) Fie functia /" [O, g} ->R,f(x)= *Inx, xe (0’ 5} . Sa se arate ca functia feste
0, x=0
n

2
continua si sa se calculeze J. f(x)dx.
0

In 1+x2)
b) Fie functia f: [0, 1] > R.f(v) = {— = ¥€ (0. 1],
1, x=0

1
Sa se arate ca functia f'este continua si sa se calculeze _[ f(x)dx.
0

15.Fie f/: R — R o functie continua si periodica avand o perioada 7> 0, iar ' _[ f(x)dx.

F(x) _

Sa se arate ca existd ¢ € (0, 7) astfel incat lim ——==f(c).
x—oo X

16.Sa se arate ca daca functia f/: R — R este impara si periodicd, avand o perioada

A (%)

o1
pozitiva T, iar f” este continua, atunci _|. ————dx=0.
o 1+ f (x)

n+l

.
17.Fie sirul 7, = I ln(x2 +x— 2)dx, n>2. Sa se calculeze lim " —.
n—enn

T
2

18.Fie 1, = [cos"xdx, n e N.
0

a) Calculati /; si Z,.
b) Stabiliti o relatie de recurentd pentru calculul lui /,, n > 2.

n n

2 2

[cos™? xdx [ cos™! xdx
¢) Calculati lim?® si lim 2

n—oo n—oo

cos” xdx _|.cos” xdx
0

o —la
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1
19.Fic I,= [x"e" dx,n e N.
0

a) Calculati /, si /;.
b) Stabiliti o formula de recurenta pentru calculul lui /,, n > 1.

g

4
20.Fie /[, = [tg" xdx,n e N.
0

a) Calculati /, /,.
b) Stabiliti o formula de recurenta pentru calculul lui /,, n > 1.
c¢) Calculati limita sirului /,;

2n n
d) Deduceti ca lim ' (~1)" % ~n2si im¥ (-1 =T

e nosee 4 2k—1 4

21.Fie 7, = [In" xdx, n € N*,
1

a) Sa se arate ca sirul (/,),>; este monoton i marginit;
b) Stabiliti o formuld de recurenta pentru calculul lui /,, n > 2;

c) Sa se calculeze lim/, .
n—soo

22.Si se calculeze cu ajutorul integralelor CY — lC,Il + lCﬁ -t

(_1)n+1 )
3 3 C, .

n+l

23.Sa se arate ca daca functia /- [a —x, a +x] — R are un punct de simetrie S(a, ), adica

fla—x)+f(a+x)=2b Vxe [a—x,a+Xx], atunci J.f(t) dt =2bhx, x > 0.

a+x

24.Fie f: [a, b] — R o functie de doua ori derivabila, cu derivata a doua continua, astfel

incat f(a) f'(a) =f(b) f'(b). Sa se arate ca Jb.f (x)f”(x) dx<0.
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|
Teste de evaluare

Testul 1

Sa se calculeze:
1 X
1. J' € dx
g 1+¢"

1
2. Jxln(1+ I+ 22 )dx
0

tgx

ln(1+x )dx'

w
L—

T
4, J.sin”‘1 xcos(n+1)x dx.
0

Barem: 1p din oficiu. 1. 3p; 2. 3p; 3. 2p; 4. 1p
Timp de lucru: 50 minute.

Testul 2

Sa se calculeze:
1
3x
1. j ¢ dx
g 1+e¢"

1
2. '[xln(1+ - x )dx
0

1
3. I(2x+2_x)sinxdx.

-1

T
4, J.cos xsin(n+1)x dr.
0

Barem: 1p din oficiu; 1. 3p; 2. 3p; 3. 2p; 4. 1p.
Timp de lucru: 50 minute.
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Testul 3

Sa se calculeze:

T
1. J.xcoszxclx.

n L2008,
J' e’ sinxdx.
T

1
o . . . 2 n . .o .
4. Sa se studieze convergenta sirului 7, = J.(x + 1) dx si apoi sa se determine o
relatie de recurenta, iar daca este cazul sa se calculeze limita sa.

Barem: 1p din oficiu. 1. 2p. 2. 1p. 3. 3p. 4. 3p.
Timp de lucru: 50 minute.

Testul 4

Sa se calculeze:

L ]5 XCOS X
o L+ cos? x

(x2 +x+ l)emtgx

1
2.!; e dx
3 1tg—xdx
. _1ln(1+x2008)

K
2

4. Sa se studieze convergenta sirului 7, = J.cos nxcos” x dx si apoi sa se determine o
0

relatie de recurenta, iar daca este cazul sa se calculeze limita sa.

Barem: 1p din oficiu. 1. 2p. 2. 1p. 3. 3p. 4. 3p
Timp de lucru: 50 minute.
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I Capitolul 8
Integrarea functiilor rationale.
Integrale reductibile la integrale
de functii rationale

IEEM Integrarea functiilor rationale

In prima parte a acestui capitol vom da citeva metode de integrare a functiilor rationale

g(x)

fila, b] > R, (a, b € R), f(x) = ——=, unde g si & sunt functii rationale, grad g <4 si

h(x)

h(x)#0,V x € [a, b].
— DEFINITIE .

O functie f: [a, b] — R se numeste simpla daca are una dintre urmatoarele forme:

Df(x)=ay+ax+ax’+.. +ax"

i) f()=—2 A€ R* e R\[abl,ne N* n<4;
(x=2)

iil)f(x)=Bx—+C2,m,n,pe R,mio,cun2—4mp<0,ne{l,2}.

(mx2+nx+p

| J

Vom calcula in continuare integralele functiilor simple de tipul #i) si iii) pe un interval [a, b].

a) Daca functia rationala f": [a, b] — R este de forma
1
f(.?C)— )C—}\. ,}\,E R\ [Cl, b],

b—A\
a—»n-

b
avem | - dv=Infx=]|" =Injp=3|~In}p.—a|=In

b) Daca functia rationald f: [a, b)] — R este de forma

_ 1
f(x)—(x_k),l,

1 dx 1 1

avem{(x—x)” RN znl((bx)“(ax)“]'

re R\[a,bl,ne {2,3,4},

246 o <
— o ANALIZA MATEMATICA



¢) Daca functia rationald f: [a, b] — R este de forma

1
=———,A#0,
A X2+

1

L ! == :':1:rctg2—a:rctgg
2 A A A

b
= dx=— X
- dx kmctgk

b
avem J.

a

a

d) Daca functia rationala f: [a, b] — R este de forma

f(X)=%,7x¢0, avem:

(x2 +?»2)

12 1
+ . _ dx_
X +A2 W2 2+, 2xzjx2+7&

a

OBSERVATII:

i) Daca dam m factor comun putem aduce functiile de tipul iii) la forma
Bl + 1
f(x)=2x—c cup’—4g<0,ne {1,2}.
(x + px+ q)'

ii) Daca p2 —4q <0, atunci X+ px + g se poate scrie ca suma de patrate:
2 2 2 2
X pxt+q= [xz +px+ij+q—l;=(x+§) +4qu=(p2(x)+y2,

4=

—x+ P giv=
unde @(x) =x + 5 S1y 1
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Ne vom ocupa mai departe, tinand cont de observatiile anterioare, de functiile de
tipul iii), astfel

L ¢'(x) 3 w0 g 1 i
.l. 2 .l. .|. 72yt -
WX +px+gq L0 () +y° o)t TV Tl o(a)
b
= l arctg M — arctg M
Y Y Y
b / o(b)
II. J. L —dx =J o) sdx = _[ Lz si vom continua folosind
(x + px+ q) a ((pz(x)+y2) (p(a)([2 +y2)
punctul d).
II1. Daca functia este de tipul f(x)= o - » atunci, inmulfind si impartind
(x2 +px+q

cu 2, apoi adunand si scazand p, obtinem:
1 2x+ 1
f(x)=§' P z_g' 2"
(x2+px+ q) (x2+px+ q)
A doua functie din membrul drept este de tipul precedent.
Vom face schimbarea de variabila .= ¥(x) = X+ px + g si obtinem

w(b) ~ 1 1
e ool

b 2x+p ( ) W(b)dt 1
dx= dx= —-—=—=
.clz.(xz-f-px-f-q) 'EW ( ) \u'("a)t2 !

Exemple

1. Sa calculam J.?
X" +dx+

1
B 1
s f(sjz“x

3
0 Bl 2
X+5 |+
_5
. . 5 . M=
Facem mai departe substitutia x + 5= t cu dx = d si capetele 5 stavem
X, =~
2
7 7
2
dr 2 7 5 2 23
I= arctg = —| arctg— —arctg— | = —=arctg—-—.
l 2 +% \f \f NE ( V3 NE J 3 39
2
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1
x—+3dx.

2. Sa calculam 5
2
0 (x +2x+ 2)

¢ 2x+2 dx+1 4 &
()(x2 +2x+2)2 ()(x2 +2x+2)2

| —

Jl- 2x+6 dx =
O(X +2x+2)

Mai departe facem schimbarea de variabild := ¥(x) =x + 2x + 2 in prima integrala

iar z:= @(x) = x>+ 1inadoua integrala; obtinem:

| fde o odz |1 1 F odz |11 1
1_5 Jz.t_2+'!.(z2+1)2 =35 —;2+ (Z2+1)2 —§(§—§+arctg2—arctg1)
2 dz 2 1+ 72 2 72 ( )
= dz— dz
{(1%1)2 !(1%1)2 ’ '!.(1+zz)2 I 2I 1+2°

).

N | —

2
5

2
I f I dz=l(arctg2—arctg1)+%(

x-—1
3. Sacalculam J. dx.
X Hx+1
Vom scrie:
Jofoxml ol 2x=2 1 2x+l 1p -3
o X +x+1 2007 +x+1 29 X7 +x+1 29 X7 +x+1

In prima integrala facem substitutia #.= x*+x+1,iarinadoua z:=x+ L ; obtinem

3
2

3.2 e 2,

dz__1,,p_3.2
3 = 2lnt|1 5 \/garctg\/g
3

1
2

3
2Id’§

m\»—-’—.w\m

\S]

11n3—\/_[arctg\/_ arctgij In/3 - \/_TE
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Admitem fara demonstratie urmatorul rezultat:

__TEOREMA

Descompunerea functiilor rationle in functii simple

P
Fie f: [a, b] — R o functie rationala, f(x) =ﬂ , Ox)#0,V x € [a, b],unde

0(x)

P si O sunt polinoame prime intre ele.
Presupunem ca polinomul Q are forma

1 2 3 4 B B,
O(x) = (x_al)a (x_az)a (x_a3)a (x_a4)a (x2+p1x+q1) (x2+p2x+q2) )
cuoy to,+toyto,t+p,+p,=4
Atunci f'se descompune, in mod unic,
4 An n n
f@)=Kx)+ L4 4 +ot AL

| (x—a,)" (x-a, )CX"_1 X—a,

1 1 2 2 1 1 2 2
B x+C . B x+C; n Bx+C, 4 Bix+C;

272 272 ’
(x2+l71x+‘h) A pxt 4y (x2+p2x+q2) SR b

. . . .. k k . . ..
unde K este un polinom cu coeficienti reali, iara;, A;, B; sunt coeficienti reali §i

Pi2 —4q; <0.

OBSERVATIE

Practic, pentru realizarea unei descompuneri a unei functii rationale ca suma de functii
rationale simple procedam astfel:
i) Facem mpartirea cu rest a lui P la O si obtinem P= KQ + R, unde R este un
polinom de grad strict mai mic decat gradul lui O, si putem scrie

P(x R(x
() _ ey R
0(x) 0(x)
ii) Scriem formula de descompunere ca in teorema de mai sus, in care coeficientii 4,
B, C.,... sunt nedeterminati.

iii) Determinam coeficientii 4, B, C,... etc. printr-o metoda oarecare (dand valori,
identificand etc.)

Procedeul de mai sus se numeste metoda coeficientilor nedeterminati.
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Exemple

1. Sa calculam J.;de
o X +1
4 2 2 4 2
Avem f(x):x +x—3x —x+1=x_ X +2x—1 _ x3+x_x -3|-x—1
x +1 (x+1)(x —x+1) x +1 x +1

X +x-1 _ A Bx+C
(x+1)(x2—x+1) x+1 2 —x+1

Deducem ca putem scrie , de unde, aducand

la acelasi numitor, obtinem PHx—1= A(x2 —x+ 1)+ (Bx + O)(x+ 1) side aici
PHx—1=A+Bx*+(A+B+C)x+A4+C, Vxe[0,2],
ceea ce conduce la sistemul

=
A+B=1 f
—-A+ B+ C =1, cu solutia B—§ .
A+C=-1 )
C=-=
3

Integrala data se poate scrie:

J%de:j.xdx—f x4 x-1 dx=

o X+l 0(x+1)(x2—x+1)
¥ 121 2f 2x-1

=2 | 4= dy - £ dx =
2 3!; 1 397 —x+1

1 2 201 1 2
::2+§mﬁﬁnh—§%dt=2+§m3—§m4,

unde am folosit schimbarea de variabild = x*> — x + 1.

2

2. Sa se calculeze J. >
1 x(x + 1)

Conform teoremei de descompunere 1n functii simple, avem:

1 A, B c

—== +
x()c+1)2 x x+l (x+1)2

si de aici, aducand la acelasi numitor:
1=A(x+ 1> +Bx(x+ 1)+ Cx=(4 + Bx* +xQ24A+ B+ C) + 4
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A+B=0 A=1
Obtinem sistemul: 2A + B+C=0,cusolutia sB=-1.
—dx

C=-1
2 2 2 3 2
Avem =Ildx J'de_.[ I = 220 =9x" =2x-2
1 X x+1) X L x+1 L (x+1) (x2+1)(x+1)
—8x
3. Sicalculim [—2 2% 4y
'[(x —f-l)(x—f-l)2
6 2 3 2
Vom avea sz=x2—2x+2+_2x —ox —2x2—2 si deducem
(x2+1)(x+1) (xz-i-l)(x—i-l)
—2x’—9x*—2x-2 _Ax+B, C D
2 T2 + + 2
(x2+lﬂx+1) ¥ +1 x+l (x+1)

Aducand la acelasi numitor, obtinem:

20— —2x—2=(Ax + B)x* + 2x + 1)+ C(x* + D)(x + 1) + D> + 1)

si mai departe

23 -0 2%x-2=(A+ O+ QA +B+C+D)x*>+(A+2B+C)x+B+C+D,
iar de aici se obtine sistemul:

A=-1
A+C=— _02
2A+B+C+D=-9 cu solutiile b=
A+2B+C=-2 e -3
B+C+D=-2 2,
D=-~
2
Avem
1 6 1 1 1
X P 7 X 3 1
— 2 dx=[(x?-2x+2)dx - £ de+>[——dx -
i(x2+lﬂx+lf l( ) 2£x2+1 2£x+1
70 1 ¥ Yo7t 3 o !
—5 de=|Z—x*+2x| - S|—=—dx+ 2In(x+1)| += =
2£u+nz (3 ! '0() 42y et bl Tl
1
4 7. (., 3 7 4 7 7
=2_1 1) +2m2-L=2-° “In2-~
3 4nQ;+)O Sin2 3 éﬂn2+ In2
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OBSERVATIE

In unele situatii este mult mai simplu sa folosim mai intai o schimbare de variabila
pentru a simplifica unele calcule.

Exemple

2
1. Sa calculam J.—
1

x(x +1) 2'|.x 2(x? +1)

PR _13 1 1 1 s 1,3
!x(x+1)dx—§ (;—X—H)dx—i(lnx—ln(x+l))‘l _E(lni)

: x> -1
2. Sa calculam 5
X +xT+1
Solutja |
1 1
? x —1 2 7 1_7
I= —j T dv= [ dx
X X

2 2

Vom face schimbarea de variabila x + % =t, (1 _ 1 )dx =dr,iar x* + 1 =1 -2.
X X

5
1 1, =12 1, 9
Avem I=Jz dt==In—| ==In=.
2 -1 2041, 27
Solutia Il (comparativé)
Seri Xt -1 3 Xt -1 _ Ax+B | Cx+D
cricm = +

(424D - (P —x+D(P+x+D) P —x+1 P +x+l
Aducand la acelasi numitor, avem:
X-1=A+CO°+A+B-C+Dx*+(A+B+C—-D)x+B+D,

A=1
A+C=0 B 1
, . A+B-C+D=1 . )
din care rezulta sistemul A+B+C—-D=0 cu solutia C=-1"
B+D=-1 __1
D= 2
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_l

1
!
1 1

X =x+1 X" —x+1 2107 —x+1 X +x+1

Mai departe facem substitutia ¥ox+1=1 (2x — 1)dx = df In prima integrala si
FXHx+1l= ¥, (2x + 1)dx = dy 1n a doua integrala si obtinem

3 7
:5( JLa- !édy]:%(lmﬁ—1ny|;):%1n%.

Integrale reductibile la integrale
de functii rationale

8.2.1. Integrarea functiilor trigonometrice

Ne propunem ca in acest paragraf sa dam cateva exemple de tipuri de integrale ce se
pot reduce la integrale rationale.

Fie R(sin x, cos x) o functie rationala in sin x si cos x.

Pentru a simplifica unele calcule, se recomanda substitutia generala | #: = @(x) = tg%

avand grija ca tg% #0, V x € [a, b]. Vom tine cont si de formulele:

2tg£ 2tg£ l—tg2£
2 S _ PRIV §
tgx= , sSinx = ,COSX = P sl(p(x)— 1+1tg? 2
27
1-tg? 2 1+tg? 2 1+tg 5
Exemplu
T
2 1
Calculam [ = f—
sinx+cosx+1

—

Cu substitutia de mai sus ¢ : tg % (1+‘[g2 %)dx = dt si cu ajutorul formulelor

2

. 1 2
anterioare, avem [ =_[ ) 1-/2 ) 1472
0 tz + —1 2 +1 i

L+ 1+t

1 1 )
dt=z|;t—+ldt=1n(t+l)‘0 =In2.

254 o <
— o ANALIZA MATEMATICA



Substitutia anterioara transforma integrala functiei trigonometrice intr-o integrald a
unei functii rationale, Tnsa s-ar putea sa ajungem la calcule foarte dificile.
Prin urmare, recomandam unele substitutii particulare.

i) Daca R(-sin x, cos x) = —R(sin x, cos x) vom putea face substitutia

[ t:=@(x)=cosx ]

ii) Daca R(sin x, —cos x) = —R(sin x, cos x) vom putea face substitutia

[ t:=@(x)=sinx ]

iif) Daca R(-sin x, —cos x) = R(sin x, cos x) vom putea face substitutia

[ t=0(x)=tgx ]

, cos’ x=

Vom folosi si formulele sin” x = 5
1+tg°x 1+tg°x

Vom face substitutia #: = @(x) = cos x, —sin xdx = dz.

T T

2 2 (1-cos® x)(=sinx 01_ .2 L2
J-Slrl x smx di = J-( ) )dx——J.lz_t dt:—J.tz_l
o cos’x+1 0 cos” x+1 o+l ot”+1

o 2 ! I
——l(l t+1)dt— (r = 2aretgx)| =-1+7.

n n V3 3
3 3 2 2
I:J. 508%2 d‘x:.l. .C(;SX. 2 d.x=f & :.[ Lz_ 21 dr=
7 COS” xsin” x = (1—sin” x)sin” x 1 (1—t2)12 L\t -1
6 6 2 2
3
— 1l 2 —
tjr 2 t+1 1 2 | 3+1
2
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n
3 I:.T sin x
’ , Sinx+cosx
Vom face schimbarea de variabila 7 = tg x, x = arctg x si dledt o
+1
n
I:]‘- sin x J-tgx ¢ 1
0sinx+cosx tgx+1 t+1 2 +1
Continudm cu metoda coeficientilor nedetermma‘gl.
t 1 A Bt+C_ AP +A+Bf +Ct+Bt+C . . ..
5= > = > si de aici
t+1 241+l 241 t+D(@* +1)
t=(4 +B)?+ (B + C)t + A+ C, iar de aici obtinem sistemul:
1
A+B=0 12
B+C =1, cusolutia B=§
A+C=0 1
"2
2 ;+1 1 L 2 e 1
Avem: [ = f dt+2f =—5n (t+1)| +7), 2+ldt+2'([t2+ldt
NS SO S SR ‘1 1 [P S NS SO LU S 4
=—5In2+ o In( +1)| +Jarctgr| =—2In2+ 2+ =—7ln2+ g

OBSERVATIE

In anumite situatii se pot face si alte substitutii, care conduc la calcule mai simple.

Exemple

n
1 = j- sin2x dx
o 4cos® x +sin’ x

Vom face schimbarea de variabild cos*x = ¢ cu—2cos x sin x dx = dt, adica—sin 2x dx=dr.

Soluia 1
T T
f sin2x t sin2x
L v =i
o 4cos” x+1—cos” x o 3cos’ x+1
1 L
2 2
dt 17 dt 1 ( 1) 1,8
=—_[—=—— =—=In|t+= | ==In
e+l 3,13 3), 35
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Solutia 2 (comparativa)

Facem substitutia tg x = 7 cu x = arctg x §i dx=— 1dt .
+
2tg x
b3 2 1
=I4 I+tg” x . dx=J'22t ) 21 dr
Oy 1 L g ot +4 7 +1

l+tg’x 1+tg’x
Folosind metoda coeficientilor nedeterminati, obtinem:

2t 1 At+B Ct+D
2 D) = t—
t“+4 t°+1 " +4 - +1

si aducand la acelasi numitor, obtinem prin identificare sistemul:

2
A+C=0 A=-3
B+D=0 . 2
A+4C:2,cusolu‘gla C—§
B+4D =0 B=D=0
1 ¢ 2t L2t 1 AL > o) 1, (8
I=2| - dr |= = —In( 4‘ (2 +1) |==mn[ 2.
3[£ﬁ+4 +£ﬁ+1 ] 4:“( #4) il 1) J=3m 5

T
2,
-sin 2
2.I=J.COS X s8 X dr.
0 1+cos® x

Vom aranja convenabil fractia din integrala.

SIE]
SIE]

1+cos® x

2 . 3 .

Cos” x-2sin xcos x cos” x-sinx

- xoos g, feosTxosing g,
0 1+cos® x 0

Facem schimbarea de variabila cos*x = ¢ si avem —4cos’ x sin x dx = dr si capetele
x =0
x, =1

1O de

2 )
29142 20142 2

If d _ 1 b

arctgt

n
o 8

Incercati si rezolvati acest exercitiu folosind substitutia tg x = 1! Ce observati?
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8.2.2 Integrarea unor functii irationale

In acest paragraf vom incerca sa dam cateva metode de integrare a unor functii
irationale particulare.

)
a\Jmx® +nx+ p
[t:=(p(x)=2mx+n=(mx2+nx+p)/],mx2+m€+P¢O;VXE [a, b].
Ax+B

«/mx +nx+p

Aceeasi substitutie se poate face si pentru integrale de forma _[

Exemplu

1
Sa calculam I = _|. x+3

oVxX® +3x+4

Vom folosi substitutia # = 2x + 3 cu dz = 2dx.
Avem:

dx.

=1 2 dt:%j t+3 dt=1@ t d“’i dr ]:

2 =3V -3 1> +7 2|3V +7 3N+ 7
5 +3—2 +4

5

2

=L(m

3

ii) _[ 1 dx;

ooc+B) ymx> +nx+ p

[t;z(p(x)=ﬁ],am¢0,ke N* mx* + nx + p # 0.

Folosind aceasta substitutie se ajunge la integrale de tipul celor de la 1).

Exemplu
j 1
Sa calculam dx.
| (x+ 2)\/x2 +2x+4
Folosim substitutia 7 = 1 , X= L 2, dx= —Ldt .
’ x+2 t 2
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1
3 1
Obtinem I=J. 1 (—idtjzj.;dt
1
3

2 2
1;\/(;_2) +2(:_2)+4 47 -2t +1

si in continuare procedam ca la exemplul precedent.

b
iii) f\/az—xzdx; [x=0csint]sau [x=0ccos t], [a, b] C [, o], o> 0.

dex; [xzi }sau [x—i ]

sint cost

a

[a, b] C (—oo, 0] sau [a, b] C [a, =), &0 < 0.

b
e

a

OBSERVATIE

Aceste tipuri de integrale se pot calcula, asa cum am vazut in capitolul anterior, si
integrand prin parti.

b
iv) J.\/xz +nx+ pdx; ,dx =dr.

Folosind substitutia indicata, ajungem la integrale de tipul iii).

Exemple

1
a) Calculam [ =J.\/3—2x—x2dx.
0

2
Folosim schimbarea de variabila x + 1 =7 si avem [ =J. 4—1dr .
1

Mai departe folosim substitutia #=2siny, y € {—g, E} cudr=2costdt

2

i

2
\J4—4sin? y2cos ydy = 4'|.(:os2 ydy =4
T

:2[3‘%'
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Exercitii rezolvate

sin2x d.

SE!

1. Sa se calculeze I = J.—
o sin” x+cos” x

Solutie:
Vom face substitutia sin® x = ¢ si obtinem
3 1
2
1= I (sm x) dx= I :%J. dt2 =
o(sm x) +(1—sin2x) 02" _2t+1 0 x—l +l
2 4
X L
_1 2| _ _T
—§2arctg T _arctgl—arctg(—l)—a.
2 o

2. Sase calculeze:

T
2
1 ) dx
a)£3+2005xdx’ b) -!4—3cosx'
Solutie:
o X . 0 i
a) Facem substitutia tg =~ =¢ sideducem dx = =0, tg—=1,
2 1+1 2 4
2 1
2 1
t 2 1
avem =2arctg—| =-—=arctg—.
-[3+2005x -([5 50 J5 NG

27 0
b) Facem substitutia tg > =t si obtinem _|. . 3cos 'l.l 2dr
0

T
Cum ——— >0,V x e [0, 271, rezulta

—— >0, contradictie.
4—-3cosx ~(|;4—3cosx ’

Unde este greseala?

Din substitutia tg% =1, obtinem x = 2 arctg ¢.

Cand ¢ creste de la —oo la oo, functia arctg # creste de la —% la g ,larx =2 arctg ¢

creste de la—m la 7t si nu acopera intervalul [0, 27t] care intervine 1n integrala data.
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Pe de alta parte, functia tg% nu are sens in punctual x = 7.

Pentru a folosi substitutia de mai sus vom face in prealabil translatia x =7 + y, cu
ajutorul careia transformam intervalul [0, 27t] in [-m, Tt].

d« | dy 3 A
—3cosx J. 4-3cos(y+m) _2-|.4+300sy _2(lxlgrlz-|.4+3cosy'
-T 0 o<n 0

2m
A
vem ‘(l; 4

Am folosit faptul ca functia este para pe [T, 7t].

1
44+3cosy

Acum facem schimbarea de variabila tg% =t siavem:

o

a (04
2dr 2 2 g5

tg2

J.4+3005y_-|.7+t2_\/7 T T 7
o

. 2n g
In final avem J.L 2llmlarctg—2=2-l£—2—n.
0 4-3cosx OL%TE\/_ \/_ 7 2 7

3. Sase calculeze lim ; dt, t< 4.
ey (L+2)(L+17)

_So_lu_‘gie_

1 1 1
{(1+x)(1+xp) {(1+x)(1+xp) Jl.(1+x)(1+xp)
Vom face schimbarea de variabila % =t siavem:

1

0 1 . 1 (1
— dx=lim[—————(=x?) = | dx=
£(1+x2>(1+xp> ! glg)(l)?.[(l+x2)(1+xp)( ! )(x) o

1
o P ! P
=lim[——=——dy = lim[——"—dx
@205 (147 )(14+x7) = (L 7)1+ x7)
L P
Deci lim ; dx =limJ.12+—xdx =
1= (1+x Y1+ x7) =t (I+x7)A+x7)
. T T
=1 - _n\_T
i et artgr = |
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Exercitii propuse

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale:
3
a) I (x2 +x-— 1)
2
2 1

2
1
d _dx. - .
)'!.X'H ,e)Ll.l(x+2)2 ,f)'l.(x+l)3
h)}—l dx')j—l dx
; ;i ;
2 (x2 + 4)2 0 (x2 —4)2

dx;l)JS' dx.

1
> (e

Tl i 1
) |—dx; k
L '!.Xz ) '([(x+4)2

2. Sase calculeze:

S

1

arib) -2 qro [ L ar

o X +2x+5 JxP+3x+3 b X +x+1
1 1
d x+1 d : 2x+5
)'([x2+2x+3 ) 'l.lx +6x+10 ;D) '[x +5x+10
3. Sa se calculeze:
1 T
a) dx;Db) —dx;c) dx;
e TR [y e N Fress
_ 2 2
X . x+2 2x+3
9 f (-1 (x—Z)dx’e) I Ge-a®D '!.(x+2)xdx’
x+1
g)f +3 +2 )I —Tx+12 )Ix +4x+3

4. Sa se calculeze :

1

) '[ x+l)(x—

: 1 ,
2)=3) P -!.(x+l)(x+2)(x—3)dx’c) :l;x(x—

x+1 2x+3

3x-1

1
9 f(x+1)(x+2)(x+3)dx; ) I (x—2)(x—3)(x—4)dx; ﬂ-[(x—l)x(x+l)

)J'2x+xl )J'

X +3x% +2x x +6x +11x+6
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5. Sase calculeze:

1

1
; dx;c
Ox3+1 2x3—1 )!;(x+2)(x2—x+l)

d)j

dic - e)J. 23243

x—x+x1 X —xT+4x—4

6. Sa se calculeze:

1 1 ' 1
a)!;(x+1)x2dx’b) J).(x+1) xdx 9 J.l(x 1) (x+2)dx'

P tox+l x4l
d) | ———dx; ————dx; ——dx
) Jz.)cz(x2 -1 2 J. 2 2 D Jz.()c2 —D(x*+1)

2 (x - 1)

7. Sa se calculeze:
1
[
0

)J-x +1 )J-x +x° +x+1

,b)j. 2X4 dx;c)j'xs—x4+x

dx ;
x’ +4x+5 SxT—x+1 0 x4l

0 X+ x+x1

8. Sa se calculeze:
2 3

1 . fox .
J. 3+1) J.—(x2+4)dx,0) J.x4+1dx’

1 X 1 0

x+1 . X +1
J;( ) Jl. f)J.3x +10x° +3
2 2
6x* +3x° +4x* +1 o x> +2x+3 2 241
) 3 2 dxh)f$ ;I)J. 4 3x 2
3x" +10x" +3 x+1 L X+ 207+ X =2x+1

9. Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii trigonometrice:

z n

3 4
a) [sin® xcosxdx; b) J.sinxcos3xdx;c) J.tg3xdx;
0 0

T[

5
tg* xdx ; e) fctg xdx ; f) J.de;

d)
o l+sin” x

o'—,w\:\ She SIE]

4
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z

2
dx; h) ~£2+sinx

1
3+cosx

UQ
~

S—=lA ooy

% 1
dx; i) _|.+2dx;
o l+sin”x

—
N

T T
1 t sinx b sin® x
. desk) [ —des ) [————dx;
sinx—2cosx+4 01+s1n)c Osm x4+ cos* x

_r n

1+sinx 1+s1n X *1+cos’x
)f os x dx; o) J.i
0

m) .[ T —sinx) sinx - sinx dx;

n ks
1+tgx cos2x 2tgx+1 2smxcosx
; dx; r
)-[s1n2x '[ )'l.1+cos X 'l.1+s1n X

4

i
1+sin® x 4 T
t) J. _[ dx; V)J.sinxsin 2xsin3xdx;
sin2x + cos 2x a cos? xsin? x 0
6

i 2n
.3 2 . 1 N 1
X) J.sln xcos” 3x dx; y)fmdx’ z) jm
0 0 0

10. Sa se calculeze:

a)J' x+1 dxb)J.

1+\/_dx )Il+\/_
2 X . 1 xz
d)_!.,fmdx,e).([m

j (x+1)x—1dx; h) _[xmdx 1)j xm

b X+ 2+x

x+4

2

1
dx; k —dx
J)'[ xxt+1 )'[\/x +Xx '!.x\/x6+1
dx; o)j\/x +2x+2dx;

1
m)_[ I

oNV4x +x+4 (x+1)\/x +x+1
1 3 0

q) _[\/2x—x2 dx; p) f\/x2+2x—3 dx; r)J. 3-2x—x" dx.
0 2 -1

dxn)j
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11. Sa se calculeze :

a) I = J- e’ —cosx dx:J = J- sin x dx

| € —cosx—sinx | € —cosxsinx
n n
2 . 2 2 2
sin” x Ccos” x
b) I=J..—clx;J=J..— ;
; Sinx+cos.x , Sinx +cosx
T n
% sin” xcosx % sinxcos’ x
c) I—J.—clx,J J.—clx
sin x + cosx o Sinx +cos.x
12. Sa se calculeze:
2 7 1 3
X x +2x-1
I=[— zclx,J:J. dx;
1 X (x ) 0 (x+1)

13. Sa se gaseasca o relatie de recurenta pentru urmatorul sir:

m
J‘ CcoSnx
0 2+ COSX
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Teste de evaluare

Testul 1
)
1. Sisecalculeze [—— % dx.
e (x+ 1)(x2 + 3)
3
t 1
2. Sa se calculeze J.—dx

0 (x+l)m

n

3. Sa se calculeze J.H?%
X

Y
4. Fie m, n € Z cu |m| # |n|. Sa se calculeze J. sin (mx)sin (nx)dx.

-7

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu; 1. 3p; 2. 2p; 3. 3p; 4. 1p.

Testul 2

2 2

1. Sa se calculeze szzdx
1 x(x+1)
sin x

2. Sa se calculeze | ——————
sin x + cos x

O i3

3. Sa se calculeze

o —n(a
—+
(6]
=
&

n

4

4. Sa se calculeze _[ 5
o a’sin x+b cos” x

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu; 1. 3p; 2. 2p; 3. 3p; 4. 1p.
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Testul 3

Sa se calculeze integralele

1. [cos® xsin?2x dx.

o —|a

2. J'1+x/x+
o 1+3Yx+1

1
2x+3
3. X+
!;x —-Xx- 2

2

2 X
4.[—

L xt +3x7 + 1

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu. 1. 2p. 2. 2p. 3. 3p. 4. 2p.

Testul 4

Sa se calculeze integralele:

cos2x
05—4cosx

1
. ]
0

0 X'+l
3.!; x+1 (x +2)

1-x>+2 1—x2

2
4.
Jl.)c4 +3x° +1

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu. 1. 2p. 2. 1p. 3. 3p. 4.3p
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I Capitolul 9

Aplicatii ale calculului integral

Calculul unor limite de siruri
cu ajutorul integralelor

In acest paragraf vom da o metoda de calcul a limitei unor siruri, tinand cont de
legatura dintre integrabilitatea unor functii si sumele Riemann asociate acestor functii.
Reamintim urmatoarea:

__ TEOREMA

O functie f: [a, b] — R este integrabila daca si numai daca exista un numar real /

astfel incat oricare ar fi sirul de diviziuni A, = (xg, x;,..., x,’j” ) ale intervalului [a, b]
b — . . . b n n n
cu ,}Lnolo |A,|l = 0 si oricare ar fi punctele intermediare x', <&'<x!, (1<7<k,

n € N) sirul sumelor Riemann (G A, (S £)),cy converge la 1.

Alegand diviziuni echidistante, putem spune ca daca o functie f: [a, b] — R este

integrabild, atunci oricare ar fi fi punctele intermediare x'; <&' <x,(1<i<k, ne N)

sirul sumelor Riemann (o, (f,&)),y definit prin o, (f,&)= ba M f (iZ) este

no3

b
convergent si limo, (f.&)= J.f(x)dx.

im?=¢ 3 (g1)= [ reods

n—e N i=1

268 o <
— o ANALIZA MATEMATICA



Exemple

1. Sa aratam ca lim 1 + 1 +..+ 1 =1n 2.
noel n+1 n+2 n+n

Vom aduce suma considerata la o forma convenabila.

11+ 12+...+ L _1 11+ 12+...+ I
n+l n+ ntn om0 2 1+

n n n

Consideram functiaf: [0, 1] = R, f(x) = L si diviziunea echidistanta
1+x

A, =| x,=0<x =l<x =2<...<x =2 1| cunorma |A H=lﬂ>0
n 0 1 n 2 n n n n n

In fiecare interval [x; | x;] alegem punctul intermediar &, = x; = L
’ n

Observam ca termenul general al sirului din enunt este chiar suma Riemann asociata
functiei f, diviziunii A, si punctelor intermediare &;:

o0 (18)=3 1 (E)5-1.)=3 li(i—i;ljé,ﬁn'

111+i
n

n—co

1
Cum functia feste integrabila, rezultd ca limo, (f, f,&; ) = J.l-l—Lx dx=In(x+ 1)| i) =In2.
0

2. Sacalculam hmz n

n—e i k + kn + n’

Aducem sirul la o forma convenabila.

N
S
(3]
1]
D=
S
N I»—
TTM:

:\»

k k4
7+1
n

Consideram functia f: [0, 1] = R, f(x) = % care este continua, deci integrabila.
X+

Pentru diviziunea A, = ( O,l ,2 s ...,ﬁ = 1) si pentru punctele intermediare
nn n
k-1 k-1
&k - n I’l2
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si sistemului de puncte intermediare este

z k-1 k-1 1 1
o, (£:8)=4 2f(7+ e j=zk -1 k-1,

1 n 1 1 n—1 1
=1+ =1+ =
n k:2k21+k7_1+1 n k:1%+k+1
n n n n
1< l_l. 1 1 1 1
nZ‘k k | n n o, 1 _x”+;_;' 1
S+ +—= 2+
n n n n

Cum hmcsA (f.€) J.0x+1 ln(x+1)|10 =In2, deducem x, — In 2.

Limita sirului de mai sus poate fi calculata si folosind criteriul ,,clestelui®.

Putem scrie 12 I 12 < 12 I si asemanator se
k=1k+l+1 ”k:% E niak
non n: n n

demonstreaza ca cele doua siruri cu care am majorat, respectiv minorat, au limita

11 1
Jy—gdr=tn(x+1) =In2.

| :
3. Sise calculeze lim— Y, cos— Leos.
n—ee l’l I<i<j<n n n

.So.lu.‘;ie.
Aducem la o forma convenabila:

1 Y cos— cos—=—[(200s—} —icoszk}.
n pot n

l’l 1<i<j<n

2
Avem lim — (Zcos—] = hm( ECOS—J (_[Olcosxdx) = sin’ 1, iar

n—eo I’l n—eo| N k=1

1
ko, 1
llm—ZCOSZ—th— lim Zcos 0-Icos2xdx=0.
n—epn® 7 n n—e J1 n—eo| N k=1 0
. .1 i j_sin’l
In final, hm—2 2 COS—COS&-=——.
n=° 07 gicjgn n 2
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Exercitii propuse

. Sa se calculeze limita urmatoarelor siruri:
1 n
;C) X, e

= ‘b) x =
a) x, kzm PE; ) X, 2 ﬁn = 2
n k 2
d) x, = z ZSIH— f) x, ——2 1+(—) ;
nit n

=1

n 1 T n—1 kTE ) ln—l k
) x,=n ch) x, === Y cosEi=;i) x, =— > I+
¢ kz=1(n+k)\/nz+k2 2”;::‘) 2n nis n

. Sa se calculeze limita urmatoarelor siruri:

d;? ;b) a, = (/(”2 ok :222)"'(”2 ) ;

1
11.22.3%. 0
©) a, :[W 1 d) a, ={Cy,
. Sa se arate ca daca f: [0, 1] — (0, o0) este integrabila, atunci:
j In £ (x)dx
lim »
imf1o[l)-
, sin 1+k
. Sa se calculeze limz nJ

oo 2
"TTk=t NnT+k

a) a, =

1

km

. Sa se calculeze limsin~ 2
n
k=12 + cos——

n

n—yeo

k

n

. Sa se calculeze limz E

n—eo
k=l p 4=
n

. Fie f: [0, 1] = R o functie integrabila.

p-1
Atunci lim z k

n—ei 7 nf

1
[iij=%'|.f(x)dx,‘v’p2 1.
0
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REFPA Aria unei suprafete plane

In acest paragraf vom defini clasa multimilor care au arie si vom da o metoda de
calcul a ariilor unor astfel de multimi.

— DEFINITIE

Vom spune cd o multime M marginitd din plan are arie daca exista si este unic
un numar real, notat cu S(M), mai mare sau egal decat aria oricarei suprafete
poligonale incluse in M si mai mic sau egal decat aria oricarei suprafete poligonale
care include pe M.

Numadrul S(M) se numeste aria multimii M.

In continuare vom da o formula pentru calculul ariei subgraficului unei functii.

__ DEFINITIE .
A
Fie f: [a, b] > R, o functie integrabila. g
Multimea
I={(x,y) € R|a<x<bh,0<y<f(x)}
se numeste subgraficul lui f. /\
__TEOREMA § .
Fie f: [a, b] — R, o functie integrabila. ! '
Atunci subgraficul lui fare arie si '
) a box
ST = [ £(x) dx.
YA
__ COROLAR N

Fie f: [a, b] — R o functie integrabila
si multimea
Q= {(x,y) € R*|a<x<b,yintre 05if(x)}.
Atunci multimea Q are arie i

=y

b
SQ) = [| f(x)]dx.

272 o <
— o ANALIZA MATEMATICA



—— COROLAR YA
Fie f, g : [a, b] — R doua functii
integrabile si multimea
I, ={(x,y) e Ras<x<b,

y este intre f'(x) si g(x)}.
Atunci multimea I, , are arie si

b
STy = [1 F(0)—g(x)|dx.

Exemple

1. Sa determindm aria subgraficului functiei YA
700, 1] > R, f(x) =%

1
3
X

S(f):j;f(x)dx=j;x2dx=? _1

3

0

1, x€Q
0, xe R\Q’

2. Fief:[0,1] >R, f(x)= {

—t e = =D

=V

Sa se arate ca anu are arie. o

Fie P o suprafata poligonald inclusd in I';.

Cum intre oricare doud numere reale existd un numar irational, multimea P nu poate

avea puncte deasupra axei Ox, deci aria lui P este zero.

Sé consideram @, o suprafata poligonald care contine I'x Cea mai micd suprafata

poligonala care contine I' este multimea 4 = [0, 1] x [0, 1]. Rezulta S(Q) 2 S(4) = 1.

Din cele doua situatii deducem ca nu exista un numar real care indeplineste cele doua

conditii din definitie, deci multimea data nu are arie.

VA

3. Sa calculam aria multimii cuprinse intre

dreapta de ecuatie y = x si parabola de

ecuatie y = x.

Vom rezolva sistemul {y , pentru a
y=x

=y

[Ea SN

determina punctele de intersectie ale celor ©

doua curbe si obtinem punctele O(0, 0),
P(1,1). Atunci

S(Ff):j.(\/;—x)dx=%\/x73—x—221

0 0

1_

_2_ 1.1
32 6
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Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze aria multimii cuprinse VA
intre parabola y2 = x si cercul de ecuatie
x*+ y2 =2.
Solutie

Pentru a detemina coordonatele punctelor

5

de intersectie ale celor douad curbe, vom 0

__;___
=y

2 _
Y , x2 5 si obtinem

rezolva sistemul
X +y =

A(1, 1), B(1,-1).

Aria multimii cuprinse intre cerc si parabold se poate calcula datoritd simetriei

1 1
S=2j(f—\/2—x2)dx=2(%\/x7 j—Zl:%—Zl.
0 0
1 P 1 2_x2 1 1 1 —x
I=[V2-xdx= dr=2 dr+ [x dx=
Z|). Il).\/Z—xz Il). 2-x° '([ 2-x°

1

+x\/2—x2
0

.oX
=2arcsin——

NG

1 1
—I\/2—x2dx.
0

o (=
Ded == =+1].
caucem ca 2(2 j

1
2. Fiefunctiaf:[1,2] > R, f(x)= (14 x)* . Sa se arate ca aria multimii punctelor aflate

intre graficul functiei f; axa Ox si dreptele x = 151 x = 2 este cuprinsa Intre 2 si 3.
Solutie
Aplicam teorema de medie si obtinem existenta unui punct ¢ € (1, 2) astfel incat
2 1 1 :
I(1+ x)x dx =(1+—j .
c
1
1 1
Tinem cont ca J2<20 < (1 + c)c <3¢ <3 si obtinem concluzia dorita.
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3. Fief: [a, b] — [c, al, a, b, ¢ > 0, o functie YA
continua si bijectiva. b
Sa se arate ca:

Tf(x)dx+ Tf‘l(x>dx= ba — ac.

_So_lu_’gie_

Egalitatea poate fi exprimata in functie de arii.
Astfel, S| + S, =ba —ac. 0

=y

4. Fief: [a, b] — [c, d], a, ¢ 2 0, o functie continuad, strict crescatoare si surjectiva.

b
Sa se arate ca exista un unic € € (a, b), astfel incat J. f@®)dt=(—-a)c+((b-¢e)d.

_So_lu_’gie_

Cum f este strict crescitoare si surjectivd, 74
deducem ca f'este bijectiva.
Stim ca functia f'este pozitiva si vom nota

b d
Si= [fdx, $,= [ (p)dy.

Din figura se observa ca S, + .5, = bd —ac. (*)
Conform teoremei de medie, existd A € (¢, d)

astfel incat [* /7 (y)dy = (d—c)f ' ().

=y

b
Fie € =f~'(A) si tinand cont de (*) avem [ (1) dt = (e —a) c + (b - €)d

Observatie. Unicitatea lui € este evidenta.

1 VA
5. Sa se calculeze J. 1—x? dx.
0
Solutie
Graficul functiei /: [0, 1] = R, f(x) = V1-x" este
un sfert din cercul unitate.
. o 1 o x
Astfel, aria sfertului de disc este J. f(x)dx pe de o
0
w n h n
. o _T . _ 2 _rn
parte, iar pe de alta parte este T deci !; 1-x"dx 1
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Exercitii propuse

1. Sa se calculeze aria subgraficului urmatoarelor functii:

a)f:[O,l]—>]R,f(x)=x3; b)fi[0,2]—>]R,f(x)=§/;;
c)f[ }—>Rf(x)—tgx d)f[ ﬂ—ﬂR,f(x):sinx;

o) f:[1, 2]—>Rf(x)——2, f)f: [— —ﬂ SR, f(x)=ctgx;

2)f:[-2,00 >R, f(x)=¢; h)f: [e,e]—)]R,f(x)=lnx.

2. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre axa Ox si graficul functiei f pentru
urmatoarele functii:

a)f: [—% ﬂ SR, f(x)=sinx; b) f: [ 23”} SR, ()= cosx;
O f: [—Z Z}—HRf(x)—tgx d)f1[3,2] 5 R, f(x) =,

e)f: [—\/g, 11> R, f(x)=arctgx; ) f: [0, 1] > R, f(x)=—"".

3. Sa se calculeze aria multimii Ff pentru urmatoarele perechi de multimi:
) f,g:[0, 11 >R, f(x)=x" g(X) X
b) £ g:[0,2] > R, f(x) =4 —x* g (x) =x%
2

Ofg:[10]-5R.f()= = 58

d)f. g: [0, 1]+R,f(X)—€,g(X)—e ;
) f,g:[2,5] > R, f(x)=¢", g (x) =",

+1

4. Si se calculeze aria multimii dintre curba y = x* si dreapta x +y —2 =0.
5. S se calculeze aria multimii dintre curba y* = 4x si dreapta y = 2x.
6. Sa se calculeze aria multimii din primul cadran delimitate de curbele

y=x,y=2x,y=l-
X

7. Sa se calculeze aria celor trei regiuni in care este despartita elipsa de ecuatie

X2 2 . . X2 2
s +y~ =1 de hiperbola de ecuatie 5 y =1
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8. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre parabola de ecuatie y2 = x si dreapta de
ecuatie y = 2x —1.

2
9. Sa se calculeze folosind ariile J. 4—x%dx.
0

Cateva aplicatii ale calculului integral
in fizica

9.3

1. Acceleretia unei rachete creste proportional cu patratul timpului: a = o
La momentul # = 0 avem viteza v = 0 si Tnaltimea x = 0.
Aflati legea vitezei si legea miscarii.
Solutie

Ty ) 3
_ _ 24, OC_ZO . .
Avem vy = J;a (t)dt = !;oct dr = 3 (legea vitezei),

1 f
iar pentru legea miscarii x = J.v(t)dt = J%ocfdt = %octg .
0 0

2. O racheta porneste din repaus fatd de un sistem de referinta inertial, are masa m, si
expulzeaza continuu gazele de ardere in directia miscarii cu viteza relativa u fata de
racheta. Aflati viteza rachetei in functie de masa ei.

Solutie
Daca F' este forta exterioara rachetei, F, este forta reactivd, avem F + Fr =ma,
unde Fr =um/(t), m’(¢) fiind debitul de expulzare.

um’(t)

m(t) -

Cum in cazul nostru F = 0, avem iim’(t) =ma = mv'—(t) , V()=

m' (¢ m m :
(®) dt =uln—- =—yIn—" unde m, este masa rachetei la momentul #,.
m

]
v:tJ;u 0 o "

OBSERVATIE

Viteza rachetei are sens opus vitezei de expulzare a gazelor. Cand masa rachetei se

reduce la jumatate, viteza atinsa de rachetd va fi v = —In2.
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Lucru mecanic

Consideram o particuld P care se misca pe un interval J C R sub actiunea unei forte F.
Forta F are in fiecare punct ¢ € J o valoare F(f),de aceea vom identifica F(¢) cu un

numar real si vom considera forta /' ca o functie F': J — R.

Daca forta F este constantd, adica F(#) = F|,, V ¢ € J, atunci lucrul mecanic efectuat de
forta /' pentru a deplasa particula P dintr-un punct @ intr-un punct b este L, , = Fy(b—a).
In cazul in care forta nu este constantd, vom considera o diviziune

A=(a=xy<x;<...<x,=Db)aintervalului [a, b] si vom avea

L, =L)WCl +LX1! ) +...+Ln_1

b
X X1 %,

unde L,
k-1

5 X

F pentru a deplasa particula P din punctul x;_; In punctul x,.

Daca norma diviziunii A este suficient de mica, atunci forta F' se aproximeaza, pe
fiecare interval [x;_j, x;], prin forta constanta F.
Deci lucrul mecanic efectuat de forta F pentru a deplasa particula P de la a la b se

aproximeaza cu i F, (xk - Xy ) .
k=1

OBSEVATIE

este lucrul mecanic efectuat de forta

Tinand cont de consideratiile anterioare, putem spune ca lucrul mecanic efectuat de

forta F pentru a deplasa particula Pde laalabeste L, , = J.: F (x)dx .

3. O racheta de masa m porneste vertical 1n sus sub actiunea unei forte de tractiune
F=2mg(1 —y). Aflati lucrul mecanic efectuat de aceasta forta de tractiune pe toata

durata urcdrii, de la inaltimea y = 0 la indltimea y = y,,.

.So.lu.‘;ie.

Yo Yo
Lucrul mecanic cerut este L = J. Fdy = _|. 2mg (1— y)dy =2mg [yo - % y(ﬂ .
0 0

4. Stim ca forta necesara pentru a Intinde un resort
de lungime data /, pana la lungimea / + x este
proportionala cu lungimea x, adica F(x) = kx,
k> 0.

Lucrul mecanic necesar pentru a intinde
resortul pand la lungimea / + x,, este

Xy 2| %o
L=[kdx=k75| =
0

0

k
2

2
.xO.

278 o <
— o ANALIZA MATEMATICA

~ 0000000

[ +x,

»
>




REEZE Volumul corpurilor de rotatie

In paragraful ce urmeazi, presupunem cunoscute calculele referitoare la poliedre si
la corpurile rotunde (cilindrul, con, trunchiul de con).

_ DEFINITIE §

Vom spune ca o multime M de puncte din spatiu are volum daca exista si este
unic un numar v(M) mai mare sau egal decat volumul oricarei multimi poliedrale
incluse In M si este mai mic sau egal decat volumul oricarei multimi poliedrale
care include pe M.

_ DEFINITIE .
Fie f: [a, b] — R, o functie. Y
Multimea

C={(x,y,2)€ Ry’ +2* <flx),a<x<b}
se numeste corpul obtinut prin rotirea
subgraficului functiei fin jurul axei Ox.

=V

Modul de calcul al volumului acestui corp este
dat de urmatoarea

TEOREMA

Fief: [a, b] — R, o functie integrabild. Atunci multimea C,are volum si

b
V(G =n[f* () dx.

Exemple

1. Sa calculam volumul sferei de raza » > 0.
Vom considera functia f: [-7, ] > R,

f@) = -2

Daca efectam o rotatie a graficului functiei f

=y

in jurul axei Ox vom obtine o sferd de raza r
cu centrul 1n originea axelor.
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Functia considerata este, evident, integrabila si volumul corpului obtinut va fi

r 3" 3

_ 2 _ 2 X 47U‘

v—n_J;(r X )dx—n(rx 3] 3
2. Sa se gaseasca volumul elipsoidului de rotatie. YA
Vom face o rotatie a graficului functiei
b
filaa >R @)= 2V a4, b>0 \
a \\

in jurul axei Ox. TS % : a >

Functia este continua, deci integrabila si

obtinem volumul z
a 2 2 3\
_ b 2 2 _mb 2 X _ 4 >
v—n_'[l(a) (a —-x )dx—az(a x—3) =3 ab” .

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze volumele corpurilor de rotatie determinate de urmatoarele functii:
a)f:[0,2] >R, f(x)= 2x —x%
b) f: [0, ] = R, f(x) =sinx;

O 0, 1] >R, f(x)=
d)f:[0,1]> R, f(x)= Jad = x* ;
) f: [0, 1] >R, f(x) = V1-3x ;

ns: [1, e} SRS =

e 2+l

&)/ [1,4] > R.f(x) = %

2. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

T
cosXx, XE€ [0, 5}

2x—l, X€ E,n .
T 2
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Teste de evaluare

Testul 1

1. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

FL 2 R f - YETDE=2)

X

2. Sa se calculeze aria graficului cuprinsa intre dreptele x = 1, x = ¢, axa Ox si curba
y=2x—xInux.

ol o N k=l

3. Sa se calculeze lim[ i1+1 Zk’}.

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.

Testul 2

1. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

I [O, %} — R, f(x) = arcsin x.

2. Sa se calculeze aria graficului cuprinsa intre dreptele x = 1, x = 3, axa Ox si curba
y=(x+1)Inx.

3. Sa se calculeze limlz M

n—e N k=1 n3

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
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Testul 3

1. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia

f: [O, %} — R, f(x) = arccos x.

2. Sa se calculeze aria multimii din plan cuprinse intre curbele de ecuatie
y=¢e,y=e sidreptelex =1,x =2.

< IR s k
3. Sa se calculeze hm—szarctg(;) .

n—cc n k=1

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.

Testul 4

1. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functia functia

f [o 1}—>R,f(x)=m.

"2

2. Sa se calculeze aria multimii din plan cuprinse intre parabola de ecuatie
y2 = x si dreapta y = 2x — 1.

. . 3 2n k
3. Sa se calculeze hm—z

e k4807 = 2kn

Timp de lucru: 50 minute
Barem: 1p din oficiu. 1. 3p. 2. 3p. 3. 3p.
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Teste de sinteza pentru pregatirea
examenului de bacalaureat

Testul 1

1. Sa se determine multimea {xe N

2x° +x+1
3x+1 EN}'

2. Sase arate ca dacan € N, atunci /n € Q daca si numai daca Jn e N.

3. Fiede Nastfel incat /d € R\ Q. Sa se arate cd dacd exista a b, ¢, g € Q astfel incat
a +b\/3 =c+q\/3,atuncia=csib=q.

4. Sa se arate ca daca a +b%/§ +c%/_ =0cua,b,ce Q,atuncia=b=c=0.

Testul 2

1. Sa se calculeze .
H K’ +1

2. Sa serezolve ecuatia [3)62_1} = {x}.

3. Fief: 4 — B. Sa se arate ca G,= 4 X B daca si numai daca B are un singur element,
unde G este graficul functiei /.

4. Fie a, b> 0 sin € N astfel incat " + " = 2. Sa se arate ca:

a)ab<1:b) (1%)(1%) >4,

Testul 3

ax+1, x>0 _
1. Sasedetermine a € R astfel incat functia f/: R —» R, f(x) = sa fie:
X —ax+1, x<0

a) injectiva; b) surjectiva; c) bijectiva.
2. Fief, g: A — A astfel incat fo g o f'sa fie bijectiva. Sa se arate ca functiile f'si g sunt
bijective.
3. Sa se arate ca nu exista functiile /: R — R monotone, astfel incat (fo f)(x) = —2x + 1.
4. Fief: N — N, f(x,y) = 3" 5. Sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea lui f.
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Testul 4

1. Sa se arate cd familia de parabole f,,(x) = (m + 3)x2 —Bm+1)x+2m—1,xe Rare
douad puncte fixe.

2. Sa se determine m € R astfel Incat varful parabolei f,,(x) = mx* — Cm+1)x+m—1,
x € R, sa fie situat In cadranul II.

3. Fie x, si x, rddacinile ecuatiei Xt —2x—2=0.

2 4 2
x+1 X, —x; +1

x13+2 x§+2

4
y . X, -
Sa se calculeze expresia £ = ~L

4. Si se determine m € R astfel incat ecuatia m %/()c3 +8)% + 3/x3 +8(m—-1)+2=0

s aiba o solutie.

Testul 5

1. Sa se determine m € R astfel incat (m — l)x2 +2mx+m—-2<0,Vx>0.

(x> +D(y* +1)=12xy

2. Sa se rezolve sistemul ; ; .
(x+D7(y+1D° =30xy

3. Aratati ca daca a(4a —2b + ¢) > 0, atunci b* > 4ac.

mx® +(m-Dx-6, x<1 .
Sa

4. Determinati m € R astfel incat functiaf: R — R, f(x) = )
—x" —=2x+m, x>1

fie strict descrescatoare.

Testul 6

1 L 1
1. Determinati x € QQ pentru care: a) Yx=x3; b) (—\/5))‘ =22,

2. Determinati x € QQ pentru care are sens expresia (% = 5x)~.

Jx+y+3fx—y=5
3. Rezolvati sistemul Ty 5 * yz .
Y&+ ) (x=y) =6

4. Considerand sirul (x,),, dat prin relatia de recurenta x,,, | = %( 2x, + %] ,n=1,x=1
X

n
a) Calculati x,, x3, x4, X5, X¢.
b) Comparati termenii anteriori cu numarul 35 . Care dintre ei sunt aproximari cu

doua zecimale exacte ale lui %/g ?
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Testul 7

89
1. Sa se calculeze ZIg (tg kO).

k=1
2. Sa se demonstreze inegalitatea log,,¢ + log,.a + log,,b = %, a,b,c>1.

3. Aflati numarul cifrelor numarului 3100,

4. Aritati ca tg| 19X | +tg| 1g2 | +tg[ 162 | =tglg X talgY - talg X, x, y, 2> 0.
raa,lcag(gy) g(gZ) g(gx ggy ggZ ggxxyz

Testul 8

. Fieze C\ {~1}. Demonstrati Rez—: =0 z=1.
<

p—

2. Determinati a € R stiind ca ecuatia X (a—1i)x+ 20+ 5i=0 admite o radacina reala.
3. Determinati z,, zy, ..., z, € Cculz||=|z,|=...=|z,| =1 astfel incat z, + z, + ... + z, = —ni.

4. Determinati functia f: C — C cu proprietatea f(x) + f(ex) =x, V x € C, unde
ee C\R,e’=1.

Testul 9
Z2n Z2n -1
1. a) Aratati ca daca z = cos o, + isin ¢, atunci cos no = , sin noL =
27" 2iz"
b) Calculati @ = c0s20° - cos40° - cos 60° - cos 80°.
n—1
2. Calculati 2 €r , unde ¢, sunt radacinile de ordinul » ale unitatii, iar p € N, fixat.
k=0

3. Fie x, y, z € R astfel incat sin x + sin y + sin z =0 §i cos x + cos y + cos z = 0.
Demonstrati ca sin2x + sin 2y + sin 2z = 0 si cos 2x + cos 2y + cos 2z = 0.

4. Fiez,we C, |z] = |w| = 1. Demosntrati ca daca |z + w| = 1, atunci w =z - € sau
w=y:- &, unde ¢ este radacina de ordinul trei a unitatii.
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Testul 10

Jai1-n

1. a) Sa se arate ca arcsin ————= = arcsin

1
N+ +2) Vn+1

. Vi1 -k
b) Sa se calculeze ) arcsin—————
2 Vk+1-vVk+2

2. Aratati ca cos(n(arctg 2 J2 )Ne Q,VneN.

2
3. Sa se arate ca (arcsin x)(arcos x) < 71t_6 ,Vxe [-1,1].

— arcsin

1
Vn+2.

2
4. Fie functiaf: [0, 1] — [—%, 0} astfel Tncat /'(sin ) = F-mVte [O, g} .

Demonstrati ca: a) f(x) = (arcsin )c)2 — marcsin x; b) f'este bijectiva.

Testul 11

x —9Y
1. Rezolvati sistemul: {22 * xz— Yty )
X +y —xy=1
2. Si se rezolve ecuatia: 6% +2 = 3"+ 2%,

3. Sa se rezolve ecuatia:

2 n 1 ntl _ n
logx + logazx + ...+ loganx - Elogax = 4/log, x" ,ne N,a>0,a#1.

o o . n ar e 1
4. S3 se arate ¢ nu existd a € R, astfel incit ¢* 77 > —,Vxe R.

Ja

Testul 12

1. Cate numere naturale mai mici sau egale cu 300 se divid cu 2 sau cu 3 sau cu 5?
Sa se determine exponentul lui 2 din descompunerea in factori a numarului A}, .

Sa se arate cd dacd A" =2A"" atunci m si n sunt prime intre ele.
Dintre submultimile multimii {1, 2, 3, ..., n} cu k elemente, cate:
a) nu-l contin nici pe 1, nici pe 2?

b) nu contin unul dintre numerele 1 si 2, dar il contin pe celalalt?
¢) contin ambele numere?

d) deduceti egalitatea C, K =C, k L, +2C, k +C, - 22 ca rezultat al punctelor a), b), ¢).

EalS el
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Testul 13

1. Intr-un tramvai cu trei vagoane se urca, la Intamplare, sapte persoane. Care este
probabilitatea ca in primul vagon sa urce patru persoane?

2. Un profesor da ca tema de vacanta 100 de exercitii. Un elev rezolva 96 dintre acestea.
Dupa vacanta, profesorul verifica rezolvarea a sase probleme dintre cele 100.
Care este probabilitatea ca elevul sa fie intrebat de rezolvarea cel putin a uneia dintre
problemele nerezolvate?

3. a) Dintr-o urna in care se afla » bile albe si m negre se extrag k bile.
Care este probabilitatea ca printre bilele extrase sa se obtina r bile albe?

b) Calculati C'CY +CiCE' +CIC 2 +..+CiC).
4. Fied={f/f:{1,2,3,4} — {1,2,3,4}, ffunctie}. Care este probabilitatea ca alegand

la intdmplare o functie din A4, aceasta sa fie injectiva? Dar surjectiva? Dar bijectiva?

Testul 14

. Sase calculeze Y C:CI™* .

k=0

p—

[

. Si se determine coeficientul lui x*y*zw* din dezvoltarea (x +y + z + w)'°.

W

. Calculati suma ultimelor trei cifre ale numarului 19°%.

4. Calculati suma primelor 30 de zecimale ale numarului (1 — J2 )100.

Testul 15

1. Aratati ca sirul (a,),»; de numere reale nenule este o progresie geometrica daca si
: ) (a% +a; +...+a,21) =(aja, t aay + ... + an_lan)z.

n—1

ca (2, 2
numai daca (al +a; +...ta

2. Determinati primul termen si ratia unei progresii geometrice in functie de S, si S,,

stiindcd S\ =a, +a,+...tasiS,=a;; tap,+..+ay.
3. Sdsearate cd /2, 36, /54 nu sunt termeni ai unei progresii geometrice.

4. Sase afle termenul general al sirului (a,), >, dacia, = 1,a,=2si a),, = a ., -a’, ¥V n>1.

Testul 16

1. Determinati x € S, astfel incat:

1 23 4) (1 23 4)_(1 23 4
341 2]% 41 2 3 23 4 1)
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2

2. Rezolvati in S, ecuatia y2 = (i 3 ;

3. Fie numerele 0 <a, <a,<...<a,.

Sd se determine ¢ € S, astfel incat S; =

)

n
Zaiac(i) sa fie maxima.
i=1

. (1 2 3 4 5 6 7 . B
4. Flec—(z 141 6 7 5)6S7.Calcula‘g1mm{ke N| o' =e}.
Testul 17
1-x 2—-x 3—x
1. Rezolvatiin R ecuatia: |2—x 4—-x 5-x|=0.
3—x 5—-x 3-2x
1 23
2. Saserezolveecuatia: X|2 3 4 |= 69 8 .
’ 01 6
3 4 1
2—-a a-x x-—1
3. Sisedetermine a € R astfel incat| 1—x2 X2 —1 | =0 s3d admita o radacina
2—-a-2x x+a x-2
dubla numar intreg.
1 1 2 4 2
4. Sa se determine rangul matriceid=|{ 2 1 3 -1 1 [,a,B,v€e R
a B vy o B

Testul 18

2% —x, +x;—x, =1

1. Determinati o, 3,y € R astfel incat sistemul 1 x, + x, + o, + x, =—1 sa fie compatibil

si rangul matricei sistemului sa fie 2.

X=X+ x 4P, =y

2. Se considera numerele complexe distincte doua cate doua a, b, ¢, d. Aratati ca sistemul

x+y+z+t=0
ax+by+cz+dt=0
a*x+b*y+ciz+d* =0
Ax+by+cz+dt=0

omogen
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x=3y+4=0
3. Sase gaseasca conditia de compatibilitate a sistemului { x + y — 40 =0 ,
(0> +Dx—2op+D)y-y=0

unde o, B,y € R.

x+2y+(a-3)z=5
4. Sase discute dupa valoarea parametrului € R natura sistemului: {—x+(a—5)y+2z=—1.
2x+y+z=a

Testul 19
1. Si se calculeze lim n® (\4/ n+1-n? )

n—oo

2. Sa se calculeze lim (a\/n +a+ b\/n +b+ c\/n +c ) , unde a, b, ¢ sunt numere reale

n—eo

astfel incita + b +c¢=0.

3. Fie a > 0 si sirul definit recurent astfel x,,,, =

Sa se calculeze lim x,.
n—yeo

] . 1-3:-5-...-(2n-1)
4. Sa se calculeze yllg?o 2:4:6-...-(2n)

Testul 20

! N
1. Sa se calculeze lim M , ke N*,
n=el [(n+k)!]

X

n

1+ nx

2. Fie a> 0. Se considera sirul definit prin recurenta x,,, | = X, =a,ne N*

2
n

Sa se studieze convergenta sirurilor (x,,),; si(7x,,),>; $i1n cazul in care au limitd sa se
calculeze limitele lor.

3. Fiex,=1+ %+%+ +% , n > 1. Sa se arate ca nu exista nici o functie rationala f,

astfel incat x, = f(n), Vn=1.

D

4. a) Dacap, este al n-lea numar prim i lim =1, sa se calculeze lim Pt , ke N*.
n—e 1IN 1 n—e D

n

b) Daca nu existd lim n|sin |, sd se demonstreze ¢ nu existd lim |sin 7.
n—seo n—seo
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Testul 21

1. Sa se determine numerele reale a > 0 si b > 0 astfel incat

lim (2/ax5+(b+1)x4+1—€/bx5+x4—1) 2.

n—oo

2. Fiea,be R.
i) Aratati cd existad un numar real 8 > 0 astfel incat cos x + asin bx >0, V x € (-9, J).
1

ii) Calculati lim (cos x + asin bx) * .
n—oo

3. Sa se determine parametrii reali @ > 0, b > 0 si ¢ > 0 astfel incat graficul functiei
f(x)=ax+ \Jbx* +cx—1 si aiba ca asimptotd oblica spre oo dreapta y = 2x + 1 si

ca asimptota orizontald spre —oo dreapta y = —1.

4. Sa se calculeze lim [L}
x—())oo nx
x>

Testul 22

inl, x#0
X .

1
1. Seda functiaf: R - R, f(x) = x°
0, x=0

a) Aratati ca functia f'are proprietatea Darboux pe R.
b) Aratati ca functia fnu este continud in punctul x, = 0.

2. Fief: [0, 1]—[0, 1] U [2, 3] o functie continua astfel incﬁt/(%j = 3. Sa se arate ca:

a) fnu este surjectivd; b) fnu este injectiva.

3. Fie f: R — (—o0, —1) U {0} U (1, o0), f(x) = sgn (x* + 1).
a) Sa se arate ca f'este bijectiva.
b) Sa se arate cd fnu este continud in x, = 0.
c) Sa se arate ca functia f ! este continua.
d) De ce functia f° 1 desi continua, are inversa (f~ 1)_1 = fdiscontinua?

4. Sa se arate ca nu exista functii surjective si continue f: [0, 1] — (0, 1).

290 .
——@ TESTE DE SINTEZA



Testul 23

1. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei /: R — R, f(x) =xe" in punctul x = 0.

2.
ae™, x<0

2. Sasedetermine a, b € Rastfel incat functiaf: R - R, f(x)= 1"
sin2x+bcos3x, x>0

sa fie derivabila pe R.

3. Fief: (0, %) — (1, o), f(x) = €" + x* + x.
a) Sa se arate ca functia feste bijectiva.
b) Sa se arate ca [ ! este derivabila pe (1, o) si sa se calculeze f~ 1(e2 +6).

n (k)
4. Fief: (0,0) - R, f(x) = In(1 + 2x). Sa se calculeze lim Y (fk (13)>' :
ey (KT

Testul 24

1. Fie f: [a, b] — R o functie continua pe [a, b] si derivabila in punctele a si b astfel
incat f(a) <0 si f’(b) > 0. Sa se arate ca functia f'are un punct de minim ¢ € (a, b).
2. Fief, g : [a, b] — R functii Rolle. Sa se arate ca daca f(a) =f(b) =0 si
f'(x)g(x) #f(x)g'(x) V x € (a, b), atunci exista cel putin un punct ¢ € [a, b]
astfel Incat g(c) = 0.

V2 V2 oo

. S3 3 ——= <gj 1= 4+ =
3. Sa se arate ca > sin 50 > 36

4. Fief: [a, b] — R o functie Rolle astfel incat f'(a) < f(b).
Sa se arate ca d ¢ € (a, b) astfel incat f"(c) > 0.

Testul 25

& > <arctgx, V x> 0.
I+x

1. Sa se arate ca

X

me’ —(1+m)e”
1+e*

2. Pentru ce valori ale Iui m € R functia f/: R - R, f(x) = este

monotona pe R?

3. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei /: R — R,
x+1, x<—1
f)=1x"-1, |x[<I.
[I-Inx|, x>1

4. Sa se arate ca pentru orice a € [0, 1] existaine N,n>2six € [O, g} astfel incat

2

sin®x + cos™x = a.
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Testul 26

1. Sase studieze posibilitatea aplicarii teoremei lui I’Hospital in cazul urmatoarei limite:

. xe™ +xe —2e* +2¢"
lim 3
nseo (e —1)

2. Sa se determine numarul solutiilor reale ale ecuatiei P43 -9Inx+m=0,me R.

X2

3. S se reprezinte grafic functia f: R > R, f(x) = {e = x> 1
x -1 x| <1

4. Sa se arate cd pentru fiecare n € N, n >3, functia f,: R — R, f,(x) = sin x are un punct

de inflexiune x, € (O, %) Sa se calculeze lim x, si lim f(x,).
n—oo n—oo

Testul 27

1. Se dau sirurile x,= 1 + L ...t L—2\/n+1 siy, =1+ L ...t L—2\/;.

V2 Jn V2 Jn

Aratati ca cele doua siruri sunt monotone si marginite.

. o 2a, +3
2. Se da sirul definit prin g, € (0, 3), a,., = %y .
a

n

a) Studiati monotonia si marginirea sirului.

Ay +1 — (_3)

a11+1 _3 a

b) Aratati ca si deduceti expresia lui a, In functie de «,.

a, +1
n - 3
¢) Calculati lim a,.
n—eo

3. Fiea, b, c € R. Calculati ,122, [aln(n+ 1)+ b In(n + 2) + c In(n + 3)].

1“+2%+...+n"

o+l

4. a) Calculati lim

n—oo n

,ooe R\ {1}.

l+%/§+...+%
5 .

n

b) Determinati 3 € R pentru care exista si este finitd limita: lgn
n 00

292 .
——@ TESTE DE SINTEZA



Testul 28

sinx—x

1. Calculati lim —

=0 gin” x-tg x

m+sinl
X

2. Cercetati daca functia f'(x) = ,m e R, are limite laterale in 0.

3. Studiati continuitatea functiilor urmatoare in punctul indicat:

tgx-arctg%, xe[-1,0)

a) fx)=1] 0, x=0 ,n 0; b) f(x) =[Inx], in 2.
xIn x, x>0

4. Fie functiile continue £, g : [0, 1] — [0, 1], f'surjectiva. Aratati ca exista cel putin un
punct x,, € [0, 1] astfel Incat f(x,) = g(xp)-

Testul 29

1. Studiati derivabilitatea functiilor urmatoare pe domeniul maxim de definitie.

a) f(x)=|x— 1] +|x+ 1]; b) f(x) = arcsin(x + 2); ¢) f (x) = max(l, X, %)

2. Determinati m € R astfel incat functia f: R — R, f(x)= 3/ x> + mx + 2 si fie derivabild pe R.

2sinx+cosx, x=0

3. Sasedetermine a, b, c € R astfel incat functiaf: R - R, =
a se determine a, b, ¢ astfel incat functia f° f(x) {ax2+bx+c, <0

sa fie derivabila de doua ori pe R.

4. Fie f:(0,) > R, f(x) =(1 + x)ln x.
Sa se arate ca feste bijectiva si sa se calculeze (f _1)’(0).

Testul 30

1. Determinati punctele de extrem ale functiei f: R — R, f(x) = /2x* — x° .

2. Sedifunctia/:R—> R, f(x)=e ™ —x.
a) Sdasearatecaf(x)=0,Vxe R.

b) Sasearate cisirulx,,, = ¢ ", x, > | este monoton, nemrginit determinand limita sa.

3. Aratati ca arcsin(cos x) =x — 3775 ,Vxe [r,2m].

1
4. Reprezentati grafic functia f: R\ {2} 5> R, f(x) = |x| - e*2.
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e
Indicatii si solutii

Capitolul 1. Grupuri

Pag. 19

1. Sunt legi de compozitie asocierile de la punctele: a); b); d); f).

21 %(2)=1;-3%x0=3;0%2)*x(-1)=2*(-1)=1;(a*2)*3=(la| +2-2|a|) * 3
=(2-la) *3=[2—la| +3-3[2 ~|al| =3 - 22— |d]|.

—a 1) —a
o (mz)(o m]

4. * |1 2 3 4 + 10123435 - 101 2345
11234 010123435 0]00O0O0OO0O
212 431 11123450 1 101 23435
313421 21234501 2102 4024
414141 31345012 31030303

41450123 41042042
51501234 5105 4321

TJ.a)x,y€ (-2,0)xTy€e (-2,0) & 3xp+6x+ 6y+10>2Sxy+2x+2y+4>0&
(x+2)(y+2)>0, adevarat deoarece x + 1 >0,y + 2> 0; b) observam ca (x % y) * z =
=9xyz+ 18(xy + xz + yz) + 36(x + y + z) + 70; insa (x * y) * z € (-2,00); rezulta ca

Oz +18(xy +xz +yz) +36(x +y+2)+72>0= xz+ 20y +xz +yz) +4(x +y +2) +8>0.
8.x%xy=x-9Nr-9)+9;x€ [8,10] &-1<x-9<1 & [x—9|< 1, analog [y— 9| < 1. Atunci
k-9y-9<1e-1<x-9r-9N<1S8<x-9)+(r-9)+9<10 xxye [8,10].

9.2xy—x—y+m> % S4xy-2x-2y+2m>1 (2x—)2y—1)+2m—2 > 0 pentru

orice x, y € %,oo ;rezultd 2m —2 >0, adicam > 1.

10.xoyzicoxy—ilx+y)+l1+izioxy—ilx+y)+120 x—i)(y—1i) #0.
11.a) Fie M o parte stabila finita a lui Z in raport cu inmultirea si fie x € M; atunci X" € M,
V m € N. Sirul puterilor lui x nu are oricare doi termeni distincti, deoarece in caz contrar
ar fi infinit. Deci existd &, p € N astfel Incat F=x¥=xe {~1,0, 1}. Partile stabile finite ale
lui Z se afla printre submultimile multimii {—1, 0, 1}, adica {0}, {1}, {0, 1}, {-1,1]}; {~1,0,1};
b) Doar multimea {0}; ¢) N, N\ {0}, N\ {0, 1}, N\ {0, 1, 2, ... n}; 2Z,3Z, nZ,n € N.
12.a) (aob)oc=(atb+ab)oc=(@+b+ab)y+c+(a+b+abyc=a+b+c+ab+
+ac+bc+abc,ao(boc)y=ao(btc+bc)y=a+(b+c+bc)+alb+c+bc)=
_ 2-xy
=a+b+c+ab+ac+bc+abc;b)(x*y)xz= 20y *z= _3=x-y =...
3—x—y 2—xy
2_7
3—x—y

14.a) 6;b) 1;¢c) 1 —14;d) (1, 0).
15. a) Toate matricele cu exceptia matricei nule sunt simetrizabile; b) sunt simetrizabile
8 51 10; ¢) toate elementele sunt simetrizabile; d) 0.
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16. Legea data prin tabla:

unde locul stelutelor poate fi luat de orice element din multime;
3% legi de compozitie au elementul neutru 2.

17. b) Nu este asociativa, este comutativa; c) elementul neutru este 0.
18. Legea nu este asociativa: (a * a) * ¢ # a * (a * ¢); este comutativa; b este element neutru.
19. b) toate elementele cu exceptia elementului 1.
20. ¢) nu are element neutru.

3xy
xy+(x=3)(y=3)

<0 & 3xy <3xy+3(x—-3)(y-—3) etc.

22. Demonstram ca x o y € (0, 3). Observam cax oy = > (0 (numitor

3xy

| )+ (= 3)(y-3)
23. Fiex, y, z€ R, exista si sunt unice numerele u, v, w € R astfel incat x =sh u, y=sh v,

—x

si numarator pozitivi)

z = sh w (deoarece functia sh: R — R, sh x = € - este bijectiva).

e
2
Atuncix ¥ y=shushv+shvshu=sh(u+v); (x xy) * z=sh(u + v +w); 0 este element
neutru; —x este simetricul lui x.

24. Legea nu este asociativa, este comutativa, elementul neutru este %Iz.

25. Pentru diferenta simetrica: elementul neutru este &, siemtricul lui 4 este 4.

26. Elementul neutru /,; toate elementele sunt siemtrizabile.

28. Elementul neutru (1, 0); elementele simetrizabile: (1, b), (-1, b), b € Z.

29. (4 % B)x C=(AM'B)x C=(AM'B)M'C; A % (B * C)=A % (BM'C)=AM ' (BM ' C);
A * M=M % A= A (M element neutru); elemente simetrizabile 4 x B =M < AM 'B=M
= det A - det(M ) det B = det M = det A # 0, rezultd cd A este inversabild in raport cu
inmultirea; B = MA 'M este simetricul elementului A.

30. Fie 4 = {a,, a,, ..., a,}. Numarul legilor de compozitie care-1 au pe @, element neutru este

(n-1)?

. - A —1)? . ..
egalcu n ;pentrua,, as, ... a, avem acelasi numar; in total avem n"™"" legi de compozitie.

31.(x*x)(z*%) =(xx)*x 11 (z*%) =xz Sz ¥ % =xz, V x, z e Q*. Inlocuind x

1 .
cu — obtinem z % x = £,
X X

Ruytax+tby>-1leoxy+x+y+1l+@-1x+0-1py>0=x+Hy+ D +(@—1)x+
+(b—-1)y>0,V x,y>-1. Deoarece (x + 1)(y + 1) > 0. Rezulta ca (a— 1)x + (b— 1)y =0,
V x,y>-1.Pentruy =0 obtinem (¢ — 1)x>20,Vx>-1<a—-1=0< a=1; analog
b-1)y=20,Vy>-1<hb=1.

33. a) Fie propozitia P(n): n = 6x + 7y, x, y N. Demonstram prin inductie dupa » = 30.
Verificam ca P(30), P(31), P(32), P(33), P(34), P(35) sunt adevarate si demonstram ca
P(n) —> P(n+6) este adevarati: n+ 6 =6x+7y+6=6(x+ 1)+ 7y, x+ 1€ N,ye N.
b) Orice sumai mare sau egal[ cu 30, plus sumele 6 7, 12, 13, 14, 18, 19, 20, 21, 24, 25,
26,27 28. Cu monede de 3 si 5 plati sumele: 3, 5, 6 si orice suma mai mare sau egala cu
8 (prin inductie).
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34.a)l € A,atunci2=1+1€ 4;3=21+1€ A4, ..., n € A (inductie dupa n € N);
—1 € A, atunci -2 =(-1) + (-1) € 4 etc. —-n € A (inductie dupa n € N). b) i € A4, atunci

2i=it+tie A;3i€e A,..,nie A(ne N).—ie€ A,atunci 2i=—i +(—i)€ A; ....,—nie 4
(inductie dupa n € N). c) a + bi € A (deoarece a € A; bi € A), deciZ € A, adicd Z = A.
pag. 36

Lb)xxye Mo xy-2x-2y+622 x-2)(y-2)+222 x-2)(y—-2)20;
(x*Y)*z=y—2x-2y+06)%xz=(y—2x—-2y+6)z—2(xy —2x — 2y + 6) — 2z + 6.
Elementul neutru: x x e =x,Vxe Mo xe—2x—2et+t6=x & e (x—2) =3(x - 2).
Rezultd e = 2.

2.d) Observam caf, o f,, = f,., € G; 1, =1, < n=m, operatia de compunere a functiilor
este asociativa (proprietate cunoscuta a compunerii). Pe G operatia este comutativa f, o
In=Soim=ImeSuSuefo=fn S fre = & n+e=ne=0,decif, este elementul neutru;
fue fr =foen+n =0&n =-n;simetricul luif, este f, € G.

f) Asocierea este lege de compozitie pe G; asociativa, elementul neutru este (1, 1, 0) € 4,

iar simetricul lui (x, y, z) este (%, %’__Zj :

Xy
g) Elementul neutru este 1 — i, V z # —i este simetriyabil, siemtricul sdu este z’ = Z;_JZ ;
z+i
j) Notam M(x, y)= x_—l—yy x4—y y] ; M(0, 0) este elementul neutru M(—x, —y) este siemtricul

(opusul lui M(x, y)).

3. a) M este grup de matrice; b) GL,(R) este grup de matrice; ¢) M este grup dar nu este
grup de matrice (nu contine /3); elementul neutru al grupului este 4(0).

4. a) Din asociativitate deducem a*x + abx + bz = ax + aby + bzz, YV x,y,z € R. Rezulta

a= a, b =b. Conditia de grup se verifica numai pentrua=1,5=1;b) Dinx x e =e * x,

ax+be ae+bx
l+xe  1+xe
Vx&e a—b=0oa=b.Dinxxe=x,Vxe (-1, ) avemx’e +x =ax +ae, Vxe (-1, 1)
(rezulta e = 0, altfel avem o ecuatie de gradul al II-lea cu o infinitate de solutii, toate
numerele reale apartinand intervalului (1, 1), apoi a — 1 =0 etc.
x*xy=x-3)y-3)+ta-9>3 & (x-3)(y-3)+to—-122>0; deducem ot = 12.

5. Demonstram mai intdi cd a” - b =‘b - d", V m € Z; apoi demonstram a"'b" = b"a" (m
fixat, inductie dupa ») etc.

Vxe (-1, 1)avem:

,Vxe (-, )eaxtbe=ae+bx s (a—b)(x—e)=0,

20, 3 popPapdpl = 123 4 5) 38_ a0, 2_ 2 (Y
P p=prip 5 41 2 3/°P p e°p =P ;

¢)x =p o g; respectiv x = e.

8.a) 5x=3ox=(5)"-3=53=7:b)2x=4 oxec{2,6;d) dx=3 o

4x =3 (mod 8) & 4x =3 + 8¢, q € 7Z egalitate imposibilad (rezulta ca 3 : 4).

9.x % y=(x+2)(y+2)-2; legea este asociativa; elementul netru este —1. x ¥ x'=-1 <

2x-3 c 7o 2x—4+1 _

x=2 x=2

7.2)p'B =p!

X' —2x -2 +2=-1oxX(x-2)=2x-3;x#2; X' =

1

=2+

5 € Zrezultd (x—2) | 1 & x—2 =41 etc.
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10. Daca X este finita, atunci f: X — X este injectiva < feste surjectiva. Daca X este
finitd K(x) si S(x) sunt grupuri; daca X este infinita, atunci elementele simetrizabile sunt
functiile bijective din K(x) si S(x).

11.ie R, este simetrizabil (:) (i, n) = 1 (aceeasi demonstratie ca si in Z,).

12. a)a*a a —2a<a(:)a —3a<0(:)ae [0,3]nZ={0,1,2,3};b)Fiexe H,x<O0:

avemx xx€ Hesx?—2xe H, decix® —2x<0 < xe {0,1,2} N (—o0,0)=. Deci H= {0}.

13. |z +zg| = |z] + |z9| © z=Azp, A2 0, M, = {Az, | A 2 0}. elementul neutru este 0;
Azy+Nzy=0o N =—A<0,A" > 0; rezulta A = 0; singurul element simetrizabil este 0.
x" 0

n

y

radicind de rodin » a unitatii; grupul are n* elemente.

a 0 b\fa, 0 b, aa, +be, 0 ab, +bd,
15.Avem | 0 x 0|l 0 x O |= 0 X’ 0

q 0 d|\lc, 0 d, ace,+c,d, 0 ¢b,+dd,
Avem: (ayay + bicy)(c\by + didy) — (aye, + cyd\ayby + bidy) = aydy(ady — bcy) —
—byey(ad) — b)) — aydy — byey = 1.
Trebuie cax” =x = x € {0, 1}; elementul neutru este /5: rezultd x = 1.

14. 4" = =L=x"=1;y'=1=x,ye U ={l,¢, .., €'}, unde € este

a 0 b\la, 0 b 1 00 aa, +he, =1
AB=L<|0 x 0|0 x O|=[{0 1 0 (:){12 2 cy=—Cy;
¢ 0 dfle, 0 dy] |0 01 aa, +dic;=0

0 -h
d, = ay; by =—b,; inversa matricei 4 = 0 X 0 este B= 1 0 |
G -¢, 0 4,

17. Elementul neutru este 0; x ® x' =0 & {x +x } 0o x+x € Z.Rezultax +x' =1
< x" =1 — x (toate elementele sunt simetrizabile).

18.2) 3x=2 ox= (3 y L Q;pentru inversul lui (§ ) ' avem: 3:-4=1o3a=1 (mod 40)
40g+1 _ 39g+q+1_ — 3¢+ q+1

3 3 3

q=3k—1;a=133k—1)+k=40k—13=40k—40 +27=40(k— 1)+ 27; rezultia=(3 ) ' = 27;
x=127-2=54 = 14.

19. (P(M), A) este grup comutativ; elementul neutru este &, siemtricul oricarui element

Aeste A AAX=BC S AANAAX)=AABo (AAA)AX=AAB < SAX=AAB
ex=AAB=(4\B)U (B\A).

20. a) Fie X = (1 2 34 2)Gox=xoc<:>0=xocox_1<:>

1 3 345O 23450(:)
2 41 c d e 541 3 '
e
5

2
5
a b ¢ d 12345:abcde
1 2 3 4 2 5 4 1 3 b e d a c
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q+1

S3a=1+40g,q€ Z;a= el=

=ke 7Z;

o =



Analizam cazurile:
1) a = 1; rezulta prin identificare b =2, e = 5, ¢ = 3, d = 4; rezulta solutia

(1 2 3 45
Xl_(12345)'

g d a1y (1 23 45
2Q)a=2;b=5;e=3;c=4,d=1; X, 25413etc.

b) x* = o; amplificand la stinga si la dreapta cu x obtinem x° = Gx; cu necesitate rezultd
ox = xG; controlam care dintre solutiile x,, x,, x;, x,, X5 de la punctul a) verific ecuatia x* = G.
21. Elementul neutru al monoidului, e, este elementul neutru al grupului G; a nu este
simetrizabil a x @’ = e © a = e; rezultd cd a € G, contradictie.

2%. x22y = yx4:> xzz%/ " o :>4x2(yx§); =’ = X(x%y) = }xz =sxy ===t =
Xx)=px =2x(Xy)=)xX =2Xy=x Dey=yx D>y=)x =>x =e.

Din x4y =yx" = x" =e,iar din Xy = yx = x = e, y arbitrar.

23.Fiey € C. Ecuatiaf(z) =y < 3z—47 =y (1). Conjugand relatia (1) obtinem

37 —4z=1Yy (2). Din(1)si(2), eliminand 7z obtinem z = —% (Byt4y).

Ecuatia are solutie unica; deci f este bijectiva inversabila, iar /~ 1(y) = —% (Byt+4y).
Fieh(z2)=2z-1; hy(z)=z+27;

b)fog=hy & h=f" oI, hG)=f (h @)=/ "Qz-1)=—2 [3z- 1) +427 - D] =
hof=hyh=hyof s h@) =h(f @)= +2/ @)= .

pag. 43

1. f(x +y)=cos 21(x + y) +isin 27t(x +y) = (cos 27x + isin 27wx)(cos 27y + isin2my) = f(x)  f ().
2.1z ) =le1 2| = la| leal =/ (21) - S ().

3. 0 f(x+y) =atc +y) = ax +ay =)+ ().

d) g(0) =-1 # 0 (imaginea elementului neutru nu este elementul neutru al grupului); nu
este morfism.

4. a) Observam ca feste corect definita ((x, —5x, 3x) este solutie a sistemului oricare ar fix € 7).
fx+y)=Kx+y, 5x—5y,3x+3y)=(x,-5x,3x) + (v, =51, 3y) =f(x) + f(»).

5.b) Ecuatia f(x) =y, y € G are solutie unica: x = In(y — 2) deci feste bijectiva;
fx+y) =2+ fx)xf0)=Q2+e)*x2+)=Q2+e)2+e)-22+¢€") -
—22+&)+6=2+¢",

7. A(a) - A(b) = A(ab); functia f: M — (0, o), f(A(a)) = a este izomorfism de grupuri.
2.2 2.3 2-n’

2:22-1 2-3-1  2n°-1
»intoarcem* rezultatul in grupul G.

8.c)Fiea=

; calculam f'(or) in grupul ((0, o), -) si apoi

y_ 2K
7 2 \_T 2P o1 L2602 K=l (k=Dk+D)
2k* -1 2k* 2k> k2 K2
2k* -1
(k- 1)(k+1) 1.3 24 (m=-Dn+1l) _n+1 1 n+1
S(o)= H RIS R 2 =50 . Deci a f(an

298
— @ INDICATII SI SOLUTII



9.0)f(0)=0; /(=) =—f(x), VxE Z; f(x +y) =f() +f (), VX, y € Z; f[(x; + Xy + ... +x,) =
=f(x)) +f(xy) *+ ... +f(x,) (inductie dupa n). Notam /(1) = a, a € Z. Atunci f(2) = 2a.,
fm)y=fA+1+.+)=f(H+f()+..+f()=a+a+..+a=na,Vne N.
f(=na) =—f (na) = —na = (-n) - a; deci f(x) =x - a V x € Z (pozitiv sau negativ).

10.2) /(0)=0; fief(1)=a, ae Q; casila9b) demonstrim ci f(n) =na, n € Z. Observam

da=f(=flnLt)=ALlsli 41 )=f(L 1 o, (L
caa=f(1) f(n n) f(n+n+...+n) f(n)+f(n)+...+f(n) nf(n)
Deducem céf(%) = %, VvV ne N* inséf(%) € Z deci % € Z, Vv n e N* posibil

numai pentru a = 0.

b) Daca /(1) = b, atunci orice morfism este de forma f'(x) = bx.

¢) Rezulta din a), morfismul banal nefiind bijectie.

11. 1, o f;, = f.»; izomorfismul este g: G — (0, =) g(f,) = a.

12. Izomorfismul este f: C(0, 1) — U, f(M) = cos ¢ + isin ¢, unde are coordonatele (cos ¢, sin 7).

13./:M—R,f(d,) =m.

14. ¢) feste chiar izomorfism de grupuri; partile stabile finite sunt imaginile reciproce ale

partilor stabile cu 6 elemente ale lui C* cu inmultirea: Uy, decif (Uy) = {1 —i,e—1i, e —i,
27

. . . 2n ..
83—1, 84—1, 85—1},undee=cos? +zsm?.

15.b) Dinf(x - y)=f(x) - f(y) rezultd m =n=1;deci f(x)= /1 + x ; c)lafel calaex. &, calculam
imaginea elementului in (0, o) prin izomorfismul f~ LG (0,00), f 1(x) =x*— 1etc.

16. c¢) Calculam g( xo x Zr ox)=g(x) g(x) ... g(x) = (g(x))" = (2x+2)" g ' (x) = & ; 2 ;
rezultd xoxo..ox =g ((2x+2)") = % =2l x+1)-1.

17. Nu sunt izomorfe pentru ca o astfel de ecuatie are o singura solutie in R* si 3 solutii in C*
(fie z una dintre cele trei solutii ale ecuatiei x° = 1 are 3 solutii distincte, contradictie).
18./00) =@ -f) & ) =2y &) =) exy =y

19. Deoarece f(1)=1sig(1)=1,rezultacaf(1)=g (1). Ramane sa aratam ca f(x) = g (x),
V x € U,. Suficient sa ardtam ca f(€) =g (¢),unde e € U, , €= cos% + isin% .
Fiexe C*\U. Atuncix-ee C*\ U, (altfel dinx - e € U,, rezultax e U, U, fiind grup).
Rezultd ca f(xe) =g(x - €) & f(x) - f(e) =g(x) - g(€) & f(€) = g(€) (deoarece f(x) = g(x) # 0).
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1. °| A £ £ N 2.a) |la b c d b) la b c d
Hl h fH K N ala b c d ala b c d
Ll H N L S b|b a d c b|b ¢ d a
Ll A 0 A cle d a b cle d a b
Ll L AN dld ¢ b a dld a b ¢

3. - 2 4 6 8
21 4 8 2 6 Verificam asociativitatea (x @ y) @z =z D(y @ z).
41 8 6 4 2 Constatam: comutativitatea, elementul neutru 6;
6| 2 4 6 8 toate elementele sunt simetrizabile.
8 6 2 8 4
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4. A* =TI; ord (4) = 4; ord(4?) = 2; ord(4’) = 4.
5.ab=e¢<a=b"'< ba=e= ab = ba, contradictie.

6. Fie a € G; deoarece ordinul grupului este 5, rezulta ca a
=esia =e); a’ # e (altfel &* = e), a* # e (altfel a = ¢).

7. a) o este ciclu de lungime 5, ord(c) = 5; b) ord(g )=3:c¢) 0rd(§ )=10,d(1 +i)"# 1,
pentru orice n € N, ord (1 +7) = oo,

1
n

S =e. Atunci @ # e (altfel a*

8.(4B)" = pentru orice n € N: (4B)" # I,

0 .
Rk
9. Se aplica teorema lui Fermat: a) 1; b) 0; ¢) 7=738. 72 =7 7 =7* (mod 23) = 3 (mod 23).
12.V, 5,1 Havem: i) (0 o T)(2) = 6(192)) = 6(2) = 2; rezulti G o T € H: ii) 6 '(2) =2,
adicic ' € H.

13. (a_lhla)(a_lhza) = a_lhl(e)hza =a_1(h1h2a) € a 'Ha; (a_lha)_1 =a'h'ae a'Ha.

14.a) Generalizare: Dacd (H,);. seste o familie de subgrupuri ale grupului G, atunci |  H,
iel

este subgrup (urmariti definitia subgrupului);

b) Fie x € 47Z n 6Z, atunci x este multimplu si de 6 si de 4; deci este multimplu de 12,

adica x € 12; reciproc.

c) Fiex e U, N Uy, rezulta xt=1s5ix"=1,1=x=x" x*=1-x*=x% Pe caz general:

U,n U, =U,unde d = (n, m) (demonstratia va fi data la capitolul polinoame).

15.b) Fie X= (0; gj,aX=Xa PN (g ‘B“j = (‘ay ‘st rezulti 8= o siy=—P, 0, fe R.
16. Fie a un element ord(a) = 5 si grupul de ordin n. Atunci @” =e. Insan="5k+r,0<r<5
implica a” = e, rezulta r = 0 (altfel a ar avea ordinul mai mic decat 5).

17. a) Grupul lui Klein are toate elementele de ordin 2, in timp ce Z, are si elemente de ordin 4. ( i)
b) Daci exista in grup un element de ordin 4, notat a, atunci grupul este {e, a, @*, a°} si
este izomorf cu Z,. in caz contrar, toate elementele cu exceptia elementului neutru, au
ordinul 2, deci este izomorf cu grupul lui Klein.

18.a) Fie k= {e, a, b, c} un grup de tip Klein. H, = {e, a}; H,={e, b}, H) U H,= {e,a, b}
nu este subgrup deoarece nu este parte stabild a lui K(a - b ¢ H, U H,).

b) Presupunem ca H, ¢ H, si H, ¢ H,; rezultacaexistaixe H,,x¢ H,siye H,,y & H,.
Insa H, U H, este subgrup, decixy € H, U H,. Dinxye H, U H, rezultixy € H, sauxy € H,.
Dacaxye H, sixe H,,rezultd y € H,, contradictie; dacaxy € H, siy € H,, rezultix e
H, contradictie; asadar H, € H, sau H, C H,.

¢) H U K este subgrup, atunci conform b), rezulti H © K sau K ¢ H. Insi pZ ¢ Zo Zar
rezulta p € Zo Z, adica p = 20 q, imposibil.

19. Rezulta ca subgrupul contine elementul neutru al grupului, adica F: R — R, F(x) =x.
Deducem p(x) = F’(x)=1. Se verifica: H= {F: R —» R | F(x) =x *+ ¢, ¢ € R} este subgrup
al grupului bijectiilor Iui R in raport cu compunerea functiilor.

20. Grupurile (C*, -) si (G, -) sunt izomorfe: izomorfismul fiind functia /: C* — G,

f(a + bi)= (_ab 2] Deoarece (C*, -) are un unic subgrup de ordin #, anume U,

rezulta ca (G, -) are un unic subgrup de ordin n, ' (U,).
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21.b) Fie 4 = ;(X+X’) siB= ;(X—X’), rezultiA + B=X, A' = A4, B'=-B.

22. Reducere la absurd.

23.f(e)=e =f,(e). Fie he H\ {e}, aratam ca f,(h) = f,(h). Considerand un element x €
G| H avem, conform cu 22) xh € G| H. Rezultif,(xh) = fo(xh) < f;(h) = f,(x) - f;(h). Insd
S1(x) = fo(x). Rezultd f,(h) = f,(h).

24. Deoarece ee Hsia¢ H, rezultd cia # e, de asemenea a'e H (altfel a € H), a'e¢ Ho
a'e G\H.Insa G\H= {a}, rezultd ca a'=ae d=e deci {e, a} este subgrup al Iui G.
Dar: {e, a} U H= G (reuniunea a doud subgrupuri ale lui G este subgrup al lui G < {e,
a} C H, fals sau H C {e, a}, adica, Vx e G\ {a},x=1.Rezultd G= {e, a}, cu a = e,
asadar G = Z,.

Capitolul 2
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1. a) Ambele legi sunt corect definite. Aratam ca (Z, %) este grup comutativ. Elementul
neutru este —2; simetricul lui x este —4 — x. Aratam ca (Z, T) este monoid; elementul

3 e T .
neutru este 5 Aratam ca a doua lege (T) este distributiva fata de prima (x).

XT*2)=xTY*xTz)oxTE*x2)=xTHE+z+2)=2x(y +z+2)+4x+
+4(y +z+2)+6=2xy+2xz+ 8x + 4yt 8z + 14.

xXTY)*(xTz)=Qxy+4x+4y+6) * 2xz+4x+4z+6)=2x+2xz+8x+4y+ 8z + 14.
e) Evident (Z[i], + ) este grup comutativ si (Z[{], *) este monoid: fiex =a + bi, y = c+ di,
z=0o+ PBi, x x y=ac + (bc + ad)i, (x * y) ¥ z= aco. + (acP + bco. + ado)i

x % (y % z) = (a + bi) * [co + (icB + dia)i] = aco. + (beow + acP + ad)i.

Elementul unitate este 1. Demonstram apoi cax x (y * z) =(x ¥ y) + (x ¥ 2), V x, y, z € Z[i].
2. In toate cazurile, a doua operatie nu are element neutru.

oo 0 x)O0 y) (0 O
4. Inelul are divizori ai lui zero: (O O)(O O)_(O O),x,y;tO.

a b c
50)X=|0 a d | detX= @ ; daca a# 0, atunci X este inversabila; daca a=0, atunci X° = 0.
0 0 a

c)A"=(;+B)"=I,+ C' B+ C?B* (deoarece I,B = BI, si B> = 0,)

I a+be B a+be _ a+b(-1-¢) _ a—b B
“a+be (a+be)a+be) a’+ab(e+E)+b%E  a’—-ab+b®  a’—ab+b’
% - €; rezulta ca toate elementele inelului, cu exceptia lui 0, sunt inversabile.
a - —ab+b

1 -1 :
7. =x2’y‘/§2=2x2—2y ci3ezli3ile 7 elsi
x+iy\/§ x“+3y”  x"+3y° x"+3y X +3y
2 2
1
%Ez;rezulté 2.x 5 + 2y 3 EZ@ﬁEZ:}
x“+3y x“+3y x“+3y X +3y

P+ | 1= +3 =1=x"=1-y=0etc.
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8.Dinx*y=yxx,rezultia=>b.Dinxxe=x,Vxe R, rezultdiax +ae +c=x,Vxe R,
rezultia=1,e=0sic=0 etc.

9. Elementele inversabile ale inelului (R, ©, ®) sunt acele resturi i € R, pentru care
(i,n)=1; U(Rlz) {L,5,7, 11}.

10.a)x=2 3;b)(x,y) € {(1 1) (7 3) (3 5) (9 7) (5 9)} ¢) Prin scadere
obtinem ﬁ y= 1 care nu are solutii In Z,,, deci sistemul nu are solutii.

11. b) det U= 5,detV=>5 $1 5 este 1nversab11 inZgc)X=U oyt d) Deoarece

multimea Mz(ZG) este finitd (6 elemente) si 4" € M, (Zg) pentru orice ke N, rezulta ca
in sirul de puteri U, U2, UP, existi doi termeni egali. Din UF = U, k> p, UP" £ =1,

13. Divizori ai lui zero: f}, f5: {0, 1} = R, f,(x) = {é’ ii %\Q )
15. b) Elementele inversabile sunt: (i, 1); (i, -1); (3 , 1) (3 ,1); (§ ,—1).

18.a) X= (0 flj X=0oa+d=0,ad—bc=0,a+d= 0= (a=0sid=0)sau
(a=1;d=1)etc.
b) Xeste inversabild & det X=1 < ad—bc = 1 ad+be=1 S (ad= 1 sibc= 6) sau
(ad= 0 sibc = i) etc.
19.c)card T=32=9. 4 € TsidetA— lox+y*=1.Insax*e {0,1},)%€ {0, 1}.
Rezultd x* = 1 , > =0saux’ = =0 ,»* =1 (patru solutii).
20. a)x—l y= 2,z=3.
21. A este inversabila < det A4 este element inversabil in Z; < det 4 € { 1,5 1. Insa det
A=3a- ﬁ; obtinem ecuatiile 3a=3 si 3a= i, ae {i, 3 .5 } (de la prima ecuatie, a
doua ecuatie nu are solutii).

F(X)+ f(dx)=3x
22. Inlocuind succesiv xprin dx obtinem sistemul: { f (le) +f (ﬁx) =5x.

fQ2x)+ f(x) = bx
Adunand ecuatiile obtinem 2 (f(x) + /(4x) + £( 2x)) =0, de unde f(x) + f(4x) + f(2x) =0,
de unde comparand cu a doua ecuatie obtinem: f(x) = 2x.

23. a) adevarata; b) falsa, trecand elementele matricei in Z; obtinem matricea A si

~ ~

detA = = 2 # 0; deci 3 nu divide det 4; c¢), d) deoarece 3 nu divide det 4,

> OO
> OO >
P> > O

rezultd ca det 4 # 0, deci 4 este inversabila M,(Q); deoarece 2 divide 4, rezulta ca det 4
nu este inversabil in 2, deci 4 nu este inversabila in inelul M,(Z).

4.b)(@+byY=a’+ Cld'b+ C2d’b’+ Clab*+ CI P =a’+5a'b+ 1oa3b+ 106 +5ab* +B°.
insd 5a*h=a’b + a4b +d*'b+atb+ a4b 0; 5ab4 0; 10’0’ =

25. a) Vezi demonstratia de la capitolul 1; b) verificand prin calcul.
26. (1 — ba)(1 + bua) =1+ bua — ba — (ba)(bua)=1+b(u—-1—-abu)y=1+b-0-a=1.
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27. Luand x = —1 obtinem (—1)° = (1). Insi orice inel (—1)® = 1. Obtinem 1 =—1 <
1+1=0;rezultaa + a =0, pentru orice a € A4; fiexe A4; (x + 1)6=x~|— loxX®+6x°+
+15x + 203 + 152 +6x=0. Insa 6x° = (P + ) + (X + ) + (X +x°)=0+0+0=0;
6x =0 (analog), 20x° = 0; 15x* = 14x* + x* = 0 + x* =x* =x* 15x% =x. Obtinem x° = x*,
adicd x* = x, de unde x* = x. Exemplu (Z,, +, *).

28. Daca n este ordinul grupului U(a), atunci (- 1) =1, intrd (-1)" =-1 (deoarece n este
impar). Rezulta —1 =1, adica 1 + 1 =0.

pag. 89

1.b) Fie o = b7 siPB=c349 ;aritim ci o, B € Q, deci b, ¢ = 0. Observam ci
atP=-ae Q);ap =bc 3\/_7:? =7bce Q, o’ — B’ =7b° —49¢° € Q; rezulta

(ot —B)(a? + af + p?) € Q, de unde o.— B € Q (2). Din (1) si (2) rezultd o, p € Q.

. 1 1
Dacid x # 0, atunci x | = — Pentru a ardta ca 1 € @(%/7)
¥

X a+b\/_+c\/_

rationalizeaza numitorul fractiei apeland la formula de calcul: w2V W = 3uvw =

+v* + w? — uv — uw — vw). Luand in aceastd formuld u = a; v = b\/_,w=c\/ 9 si

o A . | .
amplificand numitorul fractiei — cu AV AW v —uw —vw obtinem

X
2 2 _ 3 2 _ 3

1_a Tt (e - “b)‘/?“b “C)‘/4_9;muama=2;b=1;c=—1.

X a’ +7b” +49¢” —21abc

3.a)Daca b0 , atunci b este inversabil sia’+ =0 (ab_l)2 +1=0e (ab_l) = Q,
imposibil pentru ¢d in Z;, 22 # 2, oricare ar fi % € Zi.
b) cardL=3=9;K~= {( “ li) 4, be ZS}.

-b a

11.2) 9 : F— Q, ¢(f,) = a este izomorfism de corpuri.
b)ﬁ’ Ofl" :ﬁ’b; fé ° fE O f n'+n - f62 n’+n "

4 10 n?4n-2 4107 242
tneg 012 mitn g K4k kG+D
40 -2 Bk k-2 s G-Dk+2)
mk gkl 3 3

etc.

n
=2 k-1 2k+2 n+2 n+2
12. Corpul M este izomorf cu corpul numerelor complexe, prin izomorfism

f: M= C,f(Mla, b)) =a + bi.
b) £ (4 = (F(A)" = (3 —i>"=2”(cos%+lsm%) :2n(00511gn+isinllgn)

11lnm . 1lnm
si

Deciai=2| 6 6 |:¢)Rezol I Csistermul {;7¥ 57!

eci ol L ; ¢) Rezolvam in corpul C'sistemu W4 = 0407
—sin cos o

unde u = f(X); v=f(Y); obtinem u; =2 +i, vj= 1 + 2i, respectivu, = 1 + 2i, v, =2 +i;
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corespunzitor X, = £ (u,) = (_21 éj LY =) = (_12 fj , respectiv, X, = £ (u,)

= (_12 fj siY, :fl(vz) = (_21 éj

13. a) Elementul zero este 15, elementul unitate este f7; daca 4, B e (1), nevide,A N B=,
atunci f; © f5 =/, adicd f si f5 sunt divizori ai lui zero.

b) Functia ¢: P(7) — F, ¢(f,) = A este izomorfism.
DAAX=BSAANAAX)=AABS (AANA)AX=AABSIAX=4AABo X=
AAB;f, ® fy =1z & A AX=B, datorita izomorfismului.

14. a) - Q — Q automorfism; rezulta ' (0) = 0; /(1) =1, f(x) =x, V x € Q; b) analog
fx)=x,Vxe Q.;demonstram ca f(x) =x, Vx € R (1). Observam ca f este strict cescatoare:

x>0=>f(x)=f(\/;)2)=(f(\/;))2>0. Daca x>y, atuncix—y>0=f(x—y) >0
f(x)—f(y)> 0. Presupunem, ca (1) este falsa: 3x, € R (x; € R\ Q) astfel incat f (x;) # x;.
Fiere Q,f(x;) <r<x; (2); deoarece feste crescatoare (strict) deducem ca f(f(x,)) <f(r) <f(x,)
S (@) <r<f(x)), adica r <f(x,). e) Trebuie sa calculam f(a + bi) = f(a) + f(bi) =
=f(a)+f(b)f(i)=a + bf (i). Suficient sa determinam f (7). Observam ca

—1 =f(-1)=£(%) = (f(i))*; deducem f (i) = +i; doud izomorfisme f(x) = x si f(x) = X.
15.°=1ex’-1=0 (x—1)(x+1)=0< x=1saux=—1. in primul caz 4 = {0, 1},
A =17Z,,1n al doilea caz 4 = {0, 1, -1}, deci 4 = Z.

Capitolul 3
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Boaym+1=0m=+i;m*+3m-4=0=me {1,-4}. Dacime C\ {—i, i}, atunci
grad (f) =3; daca m € {—i, i}, atunci grad (f) =2; b) daca m = 1, grad (f) = 0; daca m =1,
grad (f) = 1; daca m # 1, grad (f) = 4; ¢) m*+m+1>0 (nu se anuleaza): evident daca
m>0;dacame [-1,0), atunci m + 1> 0, deci mt+m+1> 0; daca m € (—eo, —1], atunci
m*+m+1=m(m® + 1)+ 1=m(m~+ 1)m*—m+ 1)+ 1 >0 deoarece m(m + 1) 0.

5. a) Raspuns afirmativ: ciutim polinoame sub forma f=x*+ax + b, g =x*+cx +d, a, b,
¢, d € 7 si dupa iInmultire si identificare obtinem sistemul: bd =8, ad + bc =21,a + ¢ =0,
b+d+ac=0;solutiec:b=1,d=8,a=4, c=-3.

b) Nu exista ]zt)olinoame h cu proprietate cerutd pentru ca: grad(h) =1, A = ax + b; din
identificare a” = 25, ab =1, b = 2, imposibil.

6.2) (x+ D (=1 ="+ CLX'+ C2 2+ Clx+ CHE— Clx*+ C2xX°— C3P+ Cix—CY);
coeficientul lui x* = C, (CH+ C;-Ci+C}-(-CH+cC)-c2;

by (1+x+x) =1+ +x)]"" =1+ C,(x+x)+ CL(x +x)*+ C (x +x°)* + .. +
+C 1100 (x +x2)10, coeficientul lui x* se afli in binoamele C 120 (x +x2)2, C 130 (x +x2)3 siC 140 (x +x2)4,
adica: C,-C; +C;,-Cy+Cy -CY.
7. grad f= 1;f=—§x;f= 3x+1.
9.(1-iY+a(l—if+b=1(B-2)+i(2-2a)=0=b=2;a=-1.
10. Suma coeficientilor unui polinom f'este f(1).

11. cos 30, = 4cos’a — 3cos o, deci cos 3 T 4 cos3E - ?acosE ; cos3—7I = cosE =
9 9 9 9 3

N | —
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cos 3£ =4cosZE —3cos£;cos —=—3f|s
18 8 8 6 2

Decif cos T | =| 4cos* T -3cos X | +2=
9 9 9

12. b) Daca luam f = aX* +bX +c,a+0,din conditii deducem a = 0.

13.Dacda € Z,, atuncia +a +a= 0; (f—kg)3 =f3 +3f2g+ 3fg2+g3, insa 3f2g=f2g
2+’ = 0= A= 0. ([ g+ h) =+ + W =g i
14. a) Polinomul nu are grad mai mare sau egal cu 2, pentru cd, in caz contrar, identificand
coeficientii lui X" obtinem o contradictie; rezultd ca f=aX+b;aX+1)b+aX-1)+b=
=2(aX + b); b) raspuns negativ: grad (P) =1, P = aX + b, rezultd (1 + X)(aX + b) +
+(2X+ D[a(X + 1)+ b] =3X* + 2X + 1; din identificare obtinem un sistem fara solutie.
15.b) (I° + 7K + 14k)k! = [(k+ D)(k+ 2)(k + 3) + ok + 1)k + 2) + Pk + 1) +vy] - k! =
=(k+3)1! + ok +2)! + Pk + 1)! + vk!

N (& +TK + 1400k = Y (k+3)! +a Y (k+2)! +BY (k + DI +y Y k! =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

2
_ k“+2k—-4 _ k(k—1)+ak+p _ 1 N o +E,Vk22.
k k! (k—2)' (k—l)' k!
Lk +2k—4 L1 " 4 +2k l_
=14+ Yy — + . Analog
k2=1 k gi(k—2)' 2(k 1)' Bz kZ‘
=3+E, ,toE, - D+PE,-2)—>
Zk 2), k}'i(k o BZ w2 FOUE, | — 1)+ B( )
1 1 1 1
3+e+a(e—1)+P(e—2)cuosif gasiti anterior; am notat cu £, = 6+i+5+...+—',

termen general al unui sir cu limita e.

16.2) (1 +X)'(1+X)"=(CO +C! X+ C2 X +..+ C'X)(C* +C X+ C2 X+ ..+ C" X",

coeficientul lui X' = C0 - €'+ €} - ¢!+ 2 4+l = (@ + ()

+..t (C " )2 (am folosit identitatea C* = C"™*) coeficientul lui X" in (1 + X)*" este C, ;

rezulta (C,? )2 + (C,Il)z +..+ (C;’ )2 = C); b) folosim identitatea (1 — X)"(1 +X)" = (1 — X"

si identificdm coeficientii lui X" in ambii membri: C? - C — C} - C'™' + C} - C/ 7>+
0, n impar

(-D*Ch,, n=2k

17. Coeficientul lui X'’ in suma (1 +X+X3)10= (1 +X+X3) (1 +X+X3) (1 +X+X3).

18. /- g=1= grad(f) + grad(g) =0 = grad(f ) =0, rezultd f polinom constant, nenul.

19.2) gy ay +a + .+ a0 = £ (1) =3 10 unde f=ay + a X + ... + ayy, X

ag—a;+ay - +‘1200 f( H=1"=1

b) Calculam f (1) fe),f (¢%), unde € sunt radcini de ordinul 3 ale unitatii.

f(M=ay+a +a,+ay+ ..+ ay:

f(e)=ay+ae+ae’ +ase + F ay0€

fE)=ay+ a;e* + ae”’ + aze° T tayE, (=1, +e+1=0)

+o D e el = {

200
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Adunand egalitatile obtinem:

F() + () +f (%) =3ay + 3a; + 3a, + ... + 3a,0g; deci ay + a3 + ag + ... + a9 =
_ §(3200 + 0200 4 (200) = 3199,

Pentru suma a, +a, + ag + ... + ayy, calculam £ (1), f (~1), (i), f (—i) si adundm cele patru
egalitati obtinute.
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1. d) catul AX+2X+2X+3 si restul X + 21; g) catul 0 si restul 1.

3./=(X° = 5X+8)(aX + b) +2X—7 (1) sif= (X — 3X)C(x) + 6X — 15 (2). Din (2) rezultd
f(0)=-15, f(3) = 3 care inlocuite in (1) conduc la un sistem de doua ecuatii pentru a si b.
4.2)/(2)= b r(h=1.rch=2. o

5. Nu din prima conditie avem f(1) =5, iar din a doua rezulta /(1) =0.
6./()=1;f()=1,1(1)=4,f(-1)=-2,f=X" = 1Dc+aX’ + bX* + cX + d;

rezultia =c= E,b=0,d= 1.
7.a)f= C+X— 2)g + aX + b; inlocuim X cu 1 si —-2; /(1) = 26,

26 26
fep=2 =220,
b) f=(X+ 1)2g + aX + b; inlocuim X cu —1 si rezultd f(—1) = —a + b, de unde scoatem
b=a;decif=(X+1P? g+taX+ e X+ DX+ X2+ + X +1)=

=X+ 1)2 gtaX+1) SX+ X2+ + X+ =(X+1) g+ a;inlocuimx=-1 etc.
c)f= (X2 +1)g + aX + b (impartirea se face in R[.X], deci a, b € R). Suficient sa inlocuim
in egalitate x = i: f(i) = ai + b; identificam apoi partile reale respectiv imaginare etc.;
d)f= C+X+ l)g + aX + b, a, b € R; inlocuim x = € si identificam (e*+e+1=0si
e2=1)e) =X +X0+  + D)+ X+ X+ X+ 1.

8. Gradul numaratorului este mai mare decat al numitorului.

a) Impartim numaritorul la numitor, obtinem: X+X+1= (X2 +X-2)(X-1)+4X-1.

3 2 _ _
Atunci X2+X+1 _ (X +X 22)(X D+4X +1 —Y_1+ :lX+1 —X_1+
X" +X-2 X" +X-2 X" +X-2
4X +1 ) 4X +1 a b
————, scriem = + etc.
(X-D(X+2) (X -D)(X+2) X-1 X+2
9.¢) X X x X
2 1 2 0 1
1 1 2 2

11. a) X —6X° + 11X - 6 =(X— )X -2)(X-3); /= (X - 6X° + 11X— 6)C+aX> + bX +c,
inlocuim X cu 1, 2, respectiv, 3; b) /= (X3 —6X*+ 11X — 6) o+ aX’>+bX +c respectiv
f= (= 6X*+ 11.X—6) (0X* + BX + 8) + aX? + bX + ¢, cua, b, ¢ determinati la punctul a).
12. f(1)=-15;f(-1+)=0=-n+p=0si4-2m+n=0.

13. Catul impdrtirii este g = X* — 2.X;

n n n n +1 2 +1 +1

S et = Sk -2n) = S22y = perbenth , nnt])
k=1 k=1 k=1 k=l 6 2
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14. /= X+3x X+ 1;f=(2X-1)g +r,re R (din teorema impartirii cu rest) <

f= 2( X - %jg tref= ( X - ;j 2g +r. Deci: cu schema lui Horner imparim polinomul

flaX- %; obtinem f=| X _;jh+’”15 rezultd g = ;h sir, =r.

15. a) X x x? x| L X XX
1] 1 o] o of ..] of 1] 1
1 1| 1t ]t 2] 3

16. Suma coeficientilor este f'( 1) deci restul = f'( 1)
17.f= ()(2 —X+1)C+3X—2; inlocuim X cu X+ 1, ob‘gmem.f(XJr =[x+ 1)2 -X+1
+1]CX+ D) +3X+ ) -2 f(X+1)= P+ X+D)OX+ 1) +3X+1, restul este 3X+ 1.
18.Fief=ayt a, X+ .. +anX" @) —fx)=ay+af(x)+..+a (f(X)) —ay—a, X -
=X = a0~ ) + a2~ )+ o+ a,(F) — X = (/= X) - g (deoarece fiecare
termen £(x) — X = (/) - ). Rezulta f() = (f~X)g + = (f—X) g + (/- X)(g + ) + X.
Deci restul impartirii este X.
19.2) f=(X+ 1)’ +a(X+ 1)* + X+ 1)* + c(X+ 1)* + d(X + 1) + e. Putem impérti repetat
la X+ 1 cu schema lui Horner sau inlocuim formal in egalitate X — X — 1 obtinem:
FX-D=X+aX*+bXx+cXP+dX +e, insaf(X—1)=X-1)]+3X—-1) - (X-1)*+2.
Dezvoltam binoamele, identificim etc. b) /= (X + 1’ [(X+ 1)* + a(X + 1) + b] + (X + 1)* +
+d(X+ 1)+ e; restul este c(X + 1)* + d(X + 1) + e, cu ¢, d, e determinati la a).
pag. 124

2
2. b) restul mpartirii lui f1a g este —b +21 “9x+ b +b ; ba=2
3.a) Avem conditiag”" +e+1=0;n=3k+2, ke N;b) (> +i+1)'—i=0={"—i=0
Si=4k+1,ke N
4. a)X4+X2+ ;X0 I;b)1;f g e)X—1; (X4— 1)()(4+X3 +X+ X+ 1).
5./ X—g=lLreulta(f,g)=1(X"-1, X' 1)=X-1.
6. a) Nu, deoarece (X3 + X+ 1) nu divide (X4 + X+ 3).b) impir‘gimX4 +aX’+X+bla
X+Xx si identificam restul cu 0.
7.a)(a, b)=10=a=10a,, b=100b, (a,, b;) = 1; ab = 2400 < 100a,b, = 2400 &
aby=24<(a,=1,b,=24)sau(a;=3,b,=8);(a; =8,b,=3);a, =24, b, = 1.
b)Fiea=da,, b= dbl, (a,, by)=1; atunci [a, b] =da,b,. Avem d(a, + b;) =98 si da,b, = 720;
(98720) =2, decid/2,adicad=1saud=2;dacad=1,a,+b, =98 sia;b;=720 cu
solutiile @; =90 si b, = 8 care nu sunt prime intre ele; daca d=2, atunci a, + b, =4, a;b, =360
cu solutiile (prime intre ele) a; = 40, b, = 9 sau invers.
8. cm.m.d.c. al polinoamelor trebuie sa fie de gradul al doilea (dupa doua etape in
algoritmul lui Euclid restul trebuie sa fie 0). Rezultd a = —1

9.b) = (X' + 1)fi; = (X" + 1)g, (1, ) = i £ 8] = (X + 1) i 2.
Rezulta f; - g, = X+3X+2= X+ 1D)(X+2);convinefj =X+ 1sig,=X+1.

10. (fgh) (F+eg).m=X-1n=X-1]fgh =gl W ==X +1,

; identificam restul cu 0.

X+ X -2]=(X- DX+ )X +2X+2).
11.a) 1; b)l c) X+1.
12. /=g X+r;g=rX+X - =X-1DX+0
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B.O)X+2X+11X+a X+X+14X+b X +X+14X+b | X>3X+a—b
X+X+14X+b 1 X3 +(a-bX [X+4
/  X*3X+a-b /4X* +(14—a +b)X+b
4X* — 12X +40—4b
/(26 —a + b)X+5b—4a
Rezulta ca ultimul rest trebuie sa fie 0, adica 26 —a + b =01 5b —4a =0 etc.
14. Existenta polinoamelor fsi g este asigurata de faptul ca P+ 2X+2; X +3X+3)=1.
Avem (X2 +3X+3)(X+3) + (X +2X+2)(—X—4) = 1.
15.a) Fie X" L,LX"+ 1)=d,rezulta X" - 1=d -d,, X" + 1 =dd,, (d,, d,) = 1. Adica
X'=dd,+ 1; X" =dd,— 1, atunci (X")" = (dd, + 1)" = (dd, — 1)". Din (dd, + 1)" = (dd, — 1)"
deducem d- g, + 1 =dg,— 1, obtinem d/ 2, adica X" — 1 si X' + 1 sunt prime intre ele. b) La fel
notind (¢"—1,a" +1)=d,d € Z deducemd/2 rezulta ca d= 1 sau d =2 (abstractie de semn).
pag. 134
2.9)f(a)=0= 2a°+a—3=0, observim solutla a= 1 1mpart1m 2 +a-3laa—1etc.
3.2 f()=0;b) f(e)=(e+ D'+’ = () +e' =P +e'=—e+e=0;c)fieace C\R

o radicina a polinomului g; o’ =— 1; 0> — o+ 1=0, f(a) =0 '+ — 1 =" - o' +

1+0? - ~ ~ A

fo—l=a'ta-l=L too1=E% 7% 6 gy = DX - OXO_ X104 1=
(04 (04

=10X°0- D) - - D=(x- DHI0X* - X~ ..-X-1)=(X-1)-g nsag(1)=0,

decig : X — 1.
4.2) X +3X—4=X- D)X +4;b) X +3X2 4= - )X +4)= (X 1)(X+ 1)()(2 + 4) =
=X-DX+DX- D)X+ o) X+ X +1=X+2+1-X=(X+1)7>-
=(-X+ 1)()(2 FXH 1) = (XXX X)X - X)(X—X,); X +4=X +4X +4 4)(2 =
=X +2) -4 = (- 2X+ )X +2X+2)=..;e) XX+ )X+ 2)(X+3) =
= [X(X + 3)[(X+ DX +2)} = (P +3X)(X° + 3X+ 2); notdm X° + 3X+ 1 = Yetc.
5.a) polinomul nu se anuleaza in Z;.
b)f(l)— 2+a+1=3+a=0 a=0; f(2) f(—l)——2 —atl=-a-1=0=
a=-1=2; daca a#0 sia# 2 atunci polinomul nu se anuleaza in Zs, deci este ireductibil.
6./(-1)=0;x>+2X°+ 2 ! (X+ 1) etc.
7. a) Polinomul nu se anuleaza in Z,, deci nu are in descompunere factori de gradul L
Ar putea sa se descompuna in produs de factori de gradul al doilea X* + X° + X* +X+ 1=
= (X2 +aX + b)(X2 +cX+ d) mmultlm identificam si obtinem sistemul atc= 1
b+d+ac= 1 ad + bc = 1 bd=1. D1n ultlma ecuatie obtinem b = d = 1.
Inlocuind in celelalte ob‘glnem ate=1 siac = 1, imposibil.
DX+ 1=X-1=X- DX+ X+ X +X+ 1)) X+1=X-1=-DXP*+1)
=X- DX+ DX+ D) DX+ X+ 2+ X+ 1 =X+ X+ D)+ X+ X+ 1) =
= XXX+ D+ XX+ D)=+ X+ DX+ 1) =- DX+ 1).
8.2) (X— )(X—5);b) X+ 1.
9. a) X? — 3 este ireductibil in Q[X] deoarece nu se anuleaza in Q. In schimb in corpul
Q( NG 3 ) se anuleaza avand radacinile £ V3. b) Polinomul nu poate avea gradul 1 si nici 2;
de grad 3 este polinomul X -3,
10.a) A= 9-8 =1; xl,z—(3+1)(2) :(— )3 =21,x2=3;c)A:§,carenu
este patrat, deci ecuatia nu are solutii.
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11.a)f= 4X —6X°+4X—1;b) Fie g(X)=f(X)—f(-X); rezulticaf(x + T)=f(x),Vxe C.
Sa presupunem ca grad(g) < 6 si g se anuleaza de cel putin 6 ori: in a, —a, b,—b, c,—a. Rezulta
cag=0,adicig(x)=0,Vxe R.

12. a) Fie T> 0 astfel incat f (x + 7) = f (x),Vxe C,rezultacaf(x + T)=f(x), Vxe C.
Sa presupunem ca grad(f) = 1. Fixam x, € C. Avem f(x)) =f(xo+ D =f(x=+21) = ... =
=f(xy+nT),V ne N. Rezultd ca polinomul fsi polinomul constant /(x,) sunt egale intr—o
infinitate de valori. Rezultd ca polinoamele sunt egale: /= f(x,), adica grad(f) < 0, contradictie.
b) Dam valori lui x in egalitatea data; din x=-3, scoatem f(0) =0, deci /: X; dinx =0, scoatem
f(3)=0, decif: (X—6). Deducem ca f: X(X - 3)(X - 6), adicd /= X(X - 3)(X - 6)g,
g e C[X]. Inlocuind in relatia dati, obtinem: (X + 3)X(X — 3)(X — 6)g(X) =
=(X—-6)(X+3)X(X-3)g(X+3),deunde g(X) =g(X+ 3) (g este functie periodica de
perioada 3). Rezultd g = k (constant) si = kX(X - 3)(X— 6)g.

¢) Functia sinus este periodica, deci daca ar fi polinomiala ar fi constanta, contradictie.
13. Fie /= )(10+aX+ 9,dacd o€ Z;; avem f (o) = (x10+a0c+ 9 =1+aa+ 9 =
=ao + 10 =q0— 1 (In grupul Z;, puterea a zecea este 1) f(o)= 0 oan=1o
& a=a'. Asadar, fse anuleaza, deci polinomul feste reductibil.

14. Fie polinomul in nedeterminata X, /= (x +y +z)° —x° —° —z°; observam ¢ f(—) = 0;
rezultd f': (x +y); analog f: (x +z)sif: (v +2). Rezulta ca f=(x + y)(x +z)(y + 2) -
- (0ux® + 7 + 2°) + B(xy + xz + yz)). Dand valori lui x, y, z determinim o, B.

15. Scriem functia polinomiala de grad 3 care exprimd volumul ¥ 1n functie de timp.
Fie V() = M(¢) + 1000; deducem Vl(IO) 0,25; V,(30)=4,33, V,(60) = 16,9, V,(80) =28,9;
obtinem V(1) =—0 ,000017 +0,005327 + 0,0032¢ — 0,284 (pohnomul de interpolare a lui
Lagrange). Rezulta V;(50) = 13,176, deci V(50) = 1013,176 cm’.

16. Polinomul fse poate scrie f=Ayfy + Af; +... + A f,, unde f, = X(X - 1)"]'{('X —k+D
(se determina in ordine A, A, |, .., Ay). Deoarece £(0), f(1), ..., f(n) sunt intregi rezulta ca
Ags Ays ooy My, € Z. Daca m > n avem fi(m) = C,, , deci f(m) € Z, daca 0 <m < n, f,(m) =0,

pentru k> msif,(m)= CL , pentru k< m; analog incazul m<0.17.a) A= 4; ;X = 3 =5,
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1. impartim polinomul la (X—2)(X+2)(X— 1) sau folosim E)rlmele doua relatii ale lui Viete.

2. Nu; —1 este radacina dubla a polinomului X-X+X-1si simpla pentru X% .

4.1 =4X° —30X° + 72X + 4m; @ = 12X* — 60X + 72 =0, x,= 2, x, = 3, raddcina tripla
poate fi 2 sau 3.

5./=f-1)+——= f(l)( ) X+1H+ f(z)( )(X+1) + f(%)( )(X+1) + f(4)( )(X-I—l)

f(”( 1) f(z)( 1)

6.2)f=f(-1)+ X+1)+ X+ 1P+ X+1)° g

7. d) Impartim X+ X2 +3X+2laX?+ X+ 2; obtinem catul X - X sirestul 5X+2; din
X+ X 43X +2=(X+X+2)(X* —X)+5X+2; rezultd x; + x>+ 3x, +2="5x, +2si
X3+ X2 +3x,+2="5x,+2.

-3i+4 . -2i+4
, obtinem x; +x, = 3

-0 .
8. a) XIX2X3 = ?, dlnxl +x2+X3 =
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. . 2 -2i+4
rezulta ecuatia x” —

]xz + 1; rezultd x; si x,.

1 1 1 . o
9.2) —+—+— =1 xx; x5 T XX, = X003 & 2 =— 1, imposibil.
X, X, X4

b) X7 + x5 +X; = X005 & (X, +x, + x3)2 — 2001 X163 T X5X3) = X X0X5 &
m—2-2=-1em=3m=+3,

10. a) x,= 2 si verificam ecuatia. b) x; + x, + x5 +x, =—10; rezultd x; + x, = x3 + x, =-5.
X1X5(x5 + x4) + x3x4(x) + X)) =50 & x;x, + x3%, = 105 (x,x,)(3%,4) = 24. Rezulta x,x,= 6;
X3x, =4 etc.

2,22 —
11, x7x7 +x3x3 +)c1)c2 <6X Xyx7; X0X; + X3X5 +)c1)c2 =

= (xx3 T xpx5 + xlxz) 2xx%,x5 ;5 (x; + X, + Xx3); obtinem m*—4<0.
12.2) x; —x]+x,+1=0; xJ —x;+x,+1=0; xJ — x; +x; + 1 =0; adunim egalititile.
b) inmultim egalitatile cu x|, x,, respectiv, x;.
14. ¢) fie y = 2 — x (1); eliminam x intre (1) slx 3 A x+3=0;x=2— —ysi
X, +x3 3-x

(2—y) —3(2—y) +(2-y)+3=0etc;e)y, = = ;
X X

) 3—-x XX, X 3 ) -3
facem schimbareay = ——; =xx= 1273 —_ = facem schimbareay= ——.
y V1= XX y
X X X X
1 1

15.2) x? +x2 +x2 =m? —2(m* + 1) =-m* — 1 <0; b) x{ +x2 +x? =a* - 2b;
() = X)° + (5 = x3) + (3 — x))* = 2(a” = 3b) < 0.
16. a) Fie f=a(x —x))(x —x,) ... (x —x,); f/(x) = a[((x —x,) ... (x —x,,,) T (x —x)(x — X3)...

x=x) T (x—x)(x—xy) . (x—x,))); f(x) ! + ! +..+ ! ;
f() X=X X=X X=X,
b) x4, X,, ..., X,,_; sunt radacinile polinomului /= X"~ "+ X"+ .+ X+ 1; calculim / (1)
a aY aY
17.a)x1+x3=2x2<:>x1+x2+x3=3x2<:>x2=—3@(—gj +a(—3] +b(_3j+c 0

& 2a° —9ab +27c = 0; b) consideram radacinile sub forma a., og, ocqz. Din relatiile lui

Viete avem o1 + ¢ + qz) =—q; oczq( l+g+ qz) =b, 0c3q3 =—¢;rezultd b’ =d’c; reciproc:

C
(ax)* + b + a3bx(ax +b) =0 (ax + b)(@*x* — abx + b*) + @’bx(ax + b) =0 &
(ax + b)(a*x* — (ab — a’b)x + b*) = 0 etc.
18. a) x,x,x; = 1, rezultd x| = bo,| = o3| = 1; [a| = b, +x, + 23] b) | & ] = [y, vy + 30,5 =

1 1 1 1 1
XXX —+—+— || =1
X X X

1
X Xy X

b)b—a=x+x,+x; tx;+x,tx3€ R, P(1)=a+b+2€ R;decisia+be R.

310

— @ INDICATII SI SOLUTII

3
o e . b . }
daca a =0, avem b= 0 si radacinile sunt o, o€, ag’ ;dacaa#0,c=| — | ;ecuatiase scrie

=X, + X, + X3]=[x; +x, + x5 |=|a|=d|.




a’+4a+11_ . . y
19. a) x| + X, + x3=—a; X)X, T X X3 + XpX3 = #; elimindm « intre cele doua

egalitdti; obtinem (x; —2)* + (x, — 2)* + (55— 2)° = 1.b) (x, - 2)* < 1; k= 1,2,3;
rezulta -1 <x,-2<1 & 1<x,<3.
20. Cautim radicini de forma x = a.+/3 ,ooe Q oa=-1,a= % .
21. grad(f’) = n; derivam succesiv si obtinem /= f M +X";f(1) =f @ 4 x1.
O =rO4pm-1x", OV ="+ nxr™ nl; adunam egalitatile:
2 n

f=n!|1+ X + X +...+ X

o2 n!

b)| -1, —1,l 1,1,—1 , l, -1,-1/.

2 2 2 B B B B
23.Dinconditiirezultaa+b+c=a+b +c;ab+ac+bc=ab +ac +bc ,abc= abc ,
rezulti cd {a, b, ¢} si {a, b, ¢ } sunt solutiile aceleiasi ecuatii de grad 3; rezulti

. Rezolvam ecuatia si obtinem solutiile 7, i — 2i;

{a,b,c}={a, b, ¢ }.Nuputemaveaa= b ,deoarece arrezulta|a|=|b | =|b|, contradictie;

analog nu putem avea a = ¢ ; decia = a, adicia € R etc.

24. Notam x +y +z = o; xy + xz + yz =B, xyz =% x, y, z sunt solutiile ecuatiei

£ - +Pt—y=0,dacif(r)=1F —or + Pt —v; din a, B, y> 0, deducem ci 1'() <0,
pentru orice ¢ < 0; prin urmare, ecuatia nu are radacini negative sau 0.

pag 151

1.a)x; =35x,=-3i,x;= %,x4= _32.2.b)a=7+ \E;b=7\/§,x3;4=ii%;c)x2= £ =¢%

imp:?urt,im)(4 +aC+X+bX+11a X +X+1;din conditia de rest 0, otinem a, b.
3.b)0;c)dinf(-1)<0 f(O) > 0; f(l) <0 sif(2) >0 deducem ca polinomul are cﬁte 0

uuuuuu

toate radacinile sunt reale c) Rezulta ca ecua‘gla are 3 radacini reale si e nereale

2 2
5.a) (X— 1)(X-2) X—%—gi] (X—%+§i] D) (XY= 1) (x—1—i)(X—1+i);

o) (X — i) (X +i)’.

6. a) Observam ci 1 este radicing, x — 1 factor etc; b) X°— 1 = (x— DX+ X + X +x+1)=
=(X— DX —e)(X - )X - )X - &) = (X = D{(X—e)(X— E)(X— &7)] =

X +1=(+ DX - X+ D)=+ DX+ 2 +1-28)=(F + 1)[(XZ+ 1) —3X2]
DX +2X - 3=X' - X+3X-3=XX-D+3X-1)=XF-1)X +3)=

7. Sirul lui Rolle.

8.a)Functiaf: R —> R, f(x) = x> +x— 1 este strict crescatoare, deci are cel mult o solutie;
fiind de grad impar polinomul are cel putin o radacina reald; deci radacina este unica.

Observam céf[%j f(1)<0.b) Fiex, =a + ib; x;=a—ib; dinx, + x, + x; =0, deducem
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9.a) x2 +x2 4.+ x2 =1-2=-1<0.b) x +x +x2 +x2 =3;(r; —xp)* + (x; —x3)* +
ot (e —xg2= 32 + 22+ x2 4 x2) = 2000, + o Fxpx) =9 — 13=—4 <0,
~3+43

10. a) (x, —x2)2 +(x, —x3)2 + (x; —xl)2 =0=x=x,=x;= 5

b) 3 a2 =13=23 x, — Linlocuind v, =3avem 3 x? 2 Y, +4=06 3 (x, ~1)* =0
= ;i =X, =X3 =l)_c14 =1.. - - -

11. x 20,000, = —32; deci (x,)° = 32, x,| = 2; dacd x, € R, atunci x, =2 saux, =—2; celelalte
raddcini sunt x;, X,,x3, x;.Dinx,, x,,x3, Xy - x; =32, rezultd x; =—2. Scriem ecuatia
(X+2)( + cX + 1)(X° + dX +4). Din identificari deducem ¢ + d=—4, 4(c + d) 2cd + 16 = §;
c=d=-2etc.
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l.a)x,=1+ J5 ;X T2 =25 x0= 4 X F X T X T X =4 X = 25 x5, = 8, x50, = 2.
2.a)x,=1- J2, X, +x, = 2;x,%, = —1; impdrtim polinomul la X* — 2X + 1, restul trebuie
sa fie 0; deducem a, b.
3.2) (X—2)(X—3+2v2 )X -3 -2V2 2 b) 19+ 445 =12 +45)2 =2+ 15 ;
X=2-J5)X=2+ 5)x— 1 +i’(X—1+i)

4. Ecuatia mai are radacinile —i si —2.

5.x=~2+32 (:)(x—\/E)3=2:>x3—3x2‘/§ +3x+2-242 =2
CH6x-2=/2032+2)= (P +6x-2) =23 +2’ = ...

6./=(X-2)C+aX’ +bX+c,a,b,ce Q:f(32)=0=ai/4 +bY2 +=0=a=b=c=0.
7. a) Polinomul admite si radacinile V543 , ~5-43 ,—\/g +4/3.

b) Polinomul admite si radacinile \/g —i,—\/g ~I—i,—\/§ —1;

¢) Polinomul admite si radacinile V-2 , ~3+2 , -3-42.
8.a)f(8)=85+84+1=82+e+1=O.b)Conformcua)X5+X4+1=(X2+X+ 1) g,
g € Z[X], grad(g) = 3. Rezulta wAntt 1= +n+ D)g(n); +n+1#1.

pag. 159
1. a) Daca ecuatia are radacini rationale, atunci ele sunt intregi, aflate printre divizorii lui 4.
4 2
X" =2x"—-x .
3.b)a=——1 €Z=-x+x"+x+2¢€ Z, deci(x—1)]2
x f—
=>x-2¢€ {-2,2,-1, 1} etc.
4. Daca are o radacina rationla, atunci este intreaga.

3
. . o’ -
Determinam multimea {me Zim= , 0LE Z} .

o—2

5. Radacina este divizor al lui p: 1, -1, p, —p. Verificam pe rand.

6.a) X'+ 16X° — 60X + 16X + 64 = (X — 2)*(X* + 20X + 16) > 0 (observim ci 2 este
radacina dubld); b) X' — 2X° + 22X — 2X + 1 = (X* — 2X + 1)(X* + 1) > 0.
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7.a) Notam 34 -x =a, Jx+1 =b; avem a + b= 3, eliminam x intre a si b:4—x=a3;

a+b=3

xt+1= bz, decid® +b*=5 ; am obtinut sistemul { S pios scoatem b =3 —a si-1 inlocuim
a’ T o=

in ecuatia a doua: a+ 3- a)2 =5, obtinem o ecuatie de gradul al treilea cu coeficienti
intregi; solutia este 1 etc.

8. a) Ecuatia devine sin x(3 — 4sin2x) — cosix — sinx(1 —sinx) =0 <

sinx(3 — 4sin’x) — (1 — sin’x) — sinx + sin’x = 0; —4sin’x + 2sin’x + 2sinx — 1 = 0;

notam sin x = ¢, AP+ 2P+ 2 1= 0;¢t= % radacina etc.

4 .
1+tg2x’

b) impartim cu cos x: tgx — 1 = 4eos’y & tgx— 1=

notamtg x =¢; (t — 1)(# + 1) =4, etc.
¢) impartim cu cos’x: tg4x + 5t§3x + Stgzx + tgx — 12 = 0; notam tg x = ¢; cautam solutii
intregi ale ecuatiei A+5°8+57+1-12=0.

2 2 2 2
9. a) Aria bazei = ol f .Iniltimea 4O = 1/az —% .Vol=MNx)= Lox \/5 a? - =

3 4 3

1 . .
= - x%y/3a? — x* . Demonstram ca M(x)< Ma V2 ), volumul maxim se obtine pentru a V2.

10. Fie x latura patratului decupat; x € (0, 30); volumul cutiei este (60 —x)?x
(60 —x)* - x < 16000 < x° — 60x” + 900x — 4000 < 0 < (x — 10)*(x — 40) < 0; patritul
maxim se obtine pentru ¢ = 0.

11. f(3)=1;f(-3)=1; daca P este radacina cu (p, q) = 1 este radacina, atunci (3¢ —p) / 1
q

si(3q +p)/ 1;rezultd 3g — p ==x1; 3¢ + p = £1, rezulta 6 = 0 sau 6 = £2; contradictie.
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La)xX’=y; )2 +Ty—8=0,y,=1,p,=-8x’ =1 = x5, =%1; x* =8 = x53, = +i/8 .

4 2 2
5.b) (x_Hj + ?{Lj + 2 = 0; notam (x_—l—lj =yetc;c) 2x + iy - Q2x—iy =
X x+1 X

2x+i Y
( ] =_1;y* =—1=cosn + isin.

2x—1i

6.a)x=—1;ax2+x+a=0;A=1—4a220;b)x+ l =y;yz—y+a—2=0trebuiesﬁ
X

aiba radacinile reale apartinand (—oo, —2] U [2, o). X
7. a) Ecuatia este reciproca: XX+ 2- a)X2 —2X+1=0.b) Impartind cu X obtinem:

25 5 - 5
x2+x—2 +[x+;]+1=0;notamx+x=y=>y2—10+y+1=Oetc.

- . 1 1
¢) Impartim cu x*: x* + — —5x Bl +2=0;x*+ — —Sﬂx—lj+2=0;notémx—1 =y
X X X X X
=) +2-5+2=0.
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d) Privim ecuatia ca ecuatie de gradul al doilea cu necunoscuta in a:

1.2 + (42
PHA+x*-2)a-x-x*—x=0;A=x"+1)% ai= I1-x +22x_(x +1);

2a=1-xX-2x+xX¥+1ex=a-1sau2a=-1-X+2x-x* -1 = 2a=-2+2x-2x"
oxX¥—x+ta+tl=0ctc. o) tdr—1=0x+2¢ +1=2" —dx+2 @+ 1P =2x-1)

sP+1=1t/2 (x—1) etc. f) Ecuatia are ca radacini inversele radacinilor de la e).

Capitolul 4
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1.Daca a = b functia este constanta, deci admite primitive. Daca functia admite primitive,
atunci are P.D. , iar Imfeste interval, deci a. 2. fnu are P.D. 3. a), b), ¢)functii continue.

2
4. functii cu discontinuitati de speta I; 5. /= £ 6. F=f7.a=b=1.8.2) F (x)= % +2x +¢;

2

b)F(x)=%+lnx+C;c)F(x)=sinx—ZCosx+C; d) F( ) 2x e’

In 2

+C;

e) F(x) = 3tg x — 2xtg x + C; D) F(x) = tgx — ctg x + C; g) F(x 2f+3f +C

h) F(x)=%1n§+2 +Cy i) F(x)= %arctg +C3j) F(x)= ln(x+ /x2+4) e

k) F(x):ln(x+\/x2_4) + G 1)F(x)=arcsin%+ C. 9. a)F(x)=2sin%+ C:

3™ 2
b) F(x)= ——lnc052x+Cc) F(x)= g3 G d F(x)=5y@x+1) +C
e) F(x)z%lnsin(2x+1) + G f) F(x)z%arcsin(2x+1) + C.
=L 2 b=ty gt peL g =p=L
11.a)a=5b 3,c 3,b)a b=1,c=4;¢c) a 2,b ;d)a ok

12.a)x + C; b) x+C c) x+C d)—+C

13. Suma dintre o functle care nu admite primitive §i una care admite primitive.
14. Se scrie functia datd ca suma dintre o functie care admite primitive i una care nu
admite primitive;

X 32
xX——+c, x<l1 X
16.2) F(x)=1 , 2 by F(x)=] 5 7 e x<0,
%—x+l+c, x>1 X+, x20
¢’ +e, x20 —cosx+c x>0
c) F(x)= > ;d) F(x)z . ’ .
2 4t x+l+e, x<0 sinx—x—1+¢, x<0

2
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1
in— TP .
x's X té X¢Oeste o primitiva a lui f; f are

19. Vezi exemplul 4.; 20. F( )
c, x=0

discontinuitati de speta II; 22. functiile au P.D. f(x) =1, f(x) =—-1. 23. f(x) =2 V2x+C

24.a)tgx—ctgx+ C;b)Intgx + C; ¢) —lnx—i+ ;arctgx +C;d) —1 x—i—%arctgx +G;
(25)" sin2x 1(sin2x sindx sin6x

e) Cf) + +C;g)tgx—x+C;h) — - — -x|+C.
In(243) 4 ger 4 2 4 6

, <0 , )
25. f (x) = {:X 1 j:> 0" 26. Se considera functia g(x) = F(x) = X"

==

27. Se considera functia g(x) = F*(x) —°. 28. F(x) =Ce*.
29. inmultind cu €' obtinem (F(x)e")’ = €'sin x. 30. Se consideri functia g(x) = xF(x).

Capitolul 5
pag. 202
1.y 1. 1 1 n d) 2o L
La) 2:b) 250 250+ 2 )5 5b) 2o 0) (V2 44B)5d) 250) 1
2 _ 2(n* -1
3.a) 2n p 32n+1;b) (3 > ).4. Functii cu discontinuitati de speta I.
n n
5. Functie nemarginitd. 6. Functie nemarginita. 7. Functie nemarginita si fara P.D.
3l a6 dinzere 1N e) Eeminz i By 1-¥2 g0 Top L3
8.2) 5b) 3106 d) n2e) e~ 13 Lg) T n2i) T30 1-575K) F5D 53
w0 i 2 g 159 230 1n 0 nE v n 22
In2 6 +\/§

11. Functii cu discontinuitate de spe‘ga I. 12. Funct711 cu discontinuitate de speta .

13. Functii cu discontinuitate de speta I; = . 14. Functii cu discontinuitate de speta I; % .

"6
15. Functii cu discontinuitate de speta [; e —l. 16.1.17.2.18.-2.19. % 20. 2.
21.a) 12;b) 1 ——— \F )—d)8e)4\/_ f)2ln—

7"

22. Consideram un sir de d1V121un1 ale intervalului [a, b] cu norma ce tinde la zero , iar
sistemul de puncte intermediare &,asociat acestor diviziuni il va contine puncte cu
proprietatea din ipoteza; sirurile de sume Riemann associate acestor diviziuni, acestor

sisteme de puncte intermediare si functiei f sunt Zeék (xk —xk_l) si au ca limita
k=1
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J. f (x)dx ; se considera functia g: [a, b] — R, f(x) = €' care este functie continua si deci

integrabila. Sirul sumele Riemann associatefunctiei g, diviziunii, si punctelor intermediare
de mai sus este acelasi ca cel asociat functiei f, deci sirurile au aceiasi limita.
23. Se procedeaza la fel considerand sistemul de puncte intermediare din mulfimea

b
numerelor rationale si functia g(x) = 1. 24. Folosim m(b — a) > J. f (x) dx < M(b — a).

25. a) Se demonstreazi cd ¢* < (1 +x)*"!, Vxe (1,2) prin logaritmare obtinem

x <(x+ 1In(x+ 1) etc; b) demonstram ca In (x + 1) > % ; consideram functia
X

f(x)=1n (x + 1) - xi si 1i studiem monotonia cu ajutorul derivatei 1.

+1
n+l n+1 1
26a)0<J. f Lax=tnx"" =L o,
\/ 1+x n
L n n+l 1
< <|x"dx==% L
b)O_J.1+xdx_J. dx n+l n+l1 -0
0 0 0
27. f (x) =X —% . 28. Nu neaparat. 29. Functii nemarginite.
30.2) Din =5 < X" requltaf,<1,.: b L_3 0.
57 < _ 1 3
a) in >3 +3 c+3° ,rezulta [, <1 .;b) I, = o 2”1,0)
Capitolul 6
pag. 217
1. Din teorema de medie si din injectivitate. 2. Se aplicd teorema de medie.
1
3. J. f(x)dx= % xtdx f —xF )dx =0 si mai departe se aplica teorema de
0
medie functiei /' (x) — x*. 4. J. f x)dx fxdx <:>J~ dx >0 aplicand teorema de

medie pentru functia f (x) — x si ob‘glnem ex1sten‘ga unui numar ¢ € [a, b] astfel incat
b
J.( f (x) - x) dx=(b—a)f(c) 20 si cum fcontinud = existenta unui x; € (a, ¢), a.1. f(x,) = 0.

a

5. Fie h(x) = j.f (x) g (x)dx -f (a)jg (x)dx -f (b)ng (x)dx , functie care este continua.

b b

(@)= £ () (a1 (5) £ ()ax 5t h(b)= [ £(x) (¥)te 1 (@) s (x)ax.

a a
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Presupunind ca feste crescatoare avem f(a) < f(x) < f(b) si cum g(x) = 0 avem f(a)g(x)
< f(x)g(x) < f(b)g(x) si tindnd cont de aceasta ultima relatie avem A(a)h(b) < 0, adica
existd ¢ € [a, b], a. 1. h(c) = 0. 7. Se aplica I’Hospital a) 0; b) 1; c). 8. Doua puncte de

extrem 0 si1.9. +3. 10. f(x)=In(x+ 1)+ C.11. f(x) =—4de(x+ 1) + C.
12. Se aplica teorema de medie si apoi criteriul “clestelui”. a) 1; b) 1; ¢) 0; d) 0.

13. Se aplica teorema de medie si se considera functia g(x) =J- f (x) dx — (b —x)f (x).

14. Se aplica terema lui Rolle functiei g J- f dt

15. Se aplica teorea de medie si apoi de doua ori teorema li Rolle. 16. Se aplica teorema
fundamentala de existenta a primitivelor unei functii continue. 17. Dderivam si obtinem
derivata nula. 19. Derivam si constatam ca derivata este pozitiva.

Capitolul 7
pag. 239
12 3
1. )113)2e+1 Qe-2d)e-2¢) 201 5- “1;hy L 12“2;1)62“;
\/5 - ) 3\/§+ln(3+\/ﬁ)
)—+ln7—§,k)2 ) “57.2.2)2:6)0;0) 5 .

_ 1 1.2
3.a)a=0,b=1;b)a=-2,b= —1.4. a)—— b) In3; ¢) In/3; d E,e)T,f)g,
T, . L _2
2) g ;h) — 12 : 1) arcsine ! sJ) In2; k) (f 1),1) arctg e 4,m) ln( 2}

0) 2(\/_ \/7)+1 2:\/\/: 5. Functii impare a), b), ¢), d) 0.

6. a) Se scrie numaratorul ca o combinatie liniara de numitor si de derivata

1 1/ . .
ZE(e +smx+cosx) E(e*+cosx—s1nx)
numitorului astfel integrala devmeJ. — +5— dx =
, € tsinx+cosx e’ +sinx+cosx
n ks
1 21 . T 1= e? +1
=—x| +—-In(e" +sinx+ cosx)|2 = —| —+1In
27, 2 ( )‘0 2|2 2

b) schimbare de variabila x=—¢ si adunam integrala obtinuta cu cea initiala; % .

7. a) Se face schimbarea de variabila sinx® = £ urmata de o integrare prin parti;

nf \/_+1
\/__
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b) se procedeaza asemanator. 8. a) %ln2; b) m; ¢) d) g ;



nn\f

e)2

+In(v2 +1 ; ) se procedeaza ca la a); g) se face schimbarea de
p g

variabila tgx = #; h) se face schimbarea de variabilda x==; 0.

NI»—A

n ln2 Co42-1 22-1. . 8 9. 1,8
)_ A b)i )n_zad) 3 ,e) los,f) D) ,g) 21[15,
1 26+1 )l 32t - 1)
6 (3*=1)2

11. /7 este perlodlca si imparad; se face schimbarea de variabila x =27 —+.

h) . 10. Se foloseste ex.rezolvat 4. si teorema de medie.

12.2)1,=1,1, = ;b) nl, = (n—1)I,_,; c) ambele limite sunt 1.
13.a)l,=e—1;b)I,=e—nl,_,. 14.2)], =% =—ln£ b1, = 1_1 I ¢)0.
15.a) 1., - J.(lnx—l)ln"xdxsi deaicil, <1 ,sil,>20;b)I, =e—nl_,;c)0.

1

n_n

16. Se integreaza pe intervalul [0, 1] identitatea (1+x)” = C + C X +C X4t C)x".

17. Integram prin parti j).f(x)f”(x)dx = f(x)f'(x)|i —f(f (x) ’

Capitolul 8
pag. 262

Loy 103 3 .3 7
1. ) b) +arctg2 )41H§,d) 1[12,6) 4,f) S,g) 24,

1 3 w, 1({1 3 N T S T
h) Z(arCth_Z-i_S(Z_ED 1) E’k) 20,l) - .2.2) ( arctg — ) b) In 3;
c) %; d) ln\/E;e) arctg 4 —arctg 2; f) In 4. 3. a) ln%; b) ln%; c) ln%; d) ln%,

e) 3ln§—21n4; f) l 3

2,g) 3In2+2In3;h)91n2—-51n5;i)3In 5 5ln 3.
4. a) ——ln3 b)——ln3+§ln2;c) §1n2—§1n3—§1n5;d)1n?;

e)9In2 +2In 3 — ?ln5 ; ) S5In2 — 2In5; g)%an—%ln3; h) 2In3 + 16In2.

1 T 1 1, 13 \/3 7 5 1 3
5.2) & Ty o i N3 T _arctg— |;
2) 31“2+\B6’ ) 3n2-gln7 =3 (mtgﬁ mtgﬁ}c) 71 2 7[3
5,3 1.5 1(m=m
d) ——1 2—— ) —ln— 41 g—z(z—arctgz)

318
— @ INDICATII SI SOLUTII



8. a) se amplifica cu X si se face substitutia =1, %ln% ; b) se amplifica cu x si se face

1 1
substitutia x> = ln4—5 c) ln2 d) se scrie J. dx+ L dx ;
13° ( ) 2
olx +1) o(x +1)

1 1 25
—1 2+8+4 e), b si g) se face substitutia x+;—t Si x SV h)—

1) se face substitutia x — i =t.9.a)cosx=t;b)cosx =t;c) (tg3 x+tg x)clx tg xdx ;

O'—.h\?—l
O'—.Jk\?l

n n n
3 3 3
4 2 2 . . 2 . X _ .
d) z[(tg x+tg x)clx—'([(tg x+1)dx+-(|).dx ; €) analog d); f) 1 +sin“x =¢; g) tg > t
h) analog g); 1) tgx = ¢; j) si k) analog g); 1) tgx =#; m) analog g); n) sinx = ¢; 0) cosx = £;
p) tgx =1 q) sin®x=1; r) tgx =t s) sin’x =, t) tgx = £; u) tgx = t; v) se transforma
produsul in suma; x) se folosesc formulele pentru arcul triplu si dublu si se transforma produsul

in suma ; hmJ. dx+ lim —dx cu substitutia tg > = t; z) analo )
Y) o— 2+ aond 2+sinx ’ g2 ) gy)
o<T o> o

1 X
10. a) dx + dx;b)\/;=t;c)%/;=t;d)4f— =te)J2—x =t
J.\/x +2 J.\/)c2+2 x+1
f) Vx+4 =1;,g) Jx—1 =, h) Jx+1 =1£1) Jx+2 =t j) amplificim cu x si facem
substitu‘giax2+ 1=tKk) x+% =t; 1) amplifica cux’ si facem substi‘[u‘giax3 =t,m)8&+ 1=t
n)x+1=%;o)siq)x+1=t;p)x—1=t;r)x+1=i.

D) .
11. Se cfectucazi I+ J i [—J. a) I =1(ln e —C0s2—sin2 +1J-

2 2—cosl—sinl

[\

le[l e’ —cos2—sin2 f \/_+1 \/5 \/_+1

N “cosi—sinl j;b) [=- 1+T N /= 1+Tln\/5 1
1
I=J=—.
c)l=J 4
12. Pentru J se face substitutia x + 1 = #; pentru K se face substitutia Jx =1 pentru L

se face substitutia x = sin’s.
13.71,+41,,+1, ,=0.
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Capitolul 9
pag. 271
1

1 1 n
1 : DS 1 g i :
Ode, C) -([mdx, d) J. 1+2xdx, e) J.SIH.Xd.X, f)
1

1 1
Jride:g [— 1 dgx:n & ( ) I+ xdx.
[firitnse [ o 3feo{BeJon i

1 1
o . Jim [1n xdx jln(uz)dx iigbj.xlnxdx [mn(1+x)ax
2. Mai intdi se logaritmeaza a) ¢’ ; b) e’ ;€) el ;d) e
" sin(1+k) " sin(1+kj " sin(1+k}
n n nl . .. L. )
4. < < 1 aplicam criteriul ,,clestelui”.
z n+l1 2 \/27 n ¥ ep s
k=1 k=1 \Nn-+k k=1
T
) n 1 ) n— n 1
5. limsin= T lim —2 = T
o A 24 cos o BT 0 cos KT
n n
T[ n
= lim -, k f 2+
n—e N el 2+COS£ COS x
n

6. z 3” 2 3” 2 3” <— 2:3fi si aplicam criteriul ,,clestelui”.

k11+ k1n+ k11+
n n n

pag. 276
l.a)l;b) 2%/Z;c)ln\/g;d)l;e)l;f)lnﬁ;g)l—e_z;h)ez.
V2 V3 12f d)— )E—iﬂfﬂl——

2. )2—— b)2—— )

8(2f D .

9 1
2, U7 4 2 5 2,

L.
3.a) 53:b) = : S5

1 1 5
= + = 9 —
j0) Foeidet o ~2oe

I
4

6. In+/2 .8. % 9. Integrala este egala cu aria semidiscului de centru O siraza 2, adica 2.

pag. 280

4 W MW T 351>
l'a) gn,b)T,c)Z,d)E,e) 3, . 4. — 21,
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