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ALGEBRA SUPERIOARA

Permutari

Permutari. Transpozitii
Breviar de teorie

Notiuni introductive

* Fie multimea finita A = {1, 2, ..., n}. O functie bijectiva 6 : 4 — 4, se numeste
permutare de ordinul n sau permutare de gradul n, unde n€ N\ {0, 1}.

* Multimea tuturor permutérilor de ordin # se noteaza cu § , iar card S, = n!.

* Orice permutare de ordinul #, se reprezinta astfel:

(o ol )
) [ Y8 it

17 O T
(se mai noteaza si simplu cu e).

* Permutarea e, = ( J se numeste permutare identicd de ordin n

» Exemple:

1) 0'=[; i i]e&,unde o(1)=2, 5(2) =3, o(3) = 1.

1 3 4
2) t=[4 > 1]eS4,u11de'c(1)=4, 1(2)=3,1(3)=2,t(4)=1.
; 1 3 435 §
es = e S;.
25711 203 4 5/
Compunerea permutarilor
o, .. . o 1 2 & o) m ]
Definitie. Consideram permutarile: ¢ = si
o(l) o(2) .. o(n)
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1 S 4
T= (T(l) 1(2) 'r(n)] .0, T € S . Atunci permutarea
1 2 n
QRS 0.(.[(1)) 0(1(2)) c(t(n)) se numeste compusa permutdrilor
o cuT.
Observatii:
l.DacicE S ,TE S ,atuncice 1€ § §5iTocE §,
2.1In general, cot#100.
3. Prin conventie, 62 =c06s5i6"=0""' o g, oricarear fin € N\ {0, 1}.

Exemplu (de compunere de permutari):

; ik 1} D 3540 ls2:31:4
Fie permutérile 6, T € S,, unde o= SIar T= !
740 TR 1V | sl 2004

| (A gl e ) ey ol ) [ e 2
Avem got= = , deoarece:
e o o) )\ 5 sl LD (R T |

(co1)(1)=0(t(1))=0c(3) =4, adica | -4,
(c0o1)(2)=0(t(2))=0(l)=2,adica2 > 2,
(o0 1)(3)=0(t(3)) =0(2) =3, adica 3 — 3,
(co1)(4)=0(t(4))=0(4) =1, adica 4 — 1.

L o203 M 20 3% 4 Je i 3m 4
Avem toc = = , deoarece:
310 2 AN AT ] 1 2 4 3

(teo)1)=1(c(1))=1(2)=1, adical = 1,
(1°0)2)=1(c(2))=1(3) =2, adica2 - 2,
(t006)(3)=1(c(3)) =1(4) =4, adica 3 - 4,
(1o 0)(4)=1(c(4)) =1(1) =3, adica4 — 3.
Proprietati (ale compunerii permutarilor)
1. Compunerea permutarilor este asociativa, dar nu este comutativa.

e, 1 B2 . n
2. Compunerea permutdrilor admite elementul neutru e, = 1 -
Fout L

adicd: 6 o ¢, = e, o ¢ =0, pentru orice permutare 6 €S,.




Inversa unei permutiri
Propozitie. Pentru orice permutare ¢ € S . existd o unicd permutare, notati cu
o',undec'e S ,astfel incdtceo'=c'oc= &
Permutarea ¢™' se numeste inversa permutirii .

Exemplu:
. con VDS 3 ) e
Inversa permutarii t= este permutarea v = .
T s i
(TetH()=1= (=) =1= t'(1)=2, adici 1 - 2,
(tet)(2)=2= 1(1'(2))=2= t!(2)=3, adici 2 — 3,
(tetH)B3)=3= 1(17(3)=3 = v'(3)=1, adici3 — 1,
(tot)@)=4= t(t'@)=4= 1'(4)=4, adici 4 — 4.

Tlet)(D)=1= t'(x(1)=1= t!(3)=1, adici3 > I,
(' e1)(2)=2> T'(1(2))=2= (1)=2, adici | - 2,
(' e1B)=3= 1'(x(3))=3= t'(2)=3, adici 2 — 3,
(' o1)@)=4= (1)) =4 = 1'(4) =4, adici 4 — 4.

Inversiunile unei permutiri. Semnul unei permutiri

* Dacd 6 € §, este o permutare de ordin », atunci o pereche ordonata (7, /) din
multimea M = {(i, _])|l <i<j < n} cu proprietatea i < j si 0(1) > o(j), se
numeste inversiune a permutarii c.

Mai putem spune ca o inversiune in permutarea c este o pereche de numere
naturale (o(7), o(j)) situatd pe linia a doua a tabloului, avand proprietatea
i<jsio(i)>o().

* Numarul inversiunilor permutérii o se noteaza m(c).

Numarul £(c) = (-1)™)se numeste signatura (semnul) permutirii .
- Daca €(o) = 1, atunci permutarea se numeste permutare pard.
- Dacid g(c) = -1, atunci permutarea se numeste permutare impard.

* Oricare ar fi permutarea ¢ € S,.,n22, avem:

n(n— 1)
0=m(c)=s~——= 5

Proprietate. Dacic, € S, G, € S, atuncig(c, ° 5,) = e(o,) - £(c,).
Exemplu:

¥ . T I 2 3 45
Si se determine semnul permutarii ¢ =

215 4]
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Rezolvare.
Aplicim definitia inversiunii intr-o permutare:

=< 2i= 32> 2<4=2 %5,
=3 =53 >0y 2<5=2 F4,
1<4=3 %5, 3<4=1 45,
1<5=3 %4, 3<5=>1 %4,
3= 2 =15 4<5=5>4

Inversiunile sunt (3, 2), (3, 1), (2, 1), (5, 4), deci m(c) = 4.
Atunci g(c) = (=1)™® = (-1)* = 1, deci permutarea ¢ este para.

Transpozitii
Permutarea de ordin 7, notata t, si definita prin

(R S 2l | e Vs B (e R o .
T, = : ) . se numeste franspozifie (t, permuta
1 27 . J®ee K e Wy B0

numai elementele i si j din linia a doua a tabloului, restul elementelor raimanand
neschimbate).

Observatii:
1) Orice transpozitie este o permutare impara.
=1 giT?2=
2)r, =T8T e,

Probleme rezolvate

112 3
1. Fie permutarile o = siB= 283 |
352w ' 23 3 1

a) Determinati permutarile o ' si .
b) Rezolvati ecuatiilexc oo =B si foy=a,inS,.
Rezolvare.

(L SRR
) "(3 2 Jslﬂ '[3 1 2}'

b) x e oo = B. Se compune cu o', la dreapta ecuatiei:

l3_,123123123
XxX=pod = o =
2. 13 S ol boo@ie 2y

B o y=c. Se compune cu B, la stinga ecuatiei:

6



SRR o i s
y= 3% 2fl3d 2 1 l2 1 3

: 12 3 4 2
2. Fie permutarea ¢ = €S, . Sa se calculeze:

3 1 4 2
a) 62, ¢?, o*.
b) 0-20I2'
Rezolvare
2 18 253 a8 JEDs g W 324, 2wl
a) G =0CoGC= o =
Sis 18545 2 ST 172 4 "3 2" 1
. 3 10828 34 R3S 4 IR 2 3
O =0 o0 = o =
41 352780 Si Al g ) 2 g4y 30
A 3 IS 258 3 203 12 304
G =06 oC= o — o
2843183 2y (N EE557) | [ BT

502
2 )8+4 4
b) 0'2(” = 0_20(8 = 0'2008 oG = (0'4) C’CS‘$ = 6’5"2 004 —"6004 —_64 =€,

dn-3e Lp21

a) Sa se determine numarul de inversiuni si signatura permutirii c.
b) Sa se arate ca ecuatia x> = & nu are solutii in § e

3. Fie permutarea c=(] 243 4)

Rezolvare.

a) Aplicam definitia inversiunii in permutarea o:
E<2.=>4>3) 233 =30
1<3=4>1, 2<4=3>2,
1<4=4>2, 3<d4=1 42

Inversiunile sunt (4, 3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2). Deci m(c) =35, de unde
rezulta ca g(o) = (—1)™?) = (-1) =1,

b) Deoarece £(x?) = e(x o x) = g(x) - €(x) = [e(x)]*= 1 = e(x?) = 1, iar

g(c) = -1, deducem ca x? este o permutare pard pentru orice x € §,,larc
este o permutare impara. Cum &(x?) # €(c), adica | # —1, atunci ecuatia nu
poate avea solutii,




Probleme propuse

—_— e ——

1. Dacd S, reprezintd multimea permutirilor de ordin n, sa se determine
n € N* n>2, in urmitoarele cazuri:
a) card S, = 24; b) card S = 720; c) card S, = 120.

2. Sa se calculeze G,° G, §i 6, © 6, in cazurile urmitoare:

3 L2 1 2 3
— O, = ;
“%13 1 2% %71 3 5
. - 23 i 8 1 23 4
— O, = ;
N\ o 1. 403 R D S
3540 5 12345
$10,= >
s 15324

3456 123456
o, = E
6 2 4 1)%%%(5 1 3 6 4 s

W N W N

3. 84 se calculeze 62, 6, 6* si 622 in cazurile urmitoare:

1 2 3 1. 2.3 4
a) o= 3 b) o= ;
)0[312J )°(1432J

I 2 3.4 122032
C)o’: 5 d)o‘:z .

431 2 3.2 #|5 1

4. Aratati cd pentru orice ¢ € S, existd p € N*, astfel incit 6” = e, unde e este
permutarea identica din S, oricare ar fin € N\ {0, 1}.

. Sa se determine cel mai mic numir natural n € N*, astfel incat o" = e,
in fiecare dintre cazurile urmitoare:

' 12043 IV i 12" 3% 4ikis
a) g= ;. bo= i C)ic= :
3 2 i 2 41 3 251 415%3

. Sa se calculeze inversele urmitoarelor permutari:

12 3 1 2 3 4 5 6
= ; b — ;
o 3 af e J

50436 21




