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ELEMENTE
DE CALCUL VECTORIAL

- 1.1. REZULTATE REMARCABILE

7— mul{imea vectorilor (liberi) din plan. A
Fiecare vector nenul v € Z¢éste caracterizat prin:
— directie

— sens

—lungime — notatie | v | & (0, + ).

0 —vectorul nul; — v — opusul lui 7.

Adunarea vectorilor — proprietiti

Lov +(v,49)=(9+v,) + ViV Y, %, %, €2
2.9+ v, =%+, Vi, v, eZ°

3.9 +0=V,Y v e Z(fig. 1a).

V=% =+ (-7,)

Fig.1a

—
Vv

Inmultirea unui vector cu un numir real (scalar)

|___.._6—I—c-:

k> 5 S oy - -y

—— _ |kwl=lkl;|¥l —Proprietati
v

Lil-v=9 ¥} cZ

= Lk LS | :
4__"_.5-(-)—'—&—"" 2.a(vi+v,)=ov +ov,,V ¥, %, € ZVaR

' 3.(a+B)6faﬁ+BV,VVe’7/,"Va,BelR

Kig1h 4.0.(BV)=(P)¥,V i € Z Vo BeR(fig 1 b).

Produsul scalar

coso., dacd v, =0 si v, #0

{;‘.’

_—
ViV, = £ =
0 . daca v, =0 sau v, =0




2 D — =

In cazul (i) avem k= = si OM =%(3OA+ZOB).

- 2 2 a—r st
In cazul (ii) avem k&, =—7 si OM, =§(7OA—2()B).

in cazul (iii) avem k» =—% si OM, =%(95)§ —404) (fig. 4).

Fig. 4

2. Intr-un triunghi ABC se cunosc 4B =3a, AC = 6a §i m( A )= 120°. Pe latura
[BC] se iau punctele D, E, F, G astfel incat BD = DE = EF = FG = GC Sa se

—_— — @ ——

calculeze lungimea vectorului v = AD+ AE + AF + AG .
Rezolvare
Calculam mai intdi BC aplicind teorema
cosinusului in triunghiul ABC (fig. 5).
BC?*=AB*+ AC* -2 AB - AC -cos 120°,

B

B =92+ 368> =2 -3a-6a (-l) — 63 D
2 Fig. 5
Rezulta BC = 3+/7a. Calculam lungimea
medianei [AM].
AB+ AC?= BC® =94 + 364> -?a
AAMP = 2Td* = AM = 3‘/25" _Avem BD= DE= EF= FG= GC.

Observam ca MD = MG si ME= MF.
AE + AF = AP=2A4M s§i AD+A4G =24M
v = E+E+E’+A—-G—4m.

Deducem | v | =4 - 3—£a=6aJ§.




3. Se considera patrulaterul convex ABCD.
Punctele £ §i F sunt mijloacele laturilor [4D)] si
[BC], iar punctele M si N sunt mijloacele
diagonalelor [BD] si [AC].

Sd se demonstreze ca au loc urmatoarele
egalitafi vectoriale:

i) EF =%(A_B'+D—’C);

_—

i) MN =

L Bc-4D)=
2
Rezolvare

i) In patrulatercle EABF si EDCF (fig. 6) au loc egalitatile vectoriale
EF =EA+ AB+ BF
— =5 T peicatelleladunany
EF =ED+ DC +CF

EA+ED=0 — e
Intrucat {_— " _ rezulta EF =—1-(AB+DC).
BF +FC=0 -
ii) Avem AM = %(Ié+ﬂ)), BN = %(ELZ;_C') siMN = MA+AB+BN.

—_—

Rezulta MN =— —(AB+AD)+ AB + %(EZ+E)= %(R-E).

D | —

Observam ca DA+AB = DC+CB= DB. Din prima egalitate deducem

ﬁ—ﬁ =R"—A_B.,prinurmare
MY = -(DC - 4B),

4.Secunosc |u | =u#0, | v|=v#0si 4 - v =k Sasecalculeze|a ## +b v [,
a si b fiind numere reale date.

Aplicafie: u=3,v=5,a=5, b=8, k=20.

Rezolvare

Notam w =au +bv siavem |w|*= W - w=(a 1 +b v) (au +bv)=
=& | |*+ |V |*+2ab @ -V =du + b5 + 2abk. Asadar |  |= vl + b +2abk.

In cazul particular mentionat in enunf rezulta .

| | =+25-9+64-25+2-5-8-20 =54/137 .

5. Fiind date in plan punctele P, 4, B, C sa se arate ca are loc egalitatea:
PA-BC + PB-CA + PC-AB =0. *)
Folosind acest rezultat sa se stabileasca concurena nalfimilor intr-un triunghi.




Rezolvare

—_— —

BC=PC-PB
Observam ca avem 54? E F;i —7’—(—5 ;
AB=PB—PA

Rezulta PA-(PC - PB) + PB-(PA- PC) + PC-(PB—PA) =0.

Dacé punctul P este intersectia inal{imilor din B si C in triunghiul A8C, avem
PB L CA, PC L AB, prin urmare au loc egalitafile PB-CA =0si PC-AB =0.

Tinem seama de aceste rezultate in egalitatea (*) si deducem ca PA-BC = 0,
asadar PA | BC.

Am stabilit in acest mod ca inalfimile triunghiului sunt concurente in punctul
P (ortocentrul triunghiului).

6. i) Se dau vectorii ¥ =37 + j, v, =—2i +4j §i v =57 + 11 . Stiind
cali|=|j|=1si 7] = (, s@ se determine numerele reale o si f astfel incat
v =avy, +Bv,.

i) Sa se determine A € IR stiind ca vectorii v, +v; si # =3Ai +2(1 —4)j
sunt ortogonali.

Rezolvare 3

aBi + j)+B2i +47)=5i +11] & Ba—-2B)i +(@+4B)j =
=5 +117.

Din exprimarea unica a unui vector v cu ajutorul vectorilor bazei i o).
300—-2B=5 =3

care admite solufia
a+4B=11 :

rezulta sistemul de ecuatii {

ii) v,+%, = i + 5. Conditia de ortogonalitate este # - (V,+v,) = 0. Rezulta
ecuafia 3% - 1 +2(1 —A)5 =0, care admite solutia A = % :
3%

7. In raport cu reperul (O, i , j) se con-
sidera punctele 4(- 1, 2), B(0, — 1), C(5, 0),
D(2, 4).

i) Sa se precizeze coordonatele vectorilor

a,s'iﬁ).

A1,

ii) Sa se calculeze cos(CA, BD).
iii) Sa se calculeze aria patrulaterului ABCD.

Fig. 7




Rezolvare

i) CA=(-1-5)7 +(2-0)j =—6i +2] (fig, 7),
BD =(2-0)i +(4+1)j =27 +5].

i) CA=| CA | = \36+4 =240,
BD=|BD | = \4+25=+29.
CA-BD=(-6)-2+2-5=—2 Fie 0=m(CA BD ),
cos 0= CA- BD = =—;. ;

CA-BD 2J_J_ J_
iii) sin = 4/1—cos’ -\/—0 SAB(D—EAC BD-sinB =17,

.

1.3. PROBLEME PROPUSE

1. Fiind dat triunghiul 4BC si se arate ca e‘ilsta un punct O astfel incat pentru
orice punct M din plan si aiba loc egalitatea CO=MA+MB-2- MC.

2. Sé se arate ca mijloacele laturilor unui patrulater sunt varfurile unui paralelogram.

Al Se consndera punctele 4, B sx C necoliniare, punctele D si £ astfel incat
AD=FEA= BC iar {O} = BD N CE.

a) Sa se exprime vectorii BD CE si 40 in functie de AB si AC .
b) Sa se arate ca [40)] este mediani in triunghiul 4BC. *

4. Se considerd un patrulater convex ABCD si se noteazi cu M, N, P, O
centrele de greutate ale triunghiurilor BCD, ACD, ABD, ABC. Si se arate ci
patrulaterele 4BCD si MNPQ sunt asemenea.

5. In trapezul ABCD lungimea bazei [4B] este de k ori mai mare decét
lungimea bazei [CD] k € R.*, M fiind un punct oarecare in planul trapezului. Sa

se exprime vectorul AB in functie de vectorii MD si MC .
6. Punctele M, si M, determini pe segmentul [4B] trei segmente congruente.

—

O fiind un punct oarecare din plan sa se exprime vectorii OM, $i OM, in functie
de vectorii OA si OB.

7. Latura [BC] a triunghiului ABC este unparnta de punctele B\, By, By si By, in
cinci segmente congruente. Se noteaza AB=c $1 BC=a.

a) Sa se expnme vectorii AB,, AB, , AB si AB in functie de vectorii a $l c.

- — [E— —_ —_

+ AB4 +AC si se calculeze | v l.




8. Pe dreptele AB, BC $| CA se iau respectw punctele 4,, Bsi C, astfel incat

/1/1 A AB BB =A: BC CC =2.-CA unde A > 0. Si se arate ca triunghiurile
ABC si A,B,Cau acelasi centru de greutate.

9. Fie ABCDEF un hexagon, M, N si P respectiv mijloacele laturilor [4B],
[CD] si [EF], iar O, R si S respectiv mijloacele laturilor [BC], [DE] si [FA]. Sa se
demonstreze ca triunghiurile MNP si ORS au acelasi centru de greutate.

10. Se considera patrulaterul convex ABCD. Si se arate ca dreapta determinati
de centrele de greutate ale triunghiurilor BCD si ACD este paralela cu AB.

11. Fie ABCD un patrulater convex §i M un punct oarecare. Sa se arate ca simetri-
cele lui Min raport cu mijloacele laturilor patrulaterului sunt vﬁrfurile unui paralelogram.

12. Sa se determine natura triunghiului 4ABC daci a- GA+b-GB+c-GC= 0
unde G este centrul de greutate al trlunghmlm siBC=a, CA=0b,4AB = c.

13. Fie A4 si B doua puncte distincte. Sa se arate ca:

a) dacd un punct C este pe dreapta AB, atunci pentru orice punct M din plan
existd ¢ € IR astfel incat m=l-m+(l—1)~m;

b) daca pentru doud puncte distincte C si M exista + € IR pentru care
MC=1-MA+ (1 —r)-ﬁ atunci punctul C este pe dreapta AB. v

14. In patrulaterul convex ABCD se noteazi cu O punctul de intersectie al
diagonalelor si Z—E, /J—O—D Sa se exprime vectorii /TB° Fé CD si DA
OA OB
in functie de vectorii _OA si OB.
15. Fie ABCD un patrulater si punctele M, N situate respectiv pe segmentele
B
[BC] si [AD] astfel incat %:% Sa se arate ca mijloacele segmentelor [4B],
[MN] si [CD] sunt coliniare.

16. Dintr-un punct £ al laturii [4B] al patrulaterului convex 4BCD se duc
paralele £F si EG respectiv la AC 5i AD, F € BC, G € BD. Si se arate ca FG || CD.

17. Fie 4, B, C trei puncte necoliniare. Sa se arate ca pentru orice punct M
situat in interiorul triunghiului 4BC exista numerele reale pozitive x, v, z care
verifica relatia x + y + z = 1 astfel incat pentru orice punct O, are loc

OM =x-0A+y-OB+z-OC .
18. In paralelogramul ABCD fie E mijlocul laturii [4B] si {F} =AC n DE. Sa
se arate ca Fz%ﬁ

19. in paralelogramul ABCD fie E un punct pe latura [4B] astfel incat
AE=k- AB 0<k<l1si{F}=AC n DE. Sa se exprime AF cu ajutorul lui AC.
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