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Cuvânt-`nainte

În lucrarea ªocul matematicii, academicianul Solomon Marcus prezintã douã
discontinuitãþi (ºocuri) în formarea unui profesor, ºi anume: trecerea de la liceu la
facultate ºi trecerea de la facultate la catedrã.

Se ºtie cã elevii întâmpinã douã discontinuitãþi (ºocuri): trecerea din în-
vãþãmântul primar la cel gimnazial ºi trecerea de la învãþãmântul gimnazial la cel
liceal.

În aceastã lucrare, autorii ºi-au propus sã diminueze al doilea ºoc al elevilor în
ceea ce priveºte disciplina matematicã, încã din clasa a VII-a.

Dupã vacanþa de varã, elevii claselor a IX-a primesc teste predictive, a cãror
evaluare relevã o mare diferenþã faþã de notele primite la tezele cu subiect unic sau
la examenul de admitere.

De aici rezultã multe comentarii, care în general îndepãrteazã elevii de studiul
matematicii ºi îi deruteazã relativ la evaluarea propriului potenþial intelectual.

Aceastã situaþie are multe cauze. Vom prezenta câteva dintre ele:
a) Reducerea programei de gimnaziu creeazã discontinuitãþi în înþelegerea co-

erentã a matematicii.
b) Concentrarea atenþiei tuturor elevilor numai pe programa tezelor cu subiect

unic, programã din care lipsesc inevitabil anumite capitole. Acestor capitole li se
acordã mai puþinã atenþie ºi ele constituie uneori o bazã serioasã în înþelegerea
materiei din clasele urmãtoare.

c) Existã o diferenþã considerabilã între nivelul problemelor din manualele ºco-
lare ºi cel al problemelor date la concursurile ºcolare. Se remarcã numãrul mare
de concursuri interjudeþene ºi participarea elevilor în numãr din ce în ce mai mare
la aceste competiþii.

d) Noþiuni fundamentale de matematicã, vectori în plan, operaþii cu vectori,
produs scalar, elemente de geometrie metricã, elemente de trigonometrie sunt
necesare la fizica din clasa a VII-a ºi nu fac parte din programa de matematicã.

Suntem adepþii ideii: „cine poate mai mult, poate mai puþin”. De aceea, credem
cã elevii noºtri au o deschidere deosebitã la nou, pot fi îndrumaþi fie prin rezolvare
de probleme din paginile „Gazetei Matematice” sau din alte reviste destinate
elevilor, fie prin cãutarea de surse diferite (chiar electronice) a unor chestiuni teo-
retice sau a unor rezolvãri inedite ale problemelor. Rolul „Gazetei Matematice”
este mai mare ºi datoritã selecþiei în ultimii ani a unor probleme care au fost pro-
puse la Olimpiada de matematicã, faza localã.



Noi am acceptat viziunea predãrii din perspectivã istoricã a matematicii. Vom
aminti cuvintele marelui matematician Dimitrie Pompeiu: „A privi îndãrãt pe linia
timpului spre ceea ce a fost ºi a vedea cum au luat naºtere noþiunile reprezintã o
bogãþie inestimabilã, din care pot lua naºtere noi adevãruri”.

Motivele care au determinat aceastã alegere sunt urmãtoarele:
1. Prezentarea în mod natural, pe linie istoricã, a generãrii unor noþiuni de

matematicã.
2. Conexiunile pe care elevii le fac între matematicã, informaticã, istorie, ge-

ografie, chimie, fizicã. Istoria descoperirilor ºtiinþifice este deosebit de captivantã.
3. Existenþa multor teme de opþional cu acest titlu.
Lucrarea este structuratã în trei pãrþi.
Prima parte este de algebrã ºi conþine atât noþiunile din programã, cât ºi noþi-

uni importante pe care elevul le-a întâlnit la informaticã, fizicã ºi chimie. Vom
enumera câteva dintre acestea: baze de numeraþie, algoritmul lui Euclid, ciurul lui
Eratostene, teorema lui Euclid referitoare la infinitatea numerelor prime, calculul
unor sume, inegalitãþi, identitãþi etc.

A doua parte este de geometrie ºi conþine extinderi necesare înþelegerii geome-
triei vectoriale în clasa a IX-a. Am insistat pe relaþii metrice, proprietãþi ale pa-
trulaterelor inscriptibile, concurenþa liniilor importante, puncte remarcabile. Am
adãugat ºi prime noþiuni de calcul vectorial pentru abordarea cu succes a noþiunilor
din fizicã. O înþelegere profundã se realizeazã prin unificarea ºtiinþelor.

Partea a treia am dedicat-o unor note matematice care sã extindã noþiuni din
prima parte ºi care sperãm sã creeze o deschidere pentru lectura descoperirilor în
matematicã, a evoluþiei noþiunilor fundamentale.

În final am prezentat ºi matematicienii care au adus contribuþii de seamã în
dezvoltarea acestei ºtiinþe. I-am prezentat cronologic ºi uneori am fãcut unele 
descrieri mai ample ale personalitãþii lor. Nu am uitat aportul la dezvoltarea mate -
maticii al unor matematicieni români.

Sperãm ca, prin lecturã ºi lucru, elevii sã ajungã la concluzia cã matematica nu
este doar utilã, ci ºi frumoasã.

Autorii
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1. Recapitulare öi completäri

1.1. Mulüimea numerelor naturale

Vom reaminti unele cunoºtinþe matematice pe care le-aþi parcurs în anii
precedenþi ºi vom completa cu unele noþiuni importante folositoare în multe domenii
cum sunt: fizica, chimia, informatica etc.

Se cunoaºte faptul cã procurarea mijloacelor de existenþã ale omului cu
ajutorul uneltelor de muncã a condus la capacitatea de a abstractiza putându-se
astfel mãsura ºi numãra. Studiul apariþiei ºi dezvoltãrii noþiunilor de întindere ºi
de numãr este o parte deosebit de importantã ºi atractivã pentru fiecare dintre
noi. Din epoca de piatrã ºi pânã în prezent, cele douã noþiuni fundamentale, de
întindere ºi de numãr, au fost studiate ºi înþelese la nivelul de dezvoltare al epocii
respective. Modul în care au fost înþelese aceste noþiuni ne aratã nivelul de
dezvoltare al epocii.

Ilustrãm cele afirmate printr-un exemplu interesant. În cãlãtorii (în care se
gãseau mulþi misionari) s-a descoperit la începutul anilor 1800, la tribul indian
de vânãtori abiponi din Argentina, modul în care aceºtia percepeau numerele.
Astfel,1 = initara, 2 = inioaka, 3 = inioaka-initara, 4 = degetele struþului,
5 = degetele mâinii, 10 = degetele ambelor mâini, 20 = degetele mâinilor ºi
picioarelor. Remarcãm astfel cã pentru aceºti sãlbatici numerele nu erau cunoscute.
Omul primitiv numãra astfel: 1, 2, „mult”. Numãrarea s-a efectuat apoi în mod
mecanic prin atingerea obiectelor ce urmau a fi numãrate.

Înlocuitorii obiectelor de numãrat au fost apoi pietricele, scoici, crestãturi pe
oasele animalelor sau pe beþe, noduri pe sfoarã, numãrãtorile ºi, în zilele noastre,
calculatoarele electronice.

Astfel, în vechime, pentru schimburile de produse din naturã s-au realizat
corespondenþe. Asupra noþiunii de corespondenþã bijectivã (unu la unu) se va
reveni în matematica de liceu.

În exemplul de mai înainte ne imaginam cât de anevoiasã a fost dezvoltarea
noþiunii de numãr de-a lungul secolelor.

Algebrä
Capitolul1
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Numãrarea pe degete a condus probabil la utilizarea diferitelor sisteme de
numeraþie în baze diferite: 5, 10, 20, 6, 11, 12 etc. Ne imaginãm cã 5 provine de la
degetele de la o mânã, 10 de la degetele ambelor mâini, 20 de la degetele mâinilor
ºi ale picioarelor unei personane, 6 de la degetele mâinii stângi la care se adaugã
ºi un deget de la mâna dreaptã etc. De exemplu, strãmoºii francezilor, galii, utilizau
sistemul de numeraþie în baza 20. Din acest motiv ºi astãzi în limba francezã se
utilizeazã arhaismul „quatre-vingts” pentru 80, adicã de 4 ori câte 20. Tot în baza
20 lucra ºi poporul maya în secolul al IV-lea î.Hr. (cu 1 600 de ani înaintea
europenilor) utilizând sistemul poziþional de numeraþie. Noi utilizãm astãzi sistemul
zecimal adicã baza 10, bazã în care se utilizeazã zece cifre (de exemplu, de pe
telefonul mobil al fiecãruia dintre noi). S-au studiat avantajele ºi dezavantajele
utilizãrii diferitelor sisteme de numeraþie, fie din punct de vedere al proprietãþilor
aritmetice (de divizibilitate), fie al scrierii sau al modului de transmitere de
informaþie electronic. Astfel, s-a ajuns la baza 2. În baza 2 se utilizeazã doar
cifrele 0 ºi 1, acestea putându-se uºor reprezenta în limbaj maºinã.

În baza 2, operaþiile de adunare
ºi de înmulþire se efectueazã astfel:

Remarcãm cã în baza 2 nu citim numãrul 10
(2)

  „zece”, ci îl citim „unu zero”
etc.

Aceste tabele se mai numesc ºi tablele operaþiilor de adunare ºi de înmulþire.

1.2. Dezvoltarea unui numär natural

într-o bazä de numeraüie

Fie b i q, b U 2, un numãr fixat numit bazã de numeraþie. Cifrele din
aceastã bazã sunt: 0, 1, 2, ...,  b – 1. Numãrul lor este egal cu b. Pentru orice numãr
natural  i q, existã k i q* ºi cifrele a

1
, a

2
, ..., a

k
 pentru care:

1 2 0

1 2 1 2 1
... ...

k k

k k k
n a a a a b a b a b a b

− −

−

= = ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ .

Reamintim cã b0 = 1.

Exerciüii rezolvate

1. Sã se scrie numãrul 41 ca sumã de puteri distinte ale lui 2. Sã se deducã
scrierea numãrului 41 din baza 10 în baza 2.

Soluþie: Scriem toate puterile lui 2 care nu depãºesc numãrul dat
  = 41 (sã se verifice rezultatul obþinut):
21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 = 32.

+ 0 1

0 0 1

1 1 01

. 0 1

0 0 0

1 0 1

n

n
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Apoi scriem: 41 = 32 + 9 = 25 + 9 = 25 + 23 + 1 = 25 + 23 + 20.
Deci 41

(10) 
= 101001

(2)
.

Verificare: 101001
(2)

 = 1 · 25 + 0 · 24 + 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 =
= 32 + 8 + 1 = 41.

2. Sã se scrie numãrul 64 din baza 10 în baza 3.
Soluþie: Scriem toate puterile lui 3 care nu depãºesc numãrul dat:

31 = 3, 32 = 9, 33 = 27, apoi: 2 · 3 = 6, 2 · 32 = 18, 2 · 33 = 54.
Deducem cã: 64 = 2 · 33 + 10 = 2 · 33 + 32 + 30 =  2101

(3)
.

Exerciüii propuse

1. ªtiaþi cã, în Brazilia, coroadoºii numãrã din trei în trei dupã numãrul
articulaþiilor fiecãrui deget al mâinii stângi (fãrã degetul mare), adicã pânã
la 12? Gãsiþi alt procedeu de numãrare pânã la 28.

2. Transformaþi în baza 10 urmãtoarele numere scrise în baza 2:
10

(2)
, 11

(2)
, 101

(2)
, 10011

(2)
, 111

(2)
.

3. Transformaþi în baza 2 urmãtoarele numere scrise în baza 10:
5, 6, 10, 20 ºi 32.

4. Transformaþi în baza 2 ºi apoi verificaþi rezultatele obþinute prin transformare
în baza iniþialã urmãtoarele numere scrise în baza 10: 5, 6, 10, 18 ºi 30.

5. Sã se efectueze urmãtoarele operaþii în baza 2, apoi sã se verifice rezultatele
obþinute transformând numerele date în baza 10, efectuând calculele ºi
transformând numerele obþinute în baza 2:

a) 101
(2)

 + 111
(2)

, 11
(2)

 · 110
(2)

.
b) Sã se efectueze înmulþirile: 21 · 19, 39 · 17, utilizând metoda expusã  în

nota 1 de la finalul pãrþii de algebrã (a se vedea nota 1), metodã utilizatã
de vechii egipteni.

6. În baza 3, cifrele sunt: 0, 1 ºi 2. Operaþiile de adunare ºi de înmulþire se
definesc astfel:

a) Sã se efecteze în baza 3 urmãtoarele operaþii:
122

(3)
 + 201

(3)
, 22

(3)
 · 21

(3)
.

b) Sã se verifice transformând mai întâi numerele în baza 10, efectuând
operaþiile în baza 10 ºi transformând rezultatele obþinute în baza 3.

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 11

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 01

2 2 01 11



Complemente de matematicã pentru clasa a VII-a10

Atenþie! În baza 3, de exemplu, numãrul 122
(3)

 se citeºte unu doi doi ºi
nu o sutã douãzeci ºi doi.

7. În baza 5, cifrele sunt: 0, 1, 2, 3 ºi 4.
a) Sã se scrie tablele operaþiilor de adunare ºi de înmulþire în aceastã bazã.
b) Sã se efecteze în baza 5 urmãtoarele operaþii:

1334
(5)

 + 342
(5)

, 24
(5)

 · 43
(5)

.

8.  a) ªtiind cã în baza 11 cifrele sunt:  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9 ºi a, sã se scrie
tablele operaþiilor de adunare ºi înmulþire, apoi sã se efecteze:
289a

(11)
 + 855

(11)
, 89

(11)
 · 35

(11)
.

b) ªtiind cã în baza 12 cifrele sunt:  0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a ºi b, sã se
scrie tablele operaþiilor de adunare ºi înmulþire, apoi sã se efectueze:
769a

(12)
 + 79b

(12)
, 29

(12)
 · 79

(12)
.

2. Mulüimi de numere

Mulþimile de numere pe care le-am întâlnit în clasele anterioare au fost q, m ºi
{

+
, care au fost definite astfel:

• q = {0, 1, 2, 3, ..., n, ...} – mulþimea numerelor naturale, notaþie provenitã
din limba francezã, unde „naturel” este natural;

se  noteazã: q* = q S {0} = {1, 2, 3, ..., n, ...};
• m = {.., –n, –n + 1, ..., –2, –1, 0, 1, 2, 3, ..., n, ...}– mulþimea numerelor

întregi, notaþie provenitã din limba germanã, unde „die Zahle” este numãr.
Se noteazã: m* = m S {0};

• | ,
a

a b
b

∗ ∗ ∗

+

⎧ ⎫
= ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

{ q q  – mulþimea numerelor raþionale pozitive, notaþie

provenitã din limba francezã, unde „quotient” este cât , adicã fracþie;

Se noteazã: { }0∗

+ +
= ∪{ { .

Cunoaºtem incluziunile:
q _ m ºi q _ {

+
,

ºi ne reamintim cã extinderile lui q, respectiv m s-au realizat pentru a putea rezolva
ecuaþii, de exemplu:  5 + x = 2, respectiv 5 · x = 2  (prima neavând soluþii în q, iar
a doua ecuaþie neavând soluþii în m).
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2.1. Elemente de aritmeticä a

numerelor naturale

♦ Teorema împärüirii cu rest a
numerelor naturale

Teorema împãrþirii cu rest a numerelor naturale:
Dacã a, b ∈  q, b @ 0, atunci existã ºi sunt unice q, r ∈  q cu proprietãþile:

            a = b · q + r, 0 T r < b,
unde a se numeºte deîmpãrþit, b se numeºte împãrþitor, q se numeºte câtul, iar r se
numeºte restul împãrþirii lui a la b.

Exemplu: a = 2 009, b = 10. Cum 2 009 = 10 · 200 + 9, rezultã cã
q = 200, r = 9.

Observaþie: Este adevãratã egalitatea: 2 009 = 10 · 199 + 19, dar nu reprezintã
teorema împãrþirii cu rest deoarece q′ = 199, r′ = 19 ºi nu se verificã condiþia
0 T r′ < b, adicã 0 T 19 < 10 este fals.

Comentariu asupra teoremei împãrþirii cu rest:
Orice submulþime nevidã A a q are un cel mai mic element, numit element

minim notat cu minA.

Exemplu: Fie A = {2n/n g q*}, minA = 2. Deci minA g A ºi pentru orice
a g A ± minA T a.

Fiind date numerele naturale a, b g q, b @ 0, ºi considerând mulþimea
A = {x g q/x = a – b · q, q g q}, r = restul va fi cel mai mic element al mulþimii A,
adicã r = minA.

♦ Divizibilitatea numerelor naturale
Fiind date numerale naturale a, b g q, spunem cã a divide pe b ºi scriem a⏐b

dacã existã c g q astfel încât b = a · c. În acest caz, a se numeºte divizor al lui b
ºi b se numeºte multiplu de a.

Proprietãþi ale relaþiei de divizibilitate în q:
Pentru orice a, b, m, n, p g q au loc afirmaþiile:
1. 1⏐n
2. Dacã n⏐m ºi m⏐n, atunci m = n.
3. Dacã m⏐n ºi n⏐p, atunci m⏐p.
4. Dacã m⏐1, atunci m = 1.
5. Dacã m⏐(a + b) ºi m⏐a, atunci m⏐b.
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6. Dacã m⏐a ºi m⏐b, atunci m⏐(a + b).
7. a⏐0
8. Dacã 0⏐a, atunci a = 0.

♦ Numere prime
Un numãr p ∈ q, p U 2, se numeºte numãr prim dacã nu are alþi divizori

decât pe 1 ºi p.
Toate celelalte numere mai mari ca 2 se numesc numere neprime sau compuse,

acestea având cel puþin un divizor propriu. Numerele 0 ºi 1 au un statut special.
ªirul numerelor prime este: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,... ºi este infinit

(Euclid).

Euclid (32 -2  î.Hr.) este unul dintre cei mai mari matematicieni  greci
ai Antichitãþii. A activat în Alexandria. A scris cãrþi dedicate geometriei,
opticii, astronomiei, muzicii ºi mecanicii. Cea mai cunoscutã este „Stihia”
(„Elementele”) lui Euclid. Euclid utilizeazã pentru prima datã
raþionamentul de demonstraþie prin reducere la  absurd.

Teorema lui Euclid:
ªirul numerelor prime este infinit.
Demonstraþie (conform Cãrþii a IX-a din lucrarea „Elementele” a lui Euclid):
Sã presupunem cã mulþimea numerelor prime din q este finitã ºi o vom nota

cu P = {p
1
, p

1
,..., p

k
}.

Definim numãrul M = p
1
 · p

2
 · ... · p

k
 + 1. Cum M ∈ q, M U 2, rezultã cã existã

un numãr prim q care divide pe M, deci existã 1 T i T k astfel încât q = p
i
. Din

q ?p
1
 · p

1
 · ... · p

k
  ºi q ?M rezultã cã q divide ºi diferenþa lor, adicã  q ?1, adicã  q = 1,

contradicþie cu q = prim. Deci, ipoteza noastrã este falsã, de unde rezultã concluzia. �

Observaþie: Genialitatea demonstraþiei lui Euclid constã în a nu determina
numãrul prim consecutiv din ºirul numerelor prime, modalitate ce nici pânã astãzi
nu a fost descoperitã. Cu ajutorul celor mai performante calculatoare se determinã,
la un moment dat, cel mai mare numãr prim cunoscut. Nu se cunoaºte o regulã de
a gãsi numãrul prim consecutiv acestuia din ºirul numerelor prime. ( În anul 1961,
cel mai mare numãr prim cunoscut era p = 24 423 – 1).

Exerciüiu rezolvat

Orice numãr neprim n ∈ q, n U 4, are cel puþin un divizor prim p cu
proprietatea cã p2 T n.

Soluþie: n are cel puþin un cel mai mic divizor prim p, deci n = p · q,
p T q. Deci p2 T p · q = n.

5 65
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Ciurul lui Eratostene:
Un procedeu practic de determinare a numerelor prime mai mici decât numãrul

natural M este urmãtorul: se scriu toate numerele naturale 2, 3, 4,... , M, apoi se
ºterg succesiv multiplii de 2, de 3,… ai tuturor numerelor  prime p ce îndeplinesc
condiþia p2 T M. Numerele neºterse din tabel  (rãmase în ciurul lui Eratostene,
ciur = sitã) reprezintã toate numerele prime mai mici sau egale cu M.

Exerciüiu rezolvat

Sã se determine cu ajutorul ciurului lui Eratostene toate numerele naturale
mai mici decât 20.

Soluþie: Scriem un tabel cu toate numerele naturale cuprinse între 2 ºi 20.
Apoi îl lãsãm pe 2 ºi ºtergem toþi multiplii de 2; îl considerãm pe
cel mai mic numãr rãmas, care este 3, îl pãstrãm ºi ºtergem toþi
multiplii sãi; din lista rãmasã, cel mai mic numãr este 5 ºi cum
52 > 20, algoritmul se opreºte, adicã numerele rãmase în ciur sunt
numerele cãutate: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

Teorema fundamentalã a aritmeticii:
Orice numãr natural  n U 2 se descompune în factori primi în mod unic

exceptând ordinea factorilor.

Exerciüiu rezolvat

Descompuneþi în factori primi numerele: 220 ºi 284.
Soluþie: 220 = 22 · 5 · 11, 284 = 22 · 71.

Observaþie: Ca aplicaþie a teoremei fundamentale a aritmeticii, ne propunem
sã determinãm numãrul de divizori naturali ai unui numãr natural dat.

Exerciüiu rezolvat

Câþi divizori naturali are numãrul a = 500?
Soluþie: Descompunem numãrul dat în factori primi: a = 22 · 53. Toþi divizorii

sãi sunt de forma:  2a · 5b, unde 0 T a T  2 ºi 0 T b T  3. Deci a poate
lua 3 valori ºi b poate lua 4 valori. În total vom obþine 12 valori,
adicã numãrul de divizori este egal cu:
(2 + 1) · (3 + 1) = 12.

Generalizare:
Dacã n ∈ q, n U 2, considerãm toþi factorii primi diferiþi care apar în

descompunerea sa de forma p
1
, p

2
,..., p

k
, atunci: 1 2

1 2
...

kaa a

k
n p p p= ⋅ ⋅ ⋅ , unde

a
1
, a

2
,..., a

k
 ∈ q*.

Numãrul de divizori naturali ai lui n este egal cu:
(a

1
 + 1) · (a

2
 + 1) · ... · (a

k
 + 1).




