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Cuvant-inainte

In lucrarea Socul matematicii, academicianul Solomon Marcus prezinta doua
discontinuitati (socuri) in formarea unui profesor, si anume: trecerea de la liceu la
facultate si trecerea de la facultate la catedra.

Se stie ca elevii Intdmpina doua discontinuitati (socuri): trecerea din in-
vatamantul primar la cel gimnazial si trecerea de la invatamantul gimnazial la cel
liceal.

In aceasta lucrare, autorii si-au propus sa diminueze al doilea soc al elevilor in
ceea ce priveste disciplina matematica, inca din clasa a VII-a.

Dupa vacanta de vara, elevii claselor a [X-a primesc teste predictive, a caror
evaluare releva o mare diferenta fata de notele primite la tezele cu subiect unic sau
la examenul de admitere.

De aici rezulta multe comentarii, care in general indeparteaza elevii de studiul
matematicii si 1i deruteaza relativ la evaluarea propriului potential intelectual.

Aceasta situatie are multe cauze. Vom prezenta cateva dintre ele:

a) Reducerea programei de gimnaziu creeaza discontinuitati in intelegerea co-
erenta a matematicii.

b) Concentrarea atentiei tuturor elevilor numai pe programa tezelor cu subiect
unic, programa din care lipsesc inevitabil anumite capitole. Acestor capitole li se
acorda mai putina atentie si ele constituie uneori o baza serioasa in intelegerea
materiei din clasele urmatoare.

¢) Exista o diferenta considerabila intre nivelul problemelor din manualele sco-
lare si cel al problemelor date la concursurile scolare. Se remarca numarul mare
de concursuri interjudetene si participarea elevilor in numar din ce In ce mai mare
la aceste competitii.

d) Notiuni fundamentale de matematica, vectori in plan, operatii cu vectori,
produs scalar, elemente de geometrie metrica, elemente de trigonometrie sunt
necesare la fizica din clasa a VII-a si nu fac parte din programa de matematica.

Suntem adeptii ideii: ,,cine poate mai mult, poate mai putin”. De aceea, credem
ca elevii nostri au o deschidere deosebita la nou, pot fi indrumati fie prin rezolvare
de probleme din paginile ,,Gazetei Matematice” sau din alte reviste destinate
elevilor, fie prin cautarea de surse diferite (chiar electronice) a unor chestiuni teo-
retice sau a unor rezolvari inedite ale problemelor. Rolul ,,Gazetei Matematice”
este mai mare si datorita selectiei In ultimii ani a unor probleme care au fost pro-
puse la Olimpiada de matematica, faza locala.



Noi am acceptat viziunea predarii din perspectiva istorica a matematicii. Vom
aminti cuvintele marelui matematician Dimitrie Pompeiu: ,,A privi indarat pe linia
timpului spre ceea ce a fost si a vedea cum au luat nastere notiunile reprezinta o
bogatie inestimabila, din care pot lua nastere noi adevaruri”.

Motivele care au determinat aceasta alegere sunt urmatoarele:

1. Prezentarea in mod natural, pe linie istorica, a generarii unor notiuni de
matematica.

2. Conexiunile pe care elevii le fac intre matematica, informatica, istorie, ge-
ografie, chimie, fizica. Istoria descoperirilor stiintifice este deosebit de captivanta.

3. Existenta multor teme de optional cu acest titlu.

Lucrarea este structurata in trei parti.

Prima parte este de algebra si contine atat notiunile din programa, cat si noti-
uni importante pe care elevul le-a intalnit la informatica, fizica si chimie. Vom
enumera cateva dintre acestea: baze de numeratie, algoritmul lui Euclid, ciurul lui
Eratostene, teorema lui Euclid referitoare la infinitatea numerelor prime, calculul
unor sume, inegalitati, identitati etc.

A doua parte este de geometrie si contine extinderi necesare intelegerii geome-
triei vectoriale in clasa a [X-a. Am insistat pe relatii metrice, proprietati ale pa-
trulaterelor inscriptibile, concurenta liniilor importante, puncte remarcabile. Am
adaugat si prime notiuni de calcul vectorial pentru abordarea cu succes a notiunilor
din fizica. O intelegere profunda se realizeaza prin unificarea stiintelor.

Partea a treia am dedicat-o unor note matematice care sa extinda notiuni din
prima parte si care speram sa creeze o deschidere pentru lectura descoperirilor in
matematica, a evolutiei notiunilor fundamentale.

In final am prezentat si matematicienii care au adus contributii de seama in
dezvoltarea acestei stiinte. [-am prezentat cronologic si uneori am facut unele
descrieri mai ample ale personalitatii lor. Nu am uitat aportul la dezvoltarea mate-
maticii al unor matematicieni romani.

Speram ca, prin lectura si lucru, elevii sa ajunga la concluzia ca matematica nu
este doar utila, ci si frumoasa.

Autorii



Algebra

Capitolul

1. Recapitulare si completari

1.1. Multimea numerelor naturale

Vom reaminti unele cunostinte matematice pe care le-ati parcurs in anii
precedenti si vom completa cu unele notiuni importante folositoare in multe domenii
cum sunt: fizica, chimia, informatica etc.

Se cunoaste faptul cd procurarea mijloacelor de existentd ale omului cu
ajutorul uneltelor de muncd a condus la capacitatea de a abstractiza putindu=se
astfel mdsura si numdra. Studiul aparitiei si dezvoltdrii notiunilor de intindere si
de numdr este o parte deosebit de importantd si atractivd pentru fiecare dintre
noi. Din epoca de piatrd si pdnd in prezent, cele doud notiuni fundamentale, de
intindere si de numdr, au fost studiate si intelese la nivelul de dezvoltare al epocii
respective. Modul in care au fost intelese aceste notiuni ne aratd nivelul de
dezvoltare al epocii.

Ilustram cele afirmate printr-un exemplu interesant. In cdldtorii (in care se
gdseau multi misionari) s-a descoperit la inceputul anilor 1800, la tribul indian
de vandtori abiponi din Argentina, modul in care acestia percepeau numerele.
Astfel,1 = initara, 2 = inioaka, 3 = inioaka-initara, 4 = degetele strutului,
5 = degetele mdinii, 10 = degetele ambelor mdini, 20 = degetele mdinilor si
picioarelor. Remarcdam astfel cd pentru acesti salbatici numerele nu erau cunoscute.
Omul primitiv numdra astfel: 1, 2, ,,mult”. Numdrarea s-a efectuat apoi in mod
mecanic prin atingerea obiectelor ce urmau a fi numdrate.

Inlocuitorii obiectelor de numdrat au fost apoi pietricele, scoici, crestdturi pe
oasele animalelor sau pe bete, noduri pe sfoard, numdrdtorile si, in zilele noastre,
calculatoarele electronice.

Astfel, in vechime, pentru schimburile de produse din naturd s-au realizat
corespondente. Asupra notiunii de corespondentd bijectivd (unu la unu) se va
reveni in matematica de liceu.

In exemplul de mai inainte ne imaginam cdt de anevoiasd a fost dezvoltarea
notiunii de numdr de-a lungul secolelor.
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Numdrarea pe degete a condus probabil la utilizarea diferitelor sisteme de
numeratie in baze diferite.: 5, 10, 20, 6, 11, 12 etc. Ne imagindm cd 5 provine de la
degetele de la o mdnd, 10 de la degetele ambelor mdini, 20 de la degetele mdinilor
si ale picioarelor unei personane, 6 de la degetele mdinii stangi la care se adaugd
siun deget de la mdna dreaptd etc. De exemplu, stramosii francezilor, galii, utilizau
sistemul de numeratie in baza 20. Din acest motiv si astdzi in limba francezd se
utilizeazd arhaismul ,, quatre-vingts " pentru 80, adicd de 4 ori cate 20. Tot in baza
20 lucra si poporul maya in secolul al IV-lea i.Hr. (cu 1 600 de ani inaintea
europenilor) utilizand sistemul pozitional de numeratie. Noi utilizam astdzi sistemul
zecimal adicd baza 10, bazd in care se utilizeazd zece cifre (de exemplu, de pe
telefonul mobil al fiecdruia dintre noi). S-au studiat avantajele si dezavantajele
utilizarii diferitelor sisteme de numeratie, fie din punct de vedere al proprietatilor
aritmetice (de divizibilitate), fie al scrierii sau al modului de transmitere de
informatie electronic. Astfel, s-a ajuns la baza 2. In baza 2 se utilizeazd doar
cifrele 0 si 1, acestea putindu-se usor reprezenta in limbaj masind.

+ 0|1 .1 0] 1

. I}’l baza_2, operatiile de fldunare ol ol ololo
si de inmultire se efectuecaza astfel:

1] 1]10 1|01

Remarcam ca in baza 2 nu citim numarul 10, ,.zece, ciil citim ,,unu zero”
etc.
Aceste tabele se mai numesc si tablele operatiilor de adunare si de inmultire.

1.2. Dezvoltarea unui numar natural
intr-o baza de numeratie

Fie b € N, b > 2, un numar fixat numit baza de numeratie. Cifrele din
aceastd baza sunt: 0, 1,2, ..., b— 1. Numarul lor este egal cu b. Pentru orice numar
natural 7 € N, existd k € N"si cifrele a, a,, ..., a, pentru care:

. _ k-1 k-2 0
n=aa,.a,=a-b" +a,-b""+.+a,_,-b+a b

Reamintim cd ° = 1.

Exercitii rezolvate

1. Sa se scrie numarul 41 ca suma de puteri distinte ale lui 2. S se deduca
scrierea numarului 41 din baza 10 in baza 2.
Solutie: Scriem toate puterile lui 2 care nu depidsesc numarul dat
n =41 (sa se verifice rezultatul obtinut):
20=2,22=4,23=8,2*=16,2°=32.
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Apoi scriem: 41 =32 +9=2+9=25+23+1=25+2%+2°,

Deci 41, = 101001,

Verificare: 101001(2)=1-25+0-24+1-23+O-22+0-2‘+1-2“=

2.

=32+8+1=41.
Sa se scrie numarul 64 din baza 10 in baza 3.

Solutie: Scriem toate puterile lui 3 care nu depasesc numarul dat:

31=3,32=9,3=27,apoi: 2-3=6,2-32=18,2 3% = 54,
Deducemeca: 64=2-33+10=2-33+32+3"= 2101(3).

Exercitii propuse

1.

Stiati cd, in Brazilia, coroadosii numdrd din trei in trei dupd numdrul
articulatiilor fiecdrui deget al mdinii stangi (fard degetul mare), adicd pand
la 12? Gasiti alt procedeu de numarare pana la 28.

. Transformati In baza 10 urmatoarele numere scrise in baza 2:

10, 11,,, 101,,, 10011, , 111,

. Transformati in baza 2 urmatoarele numere scrise in baza 10:

5,6, 10,20 si 32.

4. Transformati in baza 2 si apoi verificati rezultatele obtinute prin transformare

in baza initiald urmatoarele numere scrise in baza 10: 5, 6, 10, 18 si 30.

. Sa se efectueze urmétoarele operatii in baza 2, apoi sa se verifice rezultatele

obtinute transformand numerele date in baza 10, efectuand calculele si
transformand numerele obtinute in baza 2:
a) 101, + 111,11, - 110,,.
b) Sa se efectueze inmultirile: 21 - 19,39 - 17, utilizand metoda expusa in
nota 1 de la finalul partii de algebra (a se vedea nota 1), metoda utilizata

de vechii egipteni.

. In baza 3, cifrele sunt: 0, 1 si 2. Operatiile de adunare si de inmultire se
definesc astfel:
+ 0 1 2 0 1 2
0 0 1 2 0 0 0 0
1 1 2 10 1 0 1 2
2 2 10 | 11 2 0 2 11

a) Sa se efecteze in baza 3 urmatoarele operatii:
122, + 201,22, - 21,.

b) Sa se verifice transformand mai intai numerele in baza 10, efectuand
operatiile in baza 10 si transformand rezultatele obtinute in baza 3.
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Atentie! In baza 3, de exemplu, numarul 122 ; se citeste unu doi doi si
nu o sutd doudzeci si doi.

7. In baza 5, cifrele sunt: 0, 1,2, 3 si4.
a) Sa se scrie tablele operatiilor de adunare si de inmultire n aceasta baza.
b) Sa se efecteze in baza 5 urmatoarele operatii:
1334 +342,,24, 43,
8. a) Stnnd cainbaza 11 01frele sunt: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 sia, sa se scrie
tablele operatiilor de adunare si inmultire, apoi si se efecteze:
289 )+ 855(“), 8911y 35,
b) Stiind ca in baza 12 cifrele sunt: 0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9, a si b, sd se
scrie tablele operatulor de adunare si inmultire, apoi sa se efectueze:

769a,. . + 79b =79

(12) (12)’ (12) 12y
2. Multimi de numere

Multimile de numere pe care le-am intalnit in clasele anterioare au fost N, Z si
Q,, care au fost definite astfel:

*N=1{0,1,2,3,..,n, ..} — multimea numerelor naturale, notatie provenita
din limba franceza, unde ,,naturel”’ este natural,

se noteaza: N'=NX\ {0} ={1,2,3,..,n,..};

eZ={.,-n-n+1,.,-2,-1,0,1,2 3, .., n,..}— multimea numerelor
intregi, notatie provenitd din limba germana, unde ,,die Zahl” este numdr.

Se noteaza: Z'=Z \ {0};

. |a R * . . . .
Q= {Z ‘a eN’, beN } — multimea numerelor rationale pozitive, notatie

provenita din limba franceza, unde ,,quotient” este cdt , adica fractie;
- *
Se noteaza: Q,=Q;U{0}.
Cunoastem incluziunile:
NcZsiNcQ,

si ne reamintim ca extinderile lui N, respectiv Z s-au realizat pentru a putea rezolva
ecuatii, de exemplu: 5+ x=2, respectiv 5 - x=2 (prima neavand solutii in N, iar
a doua ecuatie neavand solutii in Z).
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2.1. Elemente de aritmetica a
numerelor naturale

¢ Teorema impartirii cu rest a
numerelor naturale

Teorema impadrtirii cu rest a numerelor naturale:
Dacda,b € N, b # 0, atunci exista si sunt unice ¢, » € N cu proprietatile:
a=b-q+r,0<r<bp,
unde a se numeste deimpartit, b se numeste impartitor, ¢ se numeste catul, iar r se
numeste restul impartirii lui @ la b.

Exemplu: a = 2 009, b = 10. Cum 2 009 = 10 - 200 + 9, rezultd ca
qg=200,r=9.

Observatie: Este adevarata egalitatea: 2 009 =10 - 199 + 19, dar nu reprezinta
teorema Tmpartirii cu rest deoarece ¢' = 199, ' = 19 si nu se verificd conditia
0 <7 <b,adica 0 < 19 <10 este fals.

Comentariu asupra teoremei impdrtirii cu rest:
Orice submultime nevidd 4 < N are un cel mai mic element, numit element
minim notat cu min4.

Exemplu: Fie A= {2n/n € N}, min4 = 2. Deci mind € 4 si pentru orice
ae A= mind < a.

Fiind date numerele naturale a, b € N, b # 0, si considerand multimea
A={xe N/x=a—-b"q,qe N}, r=restul va fi cel mai mic element al multimii 4,
adica = minA.

¢ Divizibilitatea numerelor naturale

Fiind date numerale naturale a, b€ N, spunem ci a divide pe b si scriem a | b
daca exista c € N astfel incat b= a - c. In acest caz, a se numeste divizor al lui b
si b se numeste multiplu de a.

Proprietdti ale relatiei de divizibilitate in IN:
Pentru orice a, b, m, n, p € N au loc afirmatiile:
1.1ln

2. Dacan | msim | n, atunci m = n.

3. Dacam | nsin|p, atunci m |p.

4. Dacam | 1, atunci m = 1.

5.Dacam | (a+b)sim | a, atunci m | b.
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6. Daca m|a51 m|b atunci m|(a+b)
7.al0
8. Daca0|a, atunci a = 0.

¢ Numere prime

Un numar p € N, p > 2, se numeste numaér prim daci nu are alti divizori
decat pe 1 si p.

Toate celelalte numere mai mari ca 2 se numesc numere neprime sau compuse,
acestea avand cel putin un divizor propriu. Numerele 0 si 1 au un statut special.

Sirul numerelor prime este: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,... si este infinit
(Euclid).

Euclid (325-265 i.Hr.) este unul dintre cei mai mari matematicieni greci
ai Antichitatii. A activat in Alexandria. A scris carti dedicate geometriei,
opticii, astronomiei, muzicii si mecanicii. Cea mai cunoscutd este ,,Stihia ”
(wElementele”) lui Euclid. Euclid utilizeazd pentru prima datd
rationamentul de demonstratie prin reducere la absurd.

Teorema lui Euclid:

Sirul numerelor prime este infinit.

Demonstrafie (conform Cartii a IX-a din lucrarea ,, Elementele” a lui Euclid):

Sa presupunem ca multimea numerelor prime din N este finita si 0 vom nota
CUP=1{p,p D}

Definim numarul M=p -p,-...-p,+ 1. CumM € N, M = 2, rezulta ca exista
un numdr prim ¢ care divide pe M, deci existd 1 < i < k astfel incat ¢ = p.. Din
q | P, P, P, Siq | Mrezult ca q divide si dlferenta lor, adica ¢ | 1, adica ¢=1,
contradictie cu g = prim. Deci, ipoteza noastra este falsd, de unde rezulta concluzia. <

Observatie: Genialitatea demonstratiei lui Fuclid constd in a nu determina
numarul prim consecutiv din sirul numerelor prime, modalitate ce nici pana astazi
nu a fost descoperita. Cu ajutorul celor mai performante calculatoare se determina,
la un moment dat, cel mai mare numar prim cunoscut. Nu se cunoaste o regula de
a gasi numarul prim consecutiv acestuia din sirul numerelor prime. (In anul 1961,
cel mai mare numar prim cunoscut era p = 2442 — 1),

Exercitiu rezolvat

Orice numar neprim n € N, n = 4, are cel putin un divizor prim p cu
proprictatea ci p® < n
n are cel putin un cel mai mic divizor prim p, deci n = p - ¢,
<q. Decip>?<p-g=n.
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Ciurul lui Eratostene:

Un procedeu practic de determinare a numerelor prime mai mici decat numarul
natural M este urmatorul: se scriu toate numerele naturale 2, 3, 4,... , M, apoi se
sterg succesiv multiplii de 2, de 3,... ai tuturor numerelor prime p ce indeplinesc
conditia p* < M. Numerele nesterse din tabel (rdmase in ciurul lui Eratostene,
ciur = sitd) reprezintad toate numerele prime mai mici sau egale cu M.

Exercitiu rezolvat

Sa se determine cu ajutorul ciurului lui Eratostene toate numerele naturale
mai mici decat 20.

Solutie: Scriem un tabel cu toate numerele naturale cuprinse intre 2 si 20.
Apoi il lasam pe 2 si stergem toti multiplii de 2; il consideram pe
cel mai mic numar ramas, care este 3, il pastram si stergem toti
multiplii sdi; din lista ramasa, cel mai mic numar este 5 si cum
52> 20, algoritmul se opreste, adicd numerele ramase in ciur sunt
numerele cautate: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19.

Teorema fundamentald a aritmeticii:
Orice numar natural n = 2 se descompune in factori primi in mod unic
exceptand ordinea factorilor.

Exercitiu rezolvat

Descompuneti in factori primi numerele: 220 si 284.
Solutie: 220=22-5-11,284=2%-71.

Observatie: Ca aplicatie a teoremei fundamentale a aritmeticii, ne propunem
sd determindm numarul de divizori naturali ai unui numar natural dat.

Exercitiu rezolvat

Cati divizori naturali are numarul a = 500?

Solutie: Descompunem numarul dat in factori primi: a =22 - 53, Toti divizorii
sai sunt de forma: 2+ 5%, unde 0 < a < 25i0 < b < 3. Deci a poate
lua 3 valori si b poate lua 4 valori. In total vom obtine 12 valori,
adica numarul de divizori este egal cu:

Q2+1)-3+D)=12.
Generalizare:
Daca n € N, n > 2, consideram toti factorii primi diferiti care apar in
descompunerea sa de forma p, p,,..., p,, atunci: n=p" - py* -...- p{* , unde
a,a,..,a €N,

Numarul de divizori naturali ai lui n este egal cu:
(@+1D)-(a,+1) .. (a +1).





