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SUBIECTUL I

Varianta 1

1. Sa se determine numarul natural x din egalitatea 1+5-+9+---+x = 231.
2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia 2x* —5x+3<0.
3. S4 se determine inversa functiei bijective f : (0,00) - (l,w) , f(x) =x’+1.
4. Se considerd multimea A = { 1,2.3,---10 } . Sa se determine numarul submultimilor cu
el elemente ale multimii A, care contin elementul 1.
5. Sa se determine m & X, astfel Incat distanta dintre punctele A(Z,m) si B(m, —2) sa
fe 4.
231 . =w
6. Sa se calculeze cos—— sin— .
12 12
Rezolvari
1. Termenil sumei apartin unei progresii aritmetice (a“ )new‘ , cu primul termen a, =1 siratia

r=a,-a;=5-1=4.Avem a, =a, +(n-1)-r=1+(n-1)-4=4n-3, Yne N, de unde

| a)n (1+4n-3).
deducemci S, :a]+az+~--+an=(aﬁ;") ]:( i nz )n

tu Vne N". Pentru S, = 2n” —n =231, obtinem ecuatia de gradul al II-lea 2n° -n-231=0, =

=(2n-1)'n=2n"-n, pen-

< a=2,b=-1, c=-231, A=b’-4ac= (—1)2—4~2~(—231): 1849:432,deci
btJA  1£43 1-43 21 1443

o, ,= = >, Iy = =-—¢N, n,
2a 4 4 2

X a, a;=4-11-3=41,adicd x =41.

=11eN,decin=11=

2. Avem o inecuatie de gradul al lI-leacu a=2, b=-5, c=3, A= b’ —4dac = (—5)2 -4.2.3=1,

“bEJA S+l 5-1 541 3
— =, X1: :1, XZ:—:—'
2a 4 4 4 2

X;2 ™

Dinrelatiile a=2>0, x; =1 si x, :;—,deduceméé 2x7 —5x+3<0 < Xe{l,%}.

3. Pentru xe(O,oc) si ye(l,oc:), avem x° +1 =y & x> =y-lo x :\/ﬁ,deci

£ (y) =X = \/')—/—:1— sau, notand variabila tot cu x, avem ! (‘() = m , £ (1,00) - (0,00) .

4. Fie A'=A- { 1} submultimea elementelor diferite de elementul 1. Evident |A| =10 si |A'| =9. :

Multimea A admite Cfo submultimi de trei elemente, dintre care Cé sunt si submultimile lui e
8.9

A'c A, submultimi care nu contin elementul 1, deci rdméan Cfo -C} = Cs = - 36 de

submultimi cu trei elemente care contin elementul 1.




5. Avem AB:\/(Z—m)2 +[m—(—2)]2 = \/(Z—m) m+2 =v2m? +38 ,deci AB=4 &

o s8 =40 am’ 48— 42 216 2m’ =16-8=8 < m2=§=4c> m, , = +2, deci

e{—Z,Z}CR.

23n (24-1)n 24n n T n n
6. cos—— = cos————— = cos| —— - |= cos| - | = €os| —— = cos| — |, unde
12 12 12 12 12 12 12

am folosit periodicitatea si paritatea functiei cosinus.

. 23m 0w n .t 1.7 11 1
Atunci cos——-SiN~— = COS—+SiN— = —§in— = —.- =—,
12 12 12 12 2 6 22 4
Varianta 2
. ~ - 24
1. S& se arate ca numarul (1-i)™ este real.
2. Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3x-1 TR *1 =3,
x+1 2x-1

3. 54 se determine inversa functiei bijective f: R — (Leo), f(x)=¢"+1.

4. Sa se determine probabilitatea ca, alegind un numir ab din mulfimea numerelor
naturale de doui cifre, si avem a #b.

5. Sa se calculeze lungimea medianei din A a triunghiului ABC, unde A(-2, -1), B(2, 0),
C(0,6).

6. Fie vectorii u :m;+33 si Vz(m—Z)f—}. Sa se determine m >0 astfel incat

vectorii U i V si fie perpendiculari.

Rezolviri

1 Avem (1-i) =1-2i+i% =2 = (1-i) = [(1—1)2]12 =(-20) =27 (#) =22 R

. 1 .
2. Se impun conditiile x +1#0 < x# -1 i 2x—1#0 < x¢5,dec1 XER—{—L % }

3x-1 x+1
+

el 1 ’ (x+1)(2x-1) = (3x-1)(2x - 1) +(x+1)* = 3(x+1)(2x-1)=

:>6x2—5X+1+x2+2x+1:3(2x2+x—1):> 7x? -3x+2= 6x>+3x-3= x% —6x+5=0.
Am obtinut astfel o ecuatie de gradul al l-lea cu a = 1,b=-6,c=5, A=b’—4ac=

b+
= (—6)2 -4-1:.5=16 >0, deci ecuatia admite ridicinile reale distincte X) 5 = b_“\/x =

2a
~(-6)V16 64 2(3+2)
21 2 2 T

£2,deci x; =3-2=1six,=3+2=5.




In plus, observim ¢ S={1,5} c R ~ {—1,—;} .

3. Avem e +l=y e =y-1o x= ln(y—l) , deci 7 (v)=x= ln(y——l) sau, folosind tot
variabila x, avem ™' (x)=In(x~1), unde f™': (L) > R.

4.Fie A ={10,11,12,---,99} multimea numerelor de doud cifre. Observam ca |A|=99-9=90.
Fie A'= {1 1,22, ~,99} multimea numerelor formate din doui cifre egale. Observam ca

|A" =9 sicd A'c A, ceea ce ne permite sa scriem ci |A—A’| :]A| —IA'I = 90-9=81.In

final, observimca B = {E!E eA,a# b} = A-A", deci |B| = |A —-A '| =81, de unde deducem

3 . o Bl 81 9
cd probabilitatea cdutatd este p = m = % = I =0,9.
. .. . + .
5. Fie M mijlocul segmentului BC. Avem x,, = % = 2—;0 =151 yy = % =

= 0+6 =3, deci M are coordonatele (xM y¥YMm ) = (1,3) . Lungimea medianei din A a triun-

ghiului ABC este lungimea segmentului determinat de punctele A(-2,-1) si M(1,3), deci
AM = \/(—2—1)2 +(-1-3)" = \/(—3)2 +(-4)’ =25 =5.

6. Avem i LV i-9=0 (mi+3j)[(m-2)i-]]=0 m(m-2)+3(-1)=0e

< m? -3m-2=0. Am obtinut astfel o ecuatie de gradul al II-lea in necunoscuta m, cu a =1,
b=-2, c=-3,deci A=b*—4ac = (-2)° —4-1-(-3) =16 > 0, adici ecuatia admite ridicinile
“b+JA ~ —(—2)i«ﬁg 244 2(1%2)
2a 21 2 2
m=1-2=-1¢ (O,oo) simy=1+2=3>0.In concluzie, m =3 este valoarea cautata.

reale distincte m, , = =1+2,de unde

Varianta 3

1. Si se ordoneze crescitor numerele v2 , 4 , ifs .
2. S se determine valoarea minima a functiei f: R - R, f(x)= 4x? —8x +1.

3. Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia lg(x —1)+lg(6x-5)=2.

4. Si se determine probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale
de doua cifre, acesta sa fie patrat perfect.

5. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A(6,4) si este perpendiculara
pe dreapta d: 2x-3y+1=0.

. A |
6. Stiind cd sina =—, sd se calculeze cos2a .

w




SUBIECTUL II

Varianta 1

a b
1. Se considera matricea A = (b ), cua,beR si b=0.
a

a) Si se arate ca, dacd matricea X € M, (]R) verifica relatia AX = XA, atunci existd u,

u v
R astfel incat X :[ ) .
v u

% ) unde x _(a+b) +(a-b)"
YH Xn , " 2 ’

b) Sa se arate c& ¥ neN", A" =(

C(aro) ~(a=b)

2
. . . ooy (201
¢) Si se rezolve in multimea M, (IR) ecuatia X~ = L2

2. Se considerd a € Z; si polinomul f = X8 +aX+5€Z, [X] .

a) Sa se verifice ca, pentru orice beZ-,, b# 0, are loc relatia be =1.

b) Sé se arate cd x° +§=(x3 —/1)()3 +21), vxeZ,.

¢) S se demonstreze ca, pentru orice a € Z- , polinomul f este reductibil in Z [X] .

Iviri
. u v A a blYu v
}Fie X e M, (R) , X =  astfel incat AX = XA . Avem AX =| =
z tJ b ajlz ¢

au+bz av+bt) | u vifa b au+bv bu+av )
si XA = = ,deci AX=XA &
bu+az bv+at z t)\b a az+bt bz+at

‘au+bz av+bt au+bv av+bt
= <:>au+bz:au+bv,av+bt=bu+av,
bu+az bv+at az+bt bz+at

—az=az+bt 5i bv+at=bz+at bz =

s )

X
da inductiei matematice proprietatea P (n) A" = ( n Yn ),
Yo %n

n

bv si bt=bue z=V si t=u, deoarece b#=0.

Demonstrdm prin meto

n —‘bn n— __bn
neN", unde xn:(a+b) -;(a ) $iy“=(a+b) 2(a ) _
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X
Pentru n =1 obtinem P(l) (Al =[ : y’J, evident adevirati, deoarece
X
(a+b)1+(a—b)I _ (a+b) —(a-b)' o .
X, = 3 =asl1y = =b. Presupunem adevirati proprietatez

P(k) pentru un k € N* oarecare si demonstram ci si proprietatea P(k + 1) este adevirati.

k K K .
Avem Ak =(Xk ykj,unde X = (a+b) +(a—b) iy = (a+b) ‘(a‘b) )
Yk o X 2 2

b +b bx, +
Atunci AMT = AK. A = (Xk Yk )(a J= (axk Vi DXy ayk) Observiam ci

Yk X, JAb a ay, +bxy by, +ax,
k k k k k+ k+l
a+b) +(a-b a+b) —(a-b a+b)" " +(a-b

vty w0 L2V (o (aob) (oo N

k k k k k+1 k+1

b) —(a-b b -b b) " —(a-b '
ayk+bxk=a.(a+ ) 2(a ) +b.(a+ ) ;-(a ) =(a+ ) 2(a ) = Yiu» dec:
AR :[Xk” Yk“]: P(k+1) este adevirata. Deci proprietatea P(n):A" =(X" y"},
Yiar Xgn Yan Xp
unde x. (a+b)" +(a-b)" | _ (a +b)" -(a-b)" deviracs Y neN’
= 3 $1y,= > , €ste adeviratd pentru V n e .

2 1 2 1
¢) Deoarece X4=X-X3:X3-X:(l ZJX:X(I 2)3 Ju,veR astfel incat

u v s (us v, (utv)’ +(u-vy
X = . Atunci X° = ,unde u,; = si
vV u Vi U, 2

2 2

(u+v) —(u-v)

2

vy (u+v) —(u-v) R z(f 1)3 (u+v) +(u-v) 2y

R o v 3
=1. Adunand, respectiv scazind aceste relatii, obtinem (u + v) =3

I3+1 I3 -1 A
®u+v=3/§si(u—v)3:1<:>u—v=l,deundededucemcéu= 32+ §,1v=\/§2 , deci

N A

Za)In Zy avem =1, 31 <1 20 (2)' - i, 7255 50 (3)

X =
vV u

~ ~ - A 0\3 ~ A A ~ ~ ~n\3 ~ ~ A A A ~ A ~ ~
¥=2m8=(8) =<1, P-is () =8 =84-3d=15 8 =126 =1,
deci b® =1 pentru V be Z7 .

b) Avem (x3—fl)(x3+i)=x6—32=x6—§=x6+§,pentruVer7.
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SUBIECTUL III

Varianta 1

1. Se considers numarul real a >0 si functia f: R — R, f(x)=¢" —ax.

a) Sa se determine asimptota oblick la graficul functiei f catre = .
b) Sa se determing punctele de extrem local ale functiei f.

c) Sa se determine a e (0,00) , stiind c& f(x)21, vxeR.

2. Se consider functia f:(0,2) >R, f(x)= %_)i _
X

2) Sa se arate ca functia F: (0,2) >R, F(x)= 2Wx (Inx -~ 2). este 0 primitiva a functiei f
b) Sa se arate c otice primitivd G a functiei f este crescétoar® pe [1,00) .
¢) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei f, axa Ox si

otele de ecuatii x =— $i x=¢.
. e

fix e* —ax
)Avemmzhm—-(-—)= lim ———=-2a §i
x—-¢ X X =0 X
lim [f(x)—mx] = lim | ¢ —ax +ax] = lim e* =0, deci y=MmMX+n=-ax este ecuatia
X—>— ’ X~—>—00 X=—>—0

mototei oblice la graficul functiei f catre —© .
avem f'(x)= (e" —ax)! =¢* —a pentru Vx € R. Observamc3 f'(x)<0 pentru Vx <Ina,
ki functia f este strict descrescatoare pe intervalul (-o,Ina), respectiv f'(x) =0 ¢ x, =Ina,
pum si faptul ca f'(x)>0 pentru Vx > Ina, adicd functia f este strict crescitoare pe inter-

. (ln a,). .
Observam ca f(0) = ¥ —a-0=1,deci f(x)21= f(x)2 f(1) pentru Vx € R, de unde
Bucem ca x, =0 este punct de minim global pentru functia f si atunci, conform teoremei lui
proat, avermn £'(0) =0, deci d-a=l-a=0ca=1.
; Observam ca functia F este derivabila pe domeniul (0,%) si
Inx

x):[z\/;(lnx-z)]/ =—j—;(.—(lnx—2)+2&-71_;=—\/—;—=f(x) pentru Vx e (0,), adica

+a F este o primitivé a functiei f.
G:(0,5)— R o primitiva oarecare a functiei f. Atunci G'(x)=f(x) pentru Vx & (0.)

| I
o particular, G'(x) =f (x) = —r—l\/rx >0 pentru Vx 21, adicd primitiva G este crescatoare pe
X ‘

v alul [1,00).
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¢) Observam ca f(x) = ’\;* <0 pentru ¥x & (0,1) si f(x)=7_~>0 pentru Vx &[1,00),
X X

Aria cerata este datd de formula ﬂf ﬁf dx + ﬂt Idx =

€

J} dx+jt )l;w( )i = «(F(l)-F(;l—]JirF(e)-—F(]):
“l(;) 2F(1)+F(e) = 2\/2:(']ng---2J~4\/T(In1«v2)+2\/e‘(lne—~2):~- +8-2e =
_2ei8Je -6

VA

S

Varianta 2

1. Se considera sirul (a,), .y datde a, ¢ €(0,1) sia,,, =a, (1—,/an ), VneN",
A) 84 se arate cd a, €(0,1). VneN",

b} Sa se demonstreze ca sirul (a,,) e ©ste strict descrescitor.

) S3 se arate ¢3 sirul (b, )

superior de a, .

v - datde b, =aj +aj +-. +al, VneN* » este marginit |

!
2. Se considerd functia f: K — & , f(x)

x? +x+]

: A 2 2x +1 A '

a) 83 se arate i tunctia F:R > R F(x)= ~\~/}~ arctg 2l » X€R, este o primu=
3 V3

a fuucpiei 1)

b) 52 se calculeze arja supratetei delumitate de dreptele x =

0, x=1,Oxsi graficul
hinetier g R 5 R | g(x):(2x+l)f(x).

n
¢) 84 se caleuleze lim jf(x)dx .unde ne N*,

n

Rezolvari ]
1..a) Observim i din a, e (0,1) obtinem Ja, e (0.1)= ]—Ee(O,I),deci z
ar(L-ay ) €(0,1) 52, e (0,1) t
Demonstram prin metoda indutiei matematice proprietatea P(n):a, e (0,1) pentru Vn e N ¢
Pentiu 1= 1 sau n =2 obfinem P(1):a, €(0,1), respectiv P(2):a, €(0,1), care sunt evid=m .
adev

arate conform Ipotezel si celor dummstrafe anterior.
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punem adevérata proprietatea P(k):a, €(0,1) pentruun k € N" oarecare i demonstram
te indeplinita proprictatea P(k+1):a,,, €(0,1).

ay €(0,1) = Jay €(0,1)= 1oy e(01)= 2, (1-a; Je(0.1) = ap, (0.1)=
(k + 1) . Deci proprietatea P(n) a, € (0,1) este adevaratd pentru Vne N™.

vem a,,; =4, (1— \/Z) <a,-1=a,,deci a,,, <a, pentru Vne N, adica sirul (a, ), -
strict descrescator.

. =a, (1—\/a_n-) = an\/gz =a, —a,,, pentru YneN". Cum a, €(0,1) = a, <1=

. < \E =a’ <a,.fa, , deducem cd a’<a, —a,, pentru VneN".

ib, =aj +a3 +of+al <a —ayta, —ay+oo+ay, —a,, =28, —4a,, <a pentru

€ N", decisirul (b,) _,. este marginit superior de a;.

213

Observam ci functia F este derivabild pe R si F'(X) = {———3 arctg(ZD%r 1 ﬂ =

3 1

4x? +4x+4  x2+x+l

S SR
() 7

o primitiva a functiei f.

J ..
s o

%- =f(x) pentru Vx € R, deci functia F

2x +1 !

dx = ]——bﬁi—dx = ln(x2 +x+1)0

,
X°+x+1

1 1
1a este data de formula -ﬂg(x)\ dx = ﬂ—z-——
5 oIx +x+1 ;

13+1+1)—1n(02+0+1):1n3
: r
J£(x)dx = lim [F(x)‘in]: h—%ff arctg[h\gl}_z;ﬁ arctg(—zjglﬂz

n—>w

Varianta 3

1. Se considerd functia f:(0,0) > R, f(x)=18x" ~Inx .
a) Si se determine intervalele de monotonie ale functiei f.
b) Sa se determine a € R pentru care f(x)za, Vxe (0,%).

¢) Si se determine numérul de radécini reale ale ecuatiei f (x) = m, unde m este un para-

real.
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