


Prefata

Sub cerul bland al noptilor de studiu, cand lumina lampii se rasfrange peste
foi si creioane, profesorul F. Stanescu a adunat aceste probleme ca pe niste stele
cazatoare — fiecare purtand in sine o scanteie de gand si o chemare la
cercetare. Nu este o simpla colectie; este un drum presarat cu incercari, o
calatorie in care ratiunea se impleteste cu mirarea si cu bucuria descoperirii.
Fiecare problema are o istorie intrinseca si cei ce indraznesc sa o rezolve
descopera multe alte conexiuni si poate sa compuna la randul lor alte probleme
similare. Personal, ca rezolvitor la Gazeta Matematica in anii de liceu, Monthly,
Mathematics Magazin (editor asociat), The College Mathematics Journal am
avut ocazia sa-mi petrec mult timp cu problemele propuse de profesorul
Stanescu. Un cuvant de precautie de la inceput: “the problems are not a walk in
the park!" Dar, ideile necesare sunt la dispozitia elevilor care au experienta cu
probleme de olimpiada n analiza matematica.

Autorul nu scrie pentru laude, ci pentru acea tacuta implinire pe care o
simte cand o idee se limpezeste. Tn paginile ce urmeaza veti intalni ecouri ale
lectiilor tinute in sali de curs si in sdlile de pregatire, urme ale discutiilor aprinse
si ale clipei cand o solutiei se arata ca o raza de lumina. Problemele au fost alese
cu grija: unele pentru frumusetea lor, altele pentru puterea de a trezi
curiozitatea, multe pentru a forma mana care slefuieste gandirea.

Sa nu cautati aici doar raspunsuri; cautati felul in care mintea se
transforma la intalnirea cu o problema demna. Asemenea unui poet care asculta
tacerea, matematicianul asculta intuitia; iar Tn antrenament se naste maiestria.
Daca uneori veti simti frustrare, amintiti-va ca fiecare obstacol biruit aduce cu
sine o noua claritate si o bucurie mai adanca.

Aceasta carte este dedicata elevilor care cautd adevarul in forme si
profesorilor care aprind lumina cunoasterii. Sa le fie cdlauza in noptile de studiu
si prietena in zilele de concurs; iar cand veti inchide ultima pagina, sper ca in voi
sa ramana nu doar tehnici, ci si o dragoste mai adanca pentru frumusetea
matematicii.

— Profesor Eugen J. lonascu, Columbus State University, Columbus,
Georgia, 31907, USA






Argument

Aceastd lucrare contine probleme de Analizd Matematicd pe dreapta reald,
ideea acestei cdrti apdrdndu-mi in urma discutiilor unor probleme cu elevii din
cadrul centrului de pregdtire pentru olimpiade si concursuri. Lucrarea este
structuratd in trei capitole, problemele fiind insotite de solutii aproape integrale,
iar acolo unde am considerat cd este mai avantajos in perspectiva implicdrii in
rezolvarea problemelor, am prezentat numai cdteva scurte indicatii.

Problemele prezentate au fost selectionate din urmdtoarele surse:
1) subiecte date la olimpiadele nationale; 2) subiecte date la concursurile
nationale si internationale; 3) probleme apdrute in prestigioase reviste de
specialitate; 4) probleme clasice din domeniu ; 5) probleme ale autorului. Un
instrument util de selectie al problemelor s-a dovedit a fi Internetul.

Fdara a face rabat de la claritate lucrarea se adreseazd elevilor ce se
pregdtesc pentru olimpiadele de matematicd, examenul de bacalaureat sau
pentru admiterea la facultate. De asemenea culegerea poate de folos
profesorilor in pregdtirea lectiilor de la clasd sau pentru exersarea abilitdtilor
matematice ale elevilor din centrele de excelentd.

Urez succes tuturor celor ce folosesc aceastd carte ca un instrument de
antrenament!

3 februarie 2026
Florin Stanescu






Enunturi

Capitolul A. Siruri

A.1. Fie (x,)pn=1 un sir de numere pozitive cu proprietatea ca x,, ., <
2./ Xp_1 * Xn — Xp, Oricare ar fin > 2. Ardtati ca x,, este convergent.

A.2. Fie (a,),»1 Un sir de numere strict pozitive. Dacd exista un sir (b,,) 551

oge . o N A a v . v
pozitiv si o constanta @ > 0 astfel incat b,, - a—” — by = a,n = 1 aratati ca
n+1

sirul s,, = Y r=; ax,n = 1 este convergent.

A.3. Definim sirul (ay)ps1iay > 1si 242 =1 + —_ (V)n > 1. Calculati
an Inay

a
lim —.
n—oo em
A.4. Fie sirul de numere reale pozitive (x,),»; dat prinx; > 0six2,; =
n(x, — Xp41),n = 1. Ardtati ca limn*n = e.

n—-oo

A.5. Calculati: lim [} M1 1,1
o " nsoot K=2 K k2K

2
A.6. Fie (x,,) =1 un sir definit astfel: x; € (0,1),x,,41 = X, + Z—’Z‘,n > 1.

Aratati ca sirul (x,,),,»1 este convergent.

A.7. Calculati: lim ZZ=1% unden € N,n > 2.
p—)oo

()

A.8. Aratati ca sirul x,, = = 1 este convergent.

n 1 4
k=1 n(n+1)’

2 -
A.9. Fie sirul (x,,) 51 definit prinx; > 0six, ., = %,n > 1.
n

Aratati ca (x,) ;=1 €ste un sir convergent si calculati limita sa.

A.10. Fie sirul (a,),>1 definit astfel: a; = 3sia, 1 = %(a% + 4an),n > 1.

Aratati ca sirul este convergent si calculati limita sa.



14 Enunturi — Capitolul A. Siruri

A.11. Fie sirul (x,),>1 definit astfel: x; = 1,x,41 = X, + xi,n > 1.

n
2n

2
. . Xn—
Calculati lim *—
n—oo inn
A.12. Se considera un sir (a,;),s1 € (—1,1) cu proprietatea cad |a, .1 — a,| =

=0.

1 v . o 7. aitaxt.ta
2 —~ Arétati ca lim 4z -

n—-0oo

A.13. Fie (a,),>1 un sir de numere pozitive astfel incat sirul

k vt ve w 1. @F+ad+.+ad
(Z}(‘ﬂ; : ak) este convergent. Aratati ca lim =—2—" = (.
1

ns n-o In?(n)

A.14. Exista un sir de numere reale care sa aiba urmatoarele proprietati:

(1) }li_)rgé(xn+1 + Xnt2 T Xn4z) =7
(2) iijgo(xnﬂ + Xyt FXper) = 37

A.15. Fie a4, ay, ... i by, by, ... douad siruri de numere reale astfel incat

b, = b,_,a, —2,n=2,3,...Presupunem ca sirul (b,,),>1 este marginit.
1

Calculati lim Y., —.
" nooo Zk_l aj-az-..ag

A.16. Sa se arate ca orice sir de numere reale pozitive ce satisface relatia
Anp1 =+/6 —2a3, (V)n = 1, este constant.

A.17. Daca un sir de numere reale (x,),>1 este marginit si satisface relatia

1 a4 v
Xn+1 2 Xp = S (V)n = 1, aratati ca sirul (x,,),,»1 este convergent.

A.18. Fie (x;)ns1, X1 > 1, un sir care satisface relatia: x; + x,+... +x,41 =
X1 * Xy ... Xp41, M € N. Aratati ca sirul x,, este convergent si calculati limita sa.

A.19. Fie sirul (a,,),,»o definit astfel: ay = gg.i a, = ai_,; — 2,k > 1. Calculati

1
lim [1¢= (1 ——).
n—-oo Hk—O ak
A.20. Fie sirul (a,,),»1 definit astfel: a; = 1,a,, = \/n? — a,_1,n = 1. Aratati
ca lim(n — a,) exista si este finita.

n—-oo
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A.21. Fie (a,)n»1 Un sir descrescator de numere reale astfel incat lima,, = 0.

n—->o0o
Dacd S,k — 2¥a,x < 1,(V)k = 1,unde S, = X}_; a;,n = 1, ardtati c3
limS, =1<1.

n—-oo

. . A 1. i
A.22. Fie (x;)nen un sir astfel incat x, = 551 Xngq = x3 — x2 + 1. Aratati ca

sirul:

Yo = Xg X e Xy s VL,M =0

Este convergent si calculati limita sa.

A.23. Aratati ci Lim Yo, S =

o ’ pNO n=1 2
A.24. Calculati:

n+i

a) lim —?=0 (% )

n—oo n2 !

. afin _on 1

b) rllllgm,a >0,H, = k=1%"

A.25. Fie a € (—1,1). Calculati: lim 1_
n—

oo ni-a

(1+ )

1422 77 142%4..4nc

A.26. Fie sirul (a,)pso definit astfel: (n + 1)a, = (n + 3)a,_, +n,n =

1,a, = 1. Calculati lim %

n—-oon

A.27. Fie a € (0,1). Definim sirul prin relatia x4, = (1 — a@)x, + ax,_{,n =
1. Gasiti limita sirului in functie de «a, x, x;.

2a3+1

A.28. Fie sirul (a,,),so definit prina; = 3% Gt = . Aratati ca sirul este

convergent si calculati limita sa.

A.29. Fie (x;,),», definit astfel: x,,.; = x,, + n=>1,x; >0.

In(xp+n)’

. 7. Inn
Calculati lim — - xy,.
n-oo N



