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1 Capitolul 1.

1.1 Exercitii si probleme de continuitate

1.1.1

1. Sa se determine a,b € R, astfel incat functiile f,g.h,u : B — R si fie continue

pe R.
Valtet2 +2-a . ]
(@) f@) =4 =T
br + I $£21
2oap T <2
b = z-2 !
@)=\ e +a)-2, z>2
Zg T—z-a)
(©) he) = §
b-e*—2, >0
vV ;E a—b
(d) ‘U(l) — I —;:+2 s & # 1
4, z=1
2. Si se determine parametrul m € R astfel incat functiile de mai jos sa fie continue
pe B,
2z — vVm?z +mz + 1, % &3
(a) flz) =4 V& -1+ vm2z? 1<z<2
V2 —dmz+4mZ+m/3x—5, = >2
_ | m(1—=)—1522, <1
(b) g(=) = { gme —4.3matl 419 g> 1

log, (x2 + |m|), x<2
Y hiz) =
() h(z) { log, (:1:2 + m2)2, z>2

3. Si se determine a,b € R astfel incat functiile [ : R — R sa fie continue pe E.

28t g z<l
(a) flz)= 4 12, =1
ghte. gkl mor]
G L r<l
b) f(z) =14 18, z=1
{ guax (24!72: L 2261:) , z>1
282 .34 L ga% <1
(&) fite)= 3" 22, z=1
{ 2% . g 6%, 21
207 4 gbz _ 4 r<1
(d) flz az® +br® — (Ta+3b)(x—1), 1<2<2
{ 202 4407 18, 52




-

4. Sa se determine parametrii a.b,c € R astfel incat functiile de mai jos sa fie
continue pe domeniul de definitie, unde f,g,h: R — R.

%@: $<1
(a) fla)=4¢ c—2p, p—

(?—2e—2)z+ (bc—3)logz -1, z>1
Va7 {8x—a—b 2 o1

a3 —2x2+3z—-2"
(b) g(z) =1 2, z=1

2,
gl 551

[#*+227—3| 2|22 ~32 41|

-5z Halfa)sat—dag1 . * <1
(@) k=) =% e z=1
V 2e—y/az—by/z—1 z>1

z—1 1
5. Sa se studieze continuitatea functiilor:
(a) f:(0,20) =R, f(z) = [lnz];
(b) g:R = R, g(z) = [z]sinwa;
1

(¢) h:R >R, h(z) = zfel a0 ,a€R;

a, z=0
(d) t: R =R, t(z) = [z]sinwz?;
(e) u:R— R, u(r) = [z] cos mz?;
() v:R =R, v(z) = 2[x] — cos 3m{z}.

6. Fie functia f: R+ R, f(z) = (-1)i* (2 +a [E] +b).
Sa se determine constantele a, b € R, astfel incat functia sa fie continui in z = 2
§i sa fie periodica cu perioada principala T = 6.

10




8 Capitolul VIII

8.1 Continuitate. Proprietatea lui Darboux

8.1.1 Unele elemente teoretice

In cele ce urmeazi vom considera functia f: I — R, unde I este interval.

1. Definitie. Functia f are proprietatea lui Darboux daca, oricare ar fi punctele
a,b € I,a < b, si oricare ar fi numarul A cuprins intre f(a) si f(b), existd un
punct ¢y cuprins intre a si b astfel incat f(ex) = A

. Teorema. Dacd f este o functie continuua, atunci f are proprietatea lui Dar-
boux.

. Propozitie. Fie a,b € I,a < b. Daca functia f are proprietatea lui Darboux si
daca f(a) < 0si f(b) >0 (sau f(a) > 0si f(b) <0), atunci existé cel pufin un
punct cuprins intre a i b in care functia se anuleazi.

Corolar. Daca functia f are proprietatea lui Darboux §i nu se anuleaza in
niciun punct din 7, atunci f pastreaza acelasi semn pe tot intervalul I.

. Propozitie. Functia f are proprietatea lui Darboux daca gi numai daca trans-
forma orice interval J C I, tot intr-un interval, f(.J).

6. Propozitie. Daca functia f are proprietatea lui Darboux si este injectiva,
atunci f este strict monotona.

7. Propozitie. Daca functia f are proprietatea lui Darboux si dacé existd una
din limitele laterale intr-un punct zo € I, atunci ea este egala cu f(x).

Corolar. Daca functia f are proprietatea Iui Darboux, atunci ea nu are niciun
punct de discontinuitate de prima speta.

Corolar. Daca f(zg — 0) sau f(xg + 0) exista i este diferita de f(xq) (in
particular este infinita), atunci f nu are proprietatea lui Darboux.

Propozitie. Daca functia f are proprietatea lui Darboux si este strict mono-
tona. atunci f este conftinua.

Propozitie. Fie f : R — R o functie arbitrara. Atunci existd doud functii
g.h : R — R discontinue pe R si care au proprietatea lui Darboux, astfel incit
f =g+ h. (Teorema lui Sierpinski)
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12.

13.

Propozitie. Fie I C R un interval, a = infl, b = sup/ si f: I — R o functie
cu proprietatea lui Darboux. Atunci oricare ar fi zq € I'\ {a} (sau zq € I\ {b})
exista un gir x, € I, x, / xp (sau z, \, zg) astfel incat nlin;c [(zn) = xo.

Demonstratie:

Fie 29 € I\ {a}, fixat i 7, > 0, rn, — 0. Notam I, = (zg — ry.39) € I.¥n > 1.
Cum [ are proprictatea lui Darboux, rezultd ca f(I,) = J, si f(I, U {zo}) =
K, sunt intervale (care diferd cep mult printr-un punct yg = f(zy)). Asadar,
Vn € N*,yo € f(I) = Jp sau yp € xg € I\ {a}. deci existd y, € f(I,) = J, cu
yn = ¥ol < % (1) §i yn = f(2n). 0 = f(@0), iar din Xo — 1 < T & Tn — Ty
relatia (1) devine |f(zn) — f(z0)| € L = f(an) = f(z0).

Evident, se poate alege un subsir x,, strict crescator al lui 2, cu z,, — y si

F(@n,) = flx0).

Consecinta 1. Fie 7 C R un interval, f : I — R o functie cu proprietatea Iui
Darboux i zp € Intl ales arbitrar. Atunci exista sirurile z,,,y, € I\'{z¢} cu
Tn /T §i Yn i To astlel incat lim f(z,) = lUm f(ya) = f(z0).

Consecinta 2. Fie I C R un interval, a = infl, b = supl, f : I = R o functie
cu proprietatea lui Darboux i xq € I'\ {a} (respectiv zg € I\ {b}). Daca exista
flzy = 0) (respectiv existd f(zq + 0)), atunci f(zg) = f(zg — 0) (respectiv
flxo) = f(wo +0)). Altfel spus, functia f nu are discontinuitiiti de speta I.
Demonstratie: Din Consecinta 1 rezulta ca exista x, € I\ {zo} cu 2, 7 x¢
i f(@n) = f(zo), dar cum exista f(zg — 0), rezulta f(z,) — f(zo — 0) si cum
limita este unica, rezultd f(xzg) = f(xg — 0).

Consecinta 3. Fie I C R un interval si f : I — R o functie cu proprietatea lui
Darboux. Atunci f este continua pe I.

Demonstratie:

Din Consecinta 2. rezultd ca f nu are discontinuitati de speta I. dar cum [ este
si monotona, rezultd ca nu are nici discontinuitati de speta IT gi prin urmare f
este continua pe I.

Propozitie. Fie I C R un interval, xg € Int/ si f : I — R o functie continua
pe I\ {xg}. Daca:

(a) exista @, € I, &, 7 xq astfel incat f(z,) = f(x0)

(b) exista y, € I, yn “\ zo astfel incat f(y,) = f(zo)

atunci f are proprietatea lui Darboux.
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1. Sa se arate ca urmatoarele functii nu au proprietatea lui Darboux:

e _ ) z+4 rze[-4,0]
(@) f:[-4,2] 2 R, f(z)= s ;ze 02

42 :x<-3

z+4 :z2>-3

X B v ) =2 1z €[-1,0]

© LS R f@) =3 T s My

(d) f:R =R, f(z) =sgn(z? — 3z +2)

() /:R—=R, f() = [z]

(f) f:R=R, f(z) ={z}

(8) f:R—=R, f(z) =2z — [4].

(b) f:R—= R, f(;c)={

2. Sa se demonstreze ci urmatoarele functii f : R — R nu an proprietatea
Darboux:

<a)f<x)={;fz e
(b)f(z)={ ;:: ﬁiig\@
(c)f(r>={.§a i

(d) f(r)={ §2++22:1;—1 jigg\@
(e)f(m)={;j—_1x+1 i:g\Q
(f)f(z)={fi' by
<g>f<m)={f+3 Z:g\@

z :x€Qn[o,1]

l-z :ze®\Q)N[D,1 . Sa se arate ca:

3. Fie f:[0,1] = [0,1], f(z) = {

(a) f este bijectiva:

(b) £~ =f;

(¢) f nu are proprietatea lui Darboux:
(d) f are un singur punct de continuitate.

4. Si se arate ca urmatoarele functii nu au proprietatea Ini Darboux:
sinz a2

(2 f:R>R, flx) = =
0 =0

256




) £:(-5.5) -+ R f(m)={ :

5.7* Fie a € R gi functia f: R — R definitd prin

flz) =

7! cx=0

{ sini v 0

Sa se arate ca functia f are proprietatea lui Darboux daca si numai daca |a| < 1.
In plus, daca a € [~1,1], aratati ca:

(a) f nu e continua in 0;

(b) Pentru orice I C R interval compact, f(I) este interval compact si f are
proprietatea lui Darboux;

(c) f nu este monotona pe nicio vecinatate a lui 0;

(d) Pentru orice £ > 0, f(R) = f((0,¢)) = f((—=.0)) = [-1.1].

. Fie f:R—> R,

f(:r):{ sin,—;-i-cos% 1@ #£0 .
a s =0

(a) Demonstrati c¢a f nu este continua in 0;

(b) Arétati ci f are proprietatea Ini Darboux daca si numai daca a € [—/2,
V2};

(¢) Daca a € [—V2, \/5], aratati ca, pentru orice I € R, I interval compact,
f(I) este interval compact.

. Fie f : R — R,

cx=0 "

/(@) ={ asinl +beosl :x#0
«
unde @ §i b sunt date. Determinati & € R astfel incat f are proprietatea lui
Darboux.
Sa se demonstreze ca functia f: R — R.
?+z+1 :z€Q
flz)=4 .
2 creR-Q
nu are proprietatea lui Darboux.

Ardtati ¢ functia f: R — R,
z+sint z£0
ﬂm={ s 87

2 z=0

nu are proprietatea lui Darboux.
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