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Cuvant-inainte

Lucrarea de fata trateaza doua domenii fundamentale ale matematicii: algebra liniara
si analiza matematica. Lucrarea are la baza cursurile si seminariile de algebra si analiza
matematica tinute de autori la Facultatea de Cibernetica, Statisticd si Informatica
Economica din Academia de Studii Economice (ASE) din Bucuresti, precum si cursurile
de Matematici aplicate in economie tinute de autori la alte facultiti din ASE.

Asistam in ultimele decenii la o amplificare a aplicarii matematicii in diverse
domenii, printre care se numira si cel al studiilor economice. In acest sens, sunt de
notorietate modelele matematice in domeniul financiar, modele care utilizeazd rezultate
profunde din teoria integralei stochastice sau a ecuatiilor diferentiale stochastice. Practic,
aproape orice teorie economicad solicitd un suport matematic. O analizd a unui sistem,
fenomen sau proces economic, cat de cat consistenta si coerentd, face apel la matematica,
cel putin pentru aspectele cantitative §i pentru modelarea variabilelor si a legaturilor dintre
ele. De asemenea, imensul volum de date statistice si informatii privind domeniul
economic necesitd pentru prelucrarea si utilizarea sa metode, procedee si algoritmi
matematici. Modelarea matematicd a fenomenelor si proceselor economice utilizeaza
concepte si instrumente matematice de baza, cum sunt: ecuatiile, vectorii, operatorii liniari
si neliniari, masurile, multimile si functiile masurabile, diferentialele, topologiile,
procesele stochastice, lanturile Markov, martingalele, integralele stochastice, seriile
cronologice etc. Unele dintre acestea sunt tratate pe larg in lucrarea de fata.

Lucrarea este structuratd in doud parti: partea intdi, destinatd algebrei, are patru
capitole (trei de teorie si unul de aplicatii), iar partea a doua, destinata analizei matematice,
are opt capitole (sapte de teorie si unul de aplicatii).

Partea I — Algebra liniara are capitolele destinate spatiilor vectoriale, operatorilor
liniari si spatiilor euclidiene. In capitolul 1, Spatii vectoriale, prezentim notiunile de baz,
teorema schimbului a lui Steinitz, lema substitutiei, suma subspatiilor liniare, teorema
dimensiunii si teorema de existenta a suplimentului direct. In capitolul 2, Operatori liniari,
printre altele, prezentdm teorema dimensiunii pentru operatori liniari, teorema Hamilton-
Cayley, teorema de caracterizare a operatorilor diagonalizabili, forma canonica Jordan,
algoritmul de jordanizare, proprietatile functionalelor liniare, biliniare si patratice, teorema
inertiei etc. In capitolul 3, Spatii euclidiene, prezentim inegalitatea Cauchy-Buniakovski-
Schwarz, proprietatile normei si ale distantei, algoritmul de ortogonalizare a bazelor,
descompunerea in subspatii ortogonale, proprietdti ale operatorului autoadjunct si ale
operatorului ortogonal etc.
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Partea a Il-a — Analizd matematicd are capitolele destinate elementelor de topologie,
seriilor numerice si seriilor de functii, diferentialelor si extremelor functiilor reale de mai
multe variabile reale, ecuatiilor diferentiale si elementelor de teoria masurii §i a integralei.
In capitolul 4, Functii de mai multe variabile, am prezentat citeva teoreme privind
conditiile necesare si suficiente pentru punctele de extrem locale si globale, un model de
stoc pentru un tip de produse, teorema functiilor implicite si metoda multiplicatorilor lui
Lagrange pentru extremele cu legaturi. in capitolul 5, Ecuatii diferentiale, am prezentat
teorema lui Peano de existentd a solutiei locale a problemei Cauchy, ecuatia integrala
asociatd unei ecuatii diferentiale, teorema lui Liouville privind wronskianul solutiilor si
folosirea formei Jordan in rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare cu
coeficienti constanti. In capitolul 7, Integrale, am prezentat integrala Lebesgue, integrala
Riemann cu parametru, integralele euleriene: gama si beta, si integrala dubld pe un
domeniu compact care are arie.

Tinand cont de importanta modelelor econometrice in studiile economice, am
prezentat un material adecvat pentru spatiile metrice, pentru spatiile cu masura, pentru
functiile masurabile si pentru constructia unei masuri (abordarile Carathéodory, Jordan si
Lebesgue-Radon).

Avand un scop predominant didactic, lucrarea prezinta modul in care se opereaza cu
elementele teoretice expuse (fiecare parte are un capitol de probleme rezolvate),
demonstratii elaborate integral, numeroase exemple si aplicatii. Notiunile sunt prezentate
intr-o maniera graduala, usor de inteles de catre cititor. Prin aceasta organizare a materiei,
am vizat atat studentii de la licentd si masterat, cat si pe cei din scolile doctorale.

Din analiza continutului si din cele céateva idei scoase din lucrare se vede utilitatea
acestei lucrari si importanta ei pentru studentii de la facultatile economice, dar si pentru
cercetatorii $i economistii interesati de matematicile aplicate.

Autorii



partea

I. ALGEBRA LINIARA

Capitolul 1. Spatii vectoriale

1.1. Notiuni de baza

In cele ce urmeaza, vom prezenta o noud structura algebrica, structura de
spatiu vectorial (sau spatiu liniar) utilizdnd structurile algebrice cunoscute:
monoid, grup, inel, corp. Pentru inceput sa reamintim notiunea de corp:

1.1. Definitie: Fie multimea K=#® si doud operatii definite pe K
"@","®": KxK —> K. Tripletul (K,@,@) este corp dacd sunt
verificate urmatoarele cinci proprietati:

i) (K,@) este grup abelian (in care notdm elementul neutru cu 0 si
opusul lui xeK cu —xeK);

ii) (K,®) este monoid (in care notdm elementul neutru cu 1);

i) 0= 1;

iv) "®" este distributiva la stanga si la dreapta fata de "®";

1)) (V) xeK,x#0, (EI) x ' eK astfel incat x®x"' =x"'®x=1.

Cu ajutorul notiunii de corp se defineste notiunea de spatiu vectorial
(spatiu liniar):

Fie V' o multime nevida (;t d)) si (K,@,@) un corp comutativ. Elementele
lui K se numesc scalari, elementele lui /" se numesc vectori. Se definesc doua
operatii:

a) operatia internd numitd adunarea vectorilor, notatd prin ,,+“, unde:

+:V xV 5V, (xy) > x +y;

b) operatia externa numitd inmultirea cu scalari a vectorilor, notata prin
sunde: -t K x Vo>V, (a,x)>a-x.

Vom considera ca x-cc=ca-x pentru VxelV si VaekK.
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1.2. Definitie: Spunem ca V este spatiu vectorial (sau spatiu liniar) peste
corpul K (sau ca perechea (V, K) este spatiu vectorial (liniar)), daca:
i) (V, +) este grup abelian (in care elementul neutru este notat prin

0, mai simplu 0, si se numeste vectorul nul);

i) (a®B)-x=a-x+B-x , Vo,eK, VxeV;

iii) a-(x+y)=a-x+a-y, VaekK, VxyeV;

iv) a-(f-x)=(@®p)-x, Va,peK, VxeV;

v) l-x=x, VxeV, unde 1 este elementul unitate al corpului
(elementul neutru pentru operatia & ).

Pentru simplificarea expunerii, notdm mai simplu si operatiile corpului,
adica notam corpul cu (K,+, ) Pentru Vx eV elementul —x ) se numeste
vectorul opus lui x.

Cazuri particulare:

1. Pentru K =R, spatiul vectorial (V/,R) se numeste spatiu vectorial real.

2. Pentru K=C, spatiul vectorial (/,C) se numeste spatiu vectorial
complex.

1.3. Exemple:

1. (R” , R) este spatiu vectorial, numit spatiu vectorial numeric real, unde:

not T . —_—
R"=RxRx.xR= {(xl,xz,..,xn) |xl. eR,i= l,n},
%/—/
n ori
. T -
1ar (xl,xz,..,xn) este vector coloana;
operatia interna se defineste astfel:
T T
Vx:(xl,xz,..,xn) , Vy :(yl,yz,..,yn) eR"=
T
=Sx+y=(X5+Y.%+V00X,+Y,) ;
operatia externa se defineste astfel:

VoceR,Vx:(xl,xz,..,x

T T
) €R"=oa-x=(ox,0x,,.,ax,) .
Vectorul nul din R” se noteazd prin 0, (sau mai simplu cu 0).

Generalizare: (K", K) este spatiu vectorial, unde:

K" n:meKx..-xK:{ (xl,xz,...,xn)Tlxi eK,i:G}.

n ori
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Caz particular: K=R= (R”,R) spatiu numeric real
K=C= (C” ,C) spatiu numeric complex.
2. My, (K), K) este spatiul vectorial al matricelor de tipul (m, n) cu
elemente din K, unde K=R sau K=C, operatia internd este adunarea

matricelor si operatia externa este inmultirea cu numere a matricelor; aici 0=
Om’n.
3. (F [a,b],R) este spatiul vectorial al functiilor reale definite pe intervalul

[a,b], unde: F[a,b]z{f:[a,b]—)R}, operatia interni este adunarea

functiilor, iar operatia externd este inmultirea cu numere a functiilor; aici 0
este functia nula pe [a,b].

4. (R,[X],R) este spatiul vectorial al polinoamelor, unde R, [X] este
multimea polinoamelor cu coeficienti reali, de grad cel mult n, in
nedeterminata X, operatia internd este adunarea polinoamelor, iar operatia

externd este Tnmultirea cu numere reale a polinoamelor; aici 0 este polinomul
nul.

5. ({(_)} , K) este spatiul vectorial nul, unde: operatia interna: 0 +0=0 ;
operatia externi: Vo e K=0a-0=0.
Regulile de calcul sunt prezentate in urmatoarea propozitie.

1.4. Propozitie: Fie spatiul vectorial (V,K). Atunci:
1) Ver:>O~x:(_);

ii) Vae K= a-0=0;
1i1) Ver:>(—l)~x:—x;

iv) Daca a#0 si oa-x=0=x=0.

» Demonstratie:

. unicitate elem. neutru 0 -
1) O-x:(0+0)»x:0>x+0»x = 0-x=0;
- - - - _ unicitatea lui 0 - -
i) a-0=0-(0+0)=a-0+a-0 = a-0=0;
iii) Din (i) avem:
— unicitatea lui —x

0-x=0 < (1+(-1))»x:6 Rt x+(-1)»x=0 = (—1)-x:—x;

iv). Avem x=1~x=(oc_1 ~0c)~x=a_l (a-x)=a"-0=0. <
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1.5. Definitie: Fie spatiul vectorial (V,K) s1 X o submultime nevida a lui

V. X se numeste subspatiu vectorial al lui V' daca:
1) este inchisa la adunarea vectorilor, adicd Vx,ye X =>x+ye X;

i) VoeK,Vxe X=a-xeX.
1.6. Observatie: (X,K) este spatiu vectorial.

1.7. Exemple de subspatii vectoriale:

1. Spatiul vectorial nul este subspatiu vectorial al oricarui spatiu vectorial.

2. Fie (R", R) si X:{ (X5 X500, )

X, € R,izm, le. :0}. Atunci

i=1

X este subspatiu vectorial al lui (R”, R).

1.8. Propozitie: Intersectia a doud subspatii vectoriale ale spatiului

vectorial (V, K) este tot un subspatiu vectorial.

» Demonstratie:

Fie X si Y subspatii vectoriale ale Iui V. Fie x,y e X(1Y vectori oarecare.
Din x,ye X si X subspatiu vectorial, rezultd x+ye X. Analog avem
x+yeY. Prin urmare (x+y)eXﬂY, Vx,yeXNY. Fie aeK si
xe XY .Din x€ X si X subspatiu vectorial rezulta o.-x € X . Analog avem
a-xeY, prin urmare a-xe X (1Y pentru orice €K i orice xe XY .
Asadar, (X Ny ,K) este subspatiu vectorial al lui (V,K). |

1.9. Observatie: In general, reuniunea a doua subspatii vectoriale nu este
subspatiu vectorial.

1.10. Definitie: Fie (V,K) un spatiu vectorial. Se numeste combinatia

liniara a vectorilor x,x,,...,x, €V cu scalarii a,,ca,,...,a, €K

notat _”

vectorul: ox, +o,x, +...+a,x, = Za.x.

1.11. Definitie: Un sistem finit de vectori din V se numeste liniar

n
independent daca: ) ax,=0=0,=a,=...=a, =0.

i=l1

1.12. Observatie: Orice vector nenul formeaza un sistem liniar independent.





