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PREFATA

Dintotdeauna, si mai ales in ultimii ani, s-au scris si s-au publicat
numeroase culegeri de exercitii si probleme, care acopera toate capitolele
matematicii, atat pentru fixarea si aprofundarea materialului expus in lectiile
predate in scoli, cat si pentru pregatirea examenelor de admitere la liceu, a
examenului de bacalaureat sau a examenelor de admitere in diverse forme
specializate de Invatdmant, inclusiv invatdmantul superior.

Aceste culegeri au fost si sunt considerate materialul cel mai solicitat in
pregdtirea elevilor, practica rezolvarii de exercitii si probleme fiind de o
indiscutabila utilitate In vederea sustinerii majoritatii formelor de examinare;
aceasta practica este si obiectivul principal in toate formele de pregatire,
individuala sau, mai ales, asistata (de tip ,,meditatii”).

Rezolvarea de exercitii si probleme consta insa in punerea in aplicare a
unor instrumente care sunt furnizate doar de teoria matematicii, absolut si
evident indispensabile oricarei tentative de a aborda — fundamentat, creativ
si nu mecanic — practica rezolvarii a ceea ce propun culegerile amintite.

Publicatiile sintetice de tip ,,Tabele si formule matematice”, prin forma
foarte concentratd a continutului, nu pot constitui un material de studiu,
fiind foarte utile doar dupa parcurgerea acestuia.

In aceste conditii (si in mod curent), baza pregitirii teoretice a elevilor
o constituie manualele scolare, care urmaresc (cronologic, cu inevitabila
dispersie) o programa analitica esalonata pe toata perioada pregatirii scolare.

In fata unui examen, elevii au la dispozitie si utilizeaza in general, pentru
partea teoretica, doar multitudinea manualelor scolare; acestea ofera un
bogat continut informational (foarte util primului contact), dar sunt de o
eficientd redusa pentru un scop recapitulativ sau pentru aprofundare; la fel,
in practica rezolvarii de exercitii si probleme.



In PARTEA I, lucrarea de fata isi propune si ofere — intr-o forma com-
pacta, dar nu sumard, si evitand intentionat o prezentare sofisticatd — sinteza
elementelor teoretice de bazd ale instrumentarului practic din ALGEBRA
invatdmantului mediu; la provocarea ,,CE” a culegerilor de exercitii si
probleme se intentioneaza a se da raspunsul ,,CU CE” si ,,CUM”.

Scopul principal urmarit este punerea la dispozitia elevilor (si nu numai)
a unui material usor accesibil si unitar, sintetic, insa suficient de detaliat
incat sa poata constitui un material de insusire, de aprofundare sau de
recapitulare — cu aplicare practicd directd si prin studiu individual — a
informatiilor furnizate in mai multi ani de scolarizare.

Fara stapanirea acestor informatii (evident gresit catalogate uneori ca
»teorie sterild”), tentativa rezolvarii practice de exercitii si probleme este un
demers aproape inutil sau, cel mult, mecanic.

Prezentarea notiunilor teoretice este insotitd de exemple si sugestii de
aplicare, dandu-se solutii sau metode de rezolvare a celor mai frecvent
intalnite cazuri in practica rezolvarii de exercitii si probleme; din acest punct
de vedere, lucrarea constituie un GHID PRACTIC aplicativ, care poate fi
consultat si utilizat eficient chiar in timpul rezolvarii unui exercitiu sau a
unei probleme concrete.

In PARTEA a II-a sunt prezentate exercitii si probleme aplicative, cu
indicatii de rezolvare si raspunsuri corelate cu, si cu trimitere la PARTEA I,
precum si exercitii si probleme aplicative fard indicatii §i raspunsuri.

Modul de prezentare vizeaza un nivel mediu de pregatire prealabila,
urmarind eficienta perceptiei, intelegerea fondului notiunilor — cu scop
aplicativ in practica rezolvarii de exercitii si probleme — si intentionand ca
lucrarea sa fie utila elevilor atat in pregatirea scolara curenta, cat si, mai
ales, In pregatirea premergatoare diverselor forme de testare sau examinare.
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PARTEA 1. Elementele de baza

MULTIMI

In sens matematic, o multime, fie ea M, se defineste ca fiind o gru-
pare sau o colectie, ale carei componente se numesc ELEMENTE ale mul-
timii, si care este privitd, considerata si tratatd ca un ansamblu unitar prin
una dintre urmatoarele modalitati:

— specificarea unei caracteristici / proprietati comune tuturor elementelor
multimii definite;

— indicarea / specificarea concretd a elementelor care compun multimea
definita, fie ele my, my, m3, ... My ; se scrie M = {my, my, ms, ... My}

Dupa numarul, finit sau infinit, de elemente, multimile pot fi multimi fi-
nite sau, respec:[iv, multimi infinite.
Multimea VIDA: o multime fara niciun element; se noteaza cu @.

RELATII

— Elementele my ale unei multimi M sunt legate de aceasta prin relatia de
APARTENENTA; se scrie:
mg e M
(elementul my ,,apartine” multimii M)

O multime M' este SUBMULTIME a unei multimi M daca toate elemen-
tele multimii M' sunt si elemente ale multimii M, adicad avem:
mi' € M' implicd my' € M, pentru orice my'

— Submultimea M' a unei multimi M este legata de aceasta prin relatia de
INCLUZIUNE (relatie reflexiva, antisimetrica, tranzitiva, vezi pag. 12);
se scrie:

McM

99 A

(multimea M' este ,,inclusd” in multimea M)

Multimea COMPLEMENTARA a unei submultimi M' fatd de o multime
M 1in care este inclusa (M' c M): multimea ale carei elemente apartin mul-
timii M dar nu apartin si submultimii M".
Se mai numeste si DIFERENTA, si se noteazi
CuM' =M - M' (complementara multimii M' in M).
Exemplu: M= {a,b,c,d}; M ={b,d}; CuM'=M-M'= {a,c}
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OPERATII

— Operatia de REUNIRE: operatia prin care, din doua multimi date, M1
si M, se obtine ca rezultat o multime M, numitda REUNIUNE, care are ca
elemente toate elementele, comune si necomune, ale multimilor date, lu-
ate cate o singura data. Se scrie:
M1 U Mz =M
Exemplu:
{a,b,c,x,y,z} U {b,c,d,x,v,w} = {a,b,c,d,x,y,z, v, w}

OBS.: multimea vida @ este element neutru pentru operatia de reunire,
MUG = @ UM = M, pentru orice M (vezi pag. 16).

— Operatia de INTERSECTARE: operatia prin care, din doud mul{imi
date, My si M,, se obtine ca rezultat o multime M, numitd INTERSEC-
TIE, care are ca elemente elementele comune ale multimilor date, luate
cate o singura data. Se scrie:
M1 n Mz =M
Exemplu:
{a,b,c,x,y,z} N {b,c,d,x,v,w} = {b,c,x}

Multimi disjuncte (fie ele My si My) — nu au niciun element comun;
rezulta ca intersectia lor este multimea vida:

M1ﬂM2=®

PRODUS CARTEZIAN a doud multimi date, A si B: o multime M ale
carei elemente sunt perechi formate din elemente apartindnd, respectiv,
multimilor date. Se scrie: AxB=M
Daciae Asibe Brezulti(a,b)e M

De notat: 1in perechile (a, b), elementele a si b sunt ordonate strict in or-
dinea indicatd de ordinea factorilor din produsul cartezian; inversarea
ordinii factorilor conduce la formarea altor perechi, (b, a), diferite de
perechile initiale, deci produsul cartezian rezultat este diferit in conse-
cintd, avand alte elemente. Prin urmare, produsul cartezian este (in ge-
neral) necomutativ.

Un exemplu elocvent de produs cartezian este mulfimea M a co-
ordonatelor (X, y) ale punctelor din planul format de axele absciselor,
X € X, si ordonatelor,y e Y,cuM=XxYsi(x,y)e M.

ALGEBRA 11

Corespondenta / punerea in corespondentd a doua multimi (M4 si My)

— corespondentd UNIVOCA: fiecirui element din My ii corespunde, prin
»atagare”, un element din My, dar nu si reciproc;

— corespondentd BI-UNIVOCA: corespondenti UNIVOCA in ambele
sensuri, pentru elementele celor doud mulgimi.

MULTIMI NUMERICE: multimi ale caror elemente sunt numere.

— Multimea numerelor NATURALE, notata N: multimea, definita exten-
siv, anumerelor 0, 1,2, 3,4, 5, ...
N=1{0,1,2,3,4,5,...}

Se noteazd N* multimea N din care se exclude numarul O; este
multimea numerelor naturale nenule
N*=N - {0} N*={1,2,3,4,5,...}

— Multimea numerelor INTREGI, notati Z: multimea numerelor naturale
reunitd cu mulfimea numerelor algebrice (cu ,,semn”, pozitive sau nega-
tive) a caror valoare absoluta este mulfimea N.

— Multimea numerelor RATIONALE, notatd Q: multimea numerelor
a
care se pot scrie sub forma b’ cu a si b numere intregi (b # 0).

Altfel, numere irationale.

— Multimea numerelor REALE, notatd R: multimea numerelor care nu
contin ,,unitatea imaginard” / radicali de indice par din numere negative.
Este reuniunea numerelor rationale cu numerele irationale.

Se reprezinta prin puncte pe axa numerelor reale.

— Multimea numerelor COMPLEXE, notata C: mul{imea numerelor care
accepta radicali de indice par si impar oricare ar fi semnul algebric al ex-
presiei de sub radical / admit ,,unitatea imaginara” (vezi Cap. 3).

Este reuniunea numerelor reale cu numerele imaginare.

Se reprezintd prin puncte in planul complex.

Avem relatiile de incluziune:

NcNcZcQcRcC
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Multimile numerelor FRACTIONARE, IRATIONALE, IMAGINARE
constituie mulfimile complementare ale, respectiv, multimilor numerelor
INTREGI, RATIONALE, REALE, (ale caror definitii le contrazic), fata
de multimile de nivel imediat superior in relatiile de incluziune de mai
sus; nu au simboluri / notatii proprii consacrate.

MULTIME ORDONATA: o multime nevida, fie ea M, pe care (intre ele-
mentele careia) se defineste o relatie binard ,, < ”, zisd de ordine daca,
pentru orice a, b, ¢ € M, sunt verificate urmatoarele conditii:

reflexivitatea (a < a), antisimetria (a < b si b < a implica a = b) si tran-
zitivitatea (@ < b si b < ¢ implicd a < c¢).

Multimea N a numerelor naturale este o multime infinita si ordonata.
(Uzual, se considera ca fiind mul{ime ordonata o multime nevida ale carei
elemente sunt puse in corespondentd bi-univoca cu multimea N a nu-
merelor naturale, sau cu o submultime finita si ordonata a acesteia).

Relatie reflexiva, antisimetrica, tranzitiva

In general, intr-o multime nevida, fie ea M, o relatie, notata aici ,,rel”,
intre elementele sale este:

—reflexiva, daca arel a, pentruoriceae M
— antisimetricd, daca arelb si brel a implicaia=Db,
pentru orice a,be M
— tranzitiva, daca arelb si brelc implica arel c,
pentru orice a, b, c € M

Observatie: a, b, ¢ pot fi considerate multimi, cu M reuniunea lor, caz in
care proprietatile de mai sus se mentin ca proprietati ale unor relatii intre
multimi (vezi relatia de INCLUZIUNE, pag. 9).

NOTA
Conceptul de multime este un concept de baza si esential pentru
definirea fundamentelor matematicii (vezi si pag. 17).

13

OPERATII ALGEBRICE

In sens matematic, o operatie — definiti ca lege de compozitie pe o
multime datd — este procedeul, strict si complet definit, prin care, pornind de la
numere (expresii) date, se genereaza un numar (expresie), direct si exclusiv le-
gat de numerele (expresiile) date prin nsusi procedeul care l-a generat.

Se scrie:
A§B=C
unde:
A, B numerele (expresiile) date - OPERANZI
§  simbolul operatiei, indicand univoc fiecare operatie
concreta (+, -, x, 1, etc)
C  numarul (expresia) generat prin operatic — REZULTAT

Operatia asociaza rezultatul la operanzi dati, dupa un procedeu deter-
minat, bine si strict definit.
(Intr-o exprimare simplisti, operatia este , reteta” prin care se obtine
REZULTATUL din OPERANZI).

Operatiile se diferentiaza in functie de ceea ce se urmareste prin
efectuarea lor, cu consecinte directe asupra procedeului in sine, a valorii
rezultatului si, evident, a simbolului (particulare fiecarei operatii).

A defini o operatie inseamnad de fapt a defini procedeul practic de
obtinere a rezultatului sau, din operanzi dati.

Primele operatii matematice au fost operatiile aritmetice, aparute ca si
corespondente ale unor operatii fizice cu obiecte concrete; introducerea nu-
merelor, care caracterizeaza sub aspect cantitativ obiecte sau grupari de
obiecte, a transformat operatiile cu obiecte fizice in operatii cu echivalentele
cantitative ale acestora, adicd in operatii matematice cu numere, ignorand
natura fizici a obiectelor si deci generalizand, prin abstractizare, operatiile
fizice.

Operatiile matematice fac mult mai comoda si substituie efectuarea
operatiilor fizice cand este urmarit doar aspectul cantitativ; in plus, ele devin
operatii de sine statitoare cu numere, deci cu orice poate fi reprezentat sub
forma de numar.

Se realizeaza astfel abstractizarea si generalizarea, prin ignorarea — in
operatie — a naturii fizice a ceea ce e reprezentabil prin numere sau un echiva-
lent convenit al acestora; se opereaza cu numere pur si simplu, ceea ce a per-
mis matematicii sa se dezvolte ca teorie abstractd independenta care a creat
astfel instrumente utile si valorificabile iIn domeniul care a nascut-o de fapt,
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domeniul fizic, practic, concret.

Matematica este o stiintd care utilizeaza, in esentd, doud instrumente
fundamentale:

— rationamentul, bazat pe principiile logicii;
— calculul, bazat pe operatiile matematice.

Daca rationamentul este ,,imprumutat” din logica (stiintd cu care mate-
matica este esential Tnruditd), calculul este un produs propriu al matematicii,
prin insasi definirea si utilizarea operatiilor matematice.

In definirea operatiilor matematice se respectd strict legile logicii, legi
care fac de fapt legatura corecta cu realitatea fizica, pe care operatiile trebuie sa
o respecte si sa o reflecte.

Matematica realizeaza astfel legatura bi-sens dintre realul fizic concret
si ,,realul” abstract (avand, ca fundamentare si elemente de legatura, principiile
logicii): se ,,inspirda” din concret, ,,creeaza” in abstract si valorifica in acelasi
concret fizic de la care a pornit (vezi aplicatiile matematicii in fizica).

Matematica nu este abstracta! Abstractul este doar forma si mediul in
care matematica produce si evolueaza, dar, dintotdeauna, matematica a plecat
de la si s-a intors — prin ceea ce a produs — la concretul fizic, fiind astfel un
exponent al gandirii i imaginatiei intelectuale precum si, poate, cel mai pro-
ductiv instrument 1n evolutia, dirijatd de om, a lumii fizice.

Definirea operatiilor, ca instrumente de calcul, este un proces creativ;
calculul, care Tnseamnd efectuarea operatiilor, este un proces ,,mecanic”, de
uzurd, si este practic preluat de mijloace de calcul mecanice sau electronice,
auxiliare (dar produse ale) inteligentei umane.

Operatia este definita ca lege de compozitie pe o multime data.
Considerand o mulfime nevidda M si doud elemente oarecare ale acesteia,
mie M si mye M, o operatie § pe M asociaza fiecdrei perechi (M, my) un
element r = my § my; re M si este rezultatul operatiei § asupra operanzilor
my $1 ms.

Multimea perechilor (m4, my) este insa produsul cartezian M x M
(vezi pag. 10).
Rezulta atunci ca o operatie algebrica § pe multimea M este o functie de-
finita pe produsul cartezian M x M, si cu valori in M (vezi si Cap. 6):

§:MxM—M

Aceasta functie asociazi fiecarei perechi (my, my)e MxM
elementul unic (M1 § my)e M.

ALGEBRA 15

PROPRIETATI GENERALE ALE OPERATIILOR

Se spune despre o operatie § (pe M) ci este:

— ASOCIATIVA, daci o parte din operanzi pot fi ,,asociati”” in ope-
rare si Inlocuiti prin rezultatul aceleasi operatii efectuate asupra operanzilor
respectivi, adica, pentru orice a, b, c € M:

(a§b)§c=a§(b§c)=a§d, cud=b§c

— COMUTATIVA, daci rezultatul operatiei nu se schimba schim-
band ordinea operanzilor in operatie (,,comutandu-le” pozitia), adica, pentru
oricea,be M:

a§b=bga

Se spune despre o operatie §1 (pe M) ca este

— DISTRIBUTIVA fati de o operatie §. (pe M) dac, pentru orice
a,b,ce M:

adi(b§c)=(a§b)s(agc) (distributiva ,,la stanga”)

si
(b§2c)§1a=(b§ra)§(c§ia) (distributiva ,la dreapta”)
( Operatia §1 se ,,distribuie” asupra operanzilor operatiei §; )
Exemplu:
operatia de Tnmultire este distributivd fatd de operatia de adunare,
adicd avem

ax(b+c)=axb + axc
si
(b+c)xa =bxa + cxa

Fiecare operatie are reguli de efectuare si simbol proprii; de asemenea,
are proprietati, specifice sau comune unui grup de operatii, si restrictii de efec-
tuare / valabilitate, restrictiile decurgand in principal din conditiile de existenta
impuse rezultatului si / sau operanzilor (adica din conditiile care, intr-un con-
text dat, fac posibila efectuarea operatiei).
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ELEMENT NEUTRU (e) al unei operatii § pe o multime M:
daca exista, este un element @ € M, unic, astfel incét, pentru orice
m € M, sd avem

m§e=e§m=m

ELEMENT SIMETRIZABIL. SIMETRICUL UNUI ELEMENT

Considerand o operatie §, pe o multime M si cu elementul neutru e,
un element m € M este simetrizabil fata de operatia § daca exista un ele-
ment Mg € M, numit ,,simetricul” lui m fatd de operatia §, astfel incat

m§ms=mg§m = e

De notat: daca exista e, atunci €5 = €

Exemple:
Operatia algebrica de
— INSUMARE
e=0 X+0=0+X=X
Xs = -X X+-X)=(-X)+X=0
(- X) este ,,opusul” lui X
— INMULTIRE
(RIDICARE LA PUTERE)
e= Yx1=1xY=Y
Y0=e=
YS=1=Y'1 Yxlzlxy=1
Y Y Y
1 .
v =Y T este nversul” lui Y (Y1 xY1=Y0= 1)
— REUNIRE

e=0 MUO=0UM=M

(cu restrictiile de existentd Xs , Ys in multimile asociate operatiilor;
vezi si pag. 17, grup / monoid).

ALGEBRA 17

Asocierea dintre conceptul de operatie algebricd si conceptul de

multime constituie baza de definire, axiomaticd, a STRUCTURILOR
ALGEBRICE, fundamentale in matematica (si magnifice prin ,,complexi-
tatea” si universalitatea simplitatii lor — Niels Henrik ABEL, 1802-1829
si Evariste GALOIS, 1811-1832).
Structura algebrica (In speta, teoria grupurilor) constituie conceptul care a
permis tranzitia de la algebra traditionald, care se ocupa doar de numere,
spre o generalizare care implica si permite operatii intre elemente de orice
fel. (O reconfirmare a ,,realismului”, Tnalt abstractizat, al matematicii! Vezi
pag. 14 si Bibliografia [2]).

Tratarea exhaustivd a acestui subiect nu intrd in obiectivul lu-
crarii de fatd. Vom reaminti insa definitiile:

STRUCTURA ALGEBRICA - un cuplu format dintr-o multime nevidi,
fie ea M, si (cel putin) o operatie algebrica, fie ea §, pe aceasta multime,
operatie care satisface una sau mai multe axiome.

Se scrie: M, §)

— SEMIGRUP: o structura algebrica (M, §) in care operatia § satisface axi-
oma, unica: 1) este asociativa (vezi pag. 15).

Daca, suplimentar, operatia § este si comutativa, semigrupul se nu-
meste semigrup comutativ.

— MONOID: o structura algebrica (M, §) in care operatia § satisface doua
axiome: 1) este asociativa; 2) are element neutru (vezi pag. 16).

Daca, suplimentar, operatia § este si comutativa, monoidul se numeste
monoid comutativ.

Exemple: (N, +); (N*, x); (Z, x); (Q, x)

— GRUP: o structura algebricd (M, §) in care operatia § satisface trei
axiome: 1) este asociativd; 2) are element neutru; 3) orice element m € M
este simetrizabil fatd de operatia § (vezi pag. 16).

Daca, suplimentar, operatia § este si comutativa, grupul se numeste
grup comutativ (sau grup abelian).

Exemple: (Z, +); (Q, +)
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Ridicarea la putere; puterea

DEFINITII

Operatia de RIDICARE LA PUTERE deriva din operatia de in-
multire, ca un caz particular al acesteia cand factorii sunt identici, si pre-
supune efectuarea produsului:

(1) P=axax..xa

N factori identici
(numarul a Inmultit cu el insusi de n ori)

Se spune: ,ridicarea numarului a la puterea n” si se scrie, ca simbol al
.. . n
operatiei de ridicare la putere, a .

. n
Simbolul a  se numeste PUTERE, cu:
a — BAZA puterii
N — EXPONENTUL puterii

si indica efectuarea operatiei de ridicare la putere:
Simbol Operatie
a' —» RIDICARE LA PUTERE

PUTERE

Date:a,n - $» RIDICARE LA PUTERE - » rezulti: P
(vezi si pag. 29)

Numarul P (valoarea produsului (1)) este rezultatul operatiei de ridicare
la putere si reprezinta valoarea numericd a expresiei algebrice PUTERE,

an, pentru a si n date.

NOTA

Puterea naturald a" (an =axax..xa,den ori)aunui element a
este un element care apartine monoidului multiplicativ (M, x), cua € M
sin € N* (puterea a n-a a elementului a).

ALGEBRA 19

Vorbim despre puteri naturale (n € N*) ale unui element, sau puteri in-

tregi (n € Z) ale unui element simetrizabil (inversabil) in monoid / grup.
(Vezipag. 1651 17)

Fie expresia C x an,
in care se defineste C ca fiind COEFICIENTUL puterii a".

Expresiile C4 x a" si Cyx a" sunt PUTERI ASEMENEA, deoarece au,

independent de coeficient:

— aceeasi baza

— acelasi exponent.
EGALITATI

m n o . .o e .
a =b doar daci au aceeasi valoare numerica, adica, simultan,
m . n
a =Psib =P

OBS.: nu rezulta, cu necesitate,caa=bsim=n

m n T
a =a implici m=n

n n T
a =b implica a=b

0 _ .

a =1 pentru orice a
a_1 :
a = 3 pentru orice a#0

(Vezi si pag. 16)
OPERATII

Avem:

C1x(nga")=(C1sz)xa”=Cxa”, cu C=C1XC2

Exemple: -3x(Cxa")=(-3xC)xa";

_3(12a") = - 36a"; 122

1
=3 (12a") = 4a"
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Adunare / scadere (insumare algebricd): posibila doar intre puteri / ter-
meni asemenea si se efectueaza prin insumarea algebrica a coeficientilor
acestora, puterea comuna pastrandu-se in suma algebrica rezultat:

Cia"tCya"=C;a"+Cya"=[Ci+(xCyla"
Exemplu: 3a°-4a°= 3a’+(-4)a°=[3+(-4)]a°=-2a°

Inmultire / impartire — posibile doar intre puteri cu aceeasi baza si se
efectueaza:

inmultirea — prin inmultirea coeficientilor si insumarea exponentilor
CiamxCya"=(CyxCya™""
Exemple: -a’x 4a°=-4a°; a’=a°xa’=a*xa’=a*xa’xa
impartirea — prin impartirea coeficientilor si scaderea exponentilor
C1 am: Cz a" =(C1 : Cz) am'"
Exemple: 6a%:(-2)a°=-3a%; a®=a":a?=a"":a’

in ambele cazuri pastrandu-se, in rezultat, baza comuna a operanzilor.

Ridicarea la putere a unei puteri — caz particular de inmultire de puteri; se
efectueaza prin reproducerea bazei si Inmultirea exponentilor:

(a™)"=a"xa"x..xa"=a""""" =a

&
A 4

L 2
<
T
|
i
i
5
|
*

N factori identici N termeni identici

Exemple: (@*)°’=(a®)’=(@*)°=(@%)'=a"%; (@) %=a®= —

ALGEBRA 21

Extragerea de radacina; radicalul

DEFINITII

Operatia de EXTRAGERE A RADACINII DE ORDINUL n este
operatia inversa operatiei de RIDICARE LA PUTERE CU EXPONENT
n; permite determinarea bazei a a unei puteri cand se cunoaste valoarea P

o . ..n

a puterii si exponentul n al acesteia (a = P).

Se spune: ,,extragerea radacinii de ordinul n din numarul P” gi se scrie, ca
. .. < e . .. N P

simbol al operatiei de extragere a radacinii, VI .

Simbolul WE se numeste RADICAL de ordinul / indice n din P, cu:
N — INDICELE radicalului

P — EXPRESIA DE SUB radical
si indica efectuarea operatiei de extragere a radacinii:
Simbol Operatie

WE ——» EXTRAGERE DE RADACINA

RADICAL
Date:a,n - » RIDICARE LA PUTERE - » rezulta: P
Date: P,n » EXTRAGERE DE RADACINA » rezulti: a

(vezi si pag. 29)

Considerand numarul P ca valoare numerica a unei puteri cu baza

a si exponent n, P = an, valoarea numerica asociata simbolului RADI-
CAL DE ORDINUL / INDICE n DIN P este numarul a, adica, prin defi-
nitie:

WE =4a astfel incat (deoarece) an =P

Rezultd Va" =a s (VP =P
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Numarul a este rezultatul operatiei de extragere a radicinii, si reprezinta

. .. . n .
valoarea numericd a expresiei algebrice RADICAL, \/E , pentru P sin
date. Se numeste ,,raddcind de ordinul n din P” (de unde provine si de-
numirea operatiei).

De notat n este exponent la putere si indice la radical; permite determi-
narea bi-sens, prin operatiile corespunzatoare:

Conventional, RADICALUL, ca simbol al operatiei inverse operatiei de
ridicare la putere, se mai simbolizeaza si printr-o PUTERE cu exponent
fractionar:

(D) Q/E =pn (% este inversul lui n)
m

in general, P™- P M. deciradicalii se pot trata
si ca puteri.

Expresiile algebrice care contin radicali sunt expresii algebrice
irationale (ca si radicalii).

CONJUGATA unei expresii irationale date este expresia care,
prin Inmultire cu expresia datd, genereazd o expresie algebrica rationala
(fara radicali), operatia respectiva numindu-se ,,rationalizare” (pag. 24).

COEFICIENT C al unui radical — se defineste ca la puteri,

AP

Radicali ASEMENEA sunt radicalii care au, independent de coe-
ficient:
— acelasi indice
— aceeasi expresie de sub radical.

Nota: daca indicele n = 2, nu se mai scrie explicit in simbolul radicalului.

ALGEBRA 23

EGALITATI
Radicali EGALI — doar daca au aceeasi valoare numerica.

in particular:

n{/E = rJ\/E implicdi m=n
VK VE implica A=B

OPERATII

Adunare / scddere (insumare algebricd): ca la puteri; posibila
doar intre radicali asemenea.

Inmultire / impaértire: posibile doar intre radicali cu acelasi indice
si se efectueaza prin, respectiv, inmultirea / Impartirea expresiilor de sub
radicali, pastrandu-se indicele comun.

Ridicarea la putere a unui radical: se ridica la putere expresia de
sub radical.
(Revine la ridicarea la putere a unei puteri — vezi (1), pag. 21).
Avem:

1

(VP m=(PMy"= P " = YP"
Implicit, ( W )p = n\/ A™P

Radicalul unui radical — este un radical al carui indice este pro-
dusul indicilor radicalilor:

(se deduce din (1), pag. 23, operand cu radicalii sub forma de puteri).
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Aducerea radicalilor la acelasi indice: revine la aducerea la numitor co-
mun a unor fractii (care sunt exponentii radicalilor scrisi ca puteri).

Fie radicalii (cu indicii m # n):

1 1
m/P — Pm si n/P — Pn
Avem:
1 n 1 m
—=— 5 —=—
m mn n mn

deci rQ/E = mQ/; si n\/E - /pm

Rationalizari (vezi si pag. 22)

Se utilizeaza, in principal, pentru rationalizarea numitorilor irationali
de fractii, prin amplificarea fractiei cu conjugata numitorului.
Se vor avea 1n vedere identitatile (a si/sau b considerandu-se radicali):

1. (a+b) (a¥b)=a?- b? pentru radicali de indice 2

(Expresiile a+b si a-b sunt, fiecare, conjugata celeilalte)
Exemple: (2 -43)2 ++/3)=4-3=1 (e Q)
(V3 +5)43-45)=3-5=-2 (€Q)

2. (a+b) (@®Fab + b% =a*+ b?, pentru radicali de indice 3
(Expresiile a + b si @ ¥ ab + b? sunt, fiecare, conjugata celeilalte)

Exemple: 2 -35)4+235 +325)=8-5=3 (€Q)
2 +35)4-235 +3/25)=8+5=13 (¢ Q)

De notat:

in multimea R a numerelor reale si pentru indicele N numar par,
. n . .. . <
radicalul VA impune conditia de existentd A > 0;

(din VA =BremltiA=B" dar, cu n par, B >0 pentru orice B € R).

ALGEBRA 25

Logaritmarea; logaritmul
DEFINITII

Operatia de LOGARITMARE IN BAZA a permite determinarea
exponentului, N, al unei puteri cand se cunosc valoarea puterii, P, si baza

acesteia, a (an =P).

Se spune: ,,logaritmarea numarului P in baza a ” si se scrie, ca simbol al
operatiei de logaritmare, logg P.

Simbolul logg P se numeste LOGARITM in baza a din P cu:

a — BAZA logaritmului.
P — ARGUMENTUL logaritmului / EXPRESIA logaritmata.

si indica efectuarea operatiei de logaritmare:

Simbol Operatie
loga P ——» LOGARITMARE

LOGARITM
Date:a,n - » RIDICARE LA PUTERE - » rezulta: P
Date: P, @ e » LOGARITMARE - p rezultd: n

(vezi si pag. 29)

Considerand numarul P ca valoare numericd a unei puteri cu

baza a si exponent n, P = an, valoarea numerica asociatd simbolului
LOGARITM IN BAZA a DIN P este numirul n adica, prin definitie,

n
loga P =n astfel incat (deoarece) a =P

Cu alte cuvinte, logaritmul unui numar este exponentul puterii la care
trebuie ridicata baza logaritmului pentru a obtine acel numar, adica

A IogAB =B

log 99 _
5 =

Exemplu: 5 99
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Numarul n este rezultatul operatiei de logaritmare, simbolizata prin loga-
ritm, §i reprezintd valoarea numerica a expresiei algebrice LOGARITM,

loga P, pentru P si a date.
Din definitia logaritmului rezulta ca:

— nu exista logaritmi in baza 1;

(cum 1M=1 pentru orice n, ar rezulta ca P = 1 pentru orice P)
— nu exista logaritmi in baza 0;

n . o .
(cum O = 0 pentru orice n, ar rezulta ca P = 0 pentru orice P)
— nu exista logaritmi in baza negativa.

Concluzie: baza oricérui logaritm este strict pozitiva si diferita de 1:
a>0si a#1

— nu exista logaritmi ai numerelor negative
(dacaa>0,P = a">0 pentru orice n finit)
— nu exista logaritm, cu valoare finita, a numéarului 0
(P =0 implica n — + oo).

Concluzie: argumentul oricarui logaritm este strict pozitiv:
P>0

EGALITATI

Logaritmi egali — doar daca au aceeasi valoare numerica.
In particular:

loga P =logp P implica a=b;
logg A =logg B implicd A=B;

OPERATII

Pentru orice bazia (a>0 si a# 1), avem:

loga1=0 (a°=1 pentru orice a)
logaa=1 (a1 = a pentru orice a)

ALGEBRA 27

loga (AxB) = log; A +log; B

deci loga A" =m log, A (loga A™ = loga (AxAx ... xA))

de m ori

m
. n m n Y
Sl loga VAm = — logs A (radicalul scris ca putere: VAm =An)
n

A
loga B = log; A -log, B

SCHIMBAREA BAZEI LOGARITMILOR

Este utilizatd pentru aducerea unor logaritmi la aceeasi baza, in vederea
efectudrii de operatii sau pentru comparari valorice (de tip ,,>” sau ,,<”).

Fie: a —baza ,,veche” (initiald)

b — baza ,,noud” (in care se doreste trecerea, prin schimbarea bazei).
Avem relatia de transformare in logaritmi in baza ,,b”, din logaritmi in
baza ,,a”:

(1) logp P

loga P
0ga b x [0ga

baza ,noud” b

|
|
i baza ,veche” a
|

1

unde expresia

I 5 se numeste MODUL DE TRANSFORMARE,
0g4

deoarece ,transforma” logaritmul, prin Inmultire cu acesta, din baza ,,veche”
in baza ,,noud”, pastrandu-i argumentul neschimbat.

Daca in (1) consideram/facem P = a, rezultd logp a = 1 / logg b, adica,
pentru oricea, b>0 si a,b#1 avem:

(loga b) x (logp @) = 1
In functie de valoarea bazei, logaritmii se numesc :

—cubaza =10 logaritmi zecimali (vulgari), notati Ig
— cu baza = numarul ,,” logaritmi naturali (neperieni, Neper), notati In



28 EMIL STOICA

FUNCTIA LOGARITMICA
(Vezi si Cap. 6)

y = f(x) = loga x x>0;a>0si a#1)
Se comporta diferit (i va fi tratata ca atare) depinzand de valoarea bazei a:

0<a<1 functie strict descrescitoare;
a>1 functie strict crescatoare,

afectand in consecintd si alura graficului functiei, deci reprezentarea sa
grafica. (Se reaminteste ca, in orice caz,a>0si a#1).

Acest comportament se va avea in vedere si la compararea valorica a
unor logaritmi dati care, in prealabil, au fost adusi la aceeasi baza.

Exemplu:
ce relatie valorica (>, <) exista intre
loga 3 si loga 52
—daca O<a<A1, loga 3 > logy 5
—daca a>1, loga 3 < logg 5

NOTA: Baza a este un parametru si nu o variabila a functiei logaritmice.

Calculul valoric al logaritmilor. Tabele de logaritmi zecimali

Pentru valoarea numericad b a logaritmului unui numar dat X (x > 0),
Igx = b, se definesc:

caracteristica — partea Intreaga:

— daca X este intreg, caracteristica este (numarul cifrelor lui X) - 1;

— dacd x <1, caracteristica este ordinul primei cifre semnificative (nenule);
mantisa — partea zecimala:

— precalculata si obtinuta din tabele.

Calculul valoric al unor logaritmi in alte baze decét baza 10 presu-
pune schimbarea prealabila a bazei in baza 10 si apoi calculul uzand de cele
de mai sus.
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De notat

In aritmetica, operatiile de bazi sunt adunarea, cu sciderea ca
operatie inversa a adunarii.

In algebra, operatia de baza este insumarea algebrica; prin intro-
ducerea numerelor algebrice (cu semn algebric, + sau -), operatia de sca-
dere devine o operatie de adunare (insumarea algebricd) intre un numar
pozitiv si un numar negativ: a - b = a + (- b); in general,

a-(xb)y=a+(¥b)
Practic, insumarea algebricd a doud numere de semn contrar revine la
efectuarea unei operatii aritmetice de scadere intre valorile lor absolute
(valoarea mai micad din valoarea mai mare), valori care sunt numere arit-
metice, iar semnul rezultatului este semnul atasat celei mai mari dintre
aceste valori.

In ambele cazuri, celelalte operatii sunt operatii derivate din ope-

ratiile de baza, ca si cazuri particulare ale acestora sau ale subsecven-
telor acestora.
(Inmultirea este o insumare repetat, cu termeni identici; impartirea este o
scadere repetatd, deci tot o Insumare, algebrica; ridicarea la putere este o
inmultire, cu factori identici, iar extragerea de radacina si logaritmarea
sunt operatii adiacente acesteia)

Insumare
cu
termeni identici
R
Inmultire
Exponentul puterii cu
n factori identici
Logaritmare Pl PUTERE v
n=loga P ~ . P =a <——— Ridicare la putere
A
a<d P
Baza puterii Valoarea puterii (P=axax...xa, den ori)

Extragere de radacina
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Exemple de aplicatii

1) -2a + 3b? + 3a° - 8b%- 42 - 9b? =
[-2a® + 3a” + (-4a%)] + [3b* + (-8D%) + (-9b%)] =
= (2+3-4)a% + (3 - 8-9)b? = -3a? - 14b?
1 1 4
2 3V 4 4 22, ' =
2) (Ba) (@) + 5 +(2b) 25+ 352 ]
=3a%a? +a%a’ + 12a’b* + 3a%a® + 4a%a? =

=3a1“+a+12azb“+i3 +4
a

24+2 1 1
3) 4026 - 4[24v2 _ o4 = %2 o g8 52 —a*a
3 1
4) Yava = 3\/\/a—3 =a®=ab a2 = \a

5) V18 + 12 + /32 + /48 =

=7J9x2 + J4x3 + 16x2 + \/16x3 =
= 342 +24/3 +442 +443 =742 +643
2 2(@2+43) _2(2+43) _
O3 T eBeeE T 4s 2T
; 242-4/3 _ (2J2-3)(2V2-4/3) _8-4V6+3 11-46
)2J§+J§_(2J§+J§)(2J§-J§)_ 8-3 5

1

8) log. (@®+/a ) = log, a® + loga+/a = 6 l0g, a + log, a2 =

=6 log a+1log a=EIog a=E

2 2 ¢ 2 2

aSbs_ 3.5 3ab = s | -
9)Iogaﬁ =log, a’b’ - log, ¥ab =3 +log, b -glogaab—

1 1 1

=3+5Iogab-§(1+Iogab)=3+5logab-§-glogab=

8 14 2
=§-?Iogab=§(4-7logab)
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NUMERE COMPLEXE

In multimea R a NUMERELOR REALE, pentru orice X € R si
n par (n = 2k, k € N*) avem x" > 0; in consecinta, pentru n par, W= X
exista doar pentruy >0 (y = x" >0, y € R), ceea ce constituie o conditie
restrictiva impusa operatiei de extragere a radacinii din orice numar real.

Raspunsul matematicii la aceasta restrictie, cu intentia eliminarii
ei si a generalizarii operatiei de extragere a radacinii (de orice ordin) asu-
pra tuturor numerelor reale (pozitive si negative), este:
dacay <0, atunciy = (-1)y', cu y' > 0; in consecinta,

ofy = 8eny = Yen oy

Dacd n este par, n = 2k (k € N*) si YY" existd pentru orice y' (deoarece

1
y' > 0), iar Ven=[4en]k

Cum ins3, in multimea numerelor reale, 4/(-1) nu are sens, ,,blocand” ast-

fel operatia de extragere a radicinii de ordin / indice par din numere reale
negative, s-a introdus in matematica o notiune noud, denumita (prin co-
respondentd cu ,,unitatea realda”, 1) ,,UNITATEA IMAGINARA”,

notata i: i= (1)

iar numerele de forma b xi, cu b € R, se numesc NUMERE
IMAGINARE, (prin corespondentd cu numerele reale, de forma a x 1,

1 fiind ,,unitatea reald” iar a € R).
Rezulta:
— pentru n par (n = 2k, ke N¥),

W exista pentru orice y = 0 si
1
W = ik Q/y" pentru orice y <0, y' = -y > 0 (exemplu: -3 =i+/3);
— pentru n impar (n = 2k + 1, k € N¥), Wexisté pentru orice Y € R,
adica: prin definirea unita{ii imaginare i, operatia W devine posibila si

are sens pentru orice N, par sau impar, si orice y € R, pozitiv sau negativ.

Reuniunea multimii numerelor reale cu multimea numerelor ima-
ginare este multimea NUMERELOR COMPLEXE, notati C.



