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ENUNTURI

clasa a Vll-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

Alba
7.0.1. a) Demonstrati ci: ! = ! - ! VkeN
T =2k +1-2)  (k=+2) J(k+1-2) '
b)Dacéx=#§i

1 .
! , atunci 2 € 7.

1
+ +..+
Jo2-27 J(§2-30 JW2-3J62-47  JW2-97 (W2 -10p x
7.0.2. Aflati numerele prime p si ¢ de.dowd cifre, pentru care pg + 1 este patrat perfect.
Gazeta Matematica 2023

7.0.3. Se da un triunghi ascufitunghic ABC, AB = AC. Fie D mijlocul laturii BC, iar E si F simetricele

punctului D fata de dreptelewd B, respectiv AC.

a) Demonstrati ca patralaterul BCFE este trapez isoscel.

b) Demonstrati ca patrulaterul’AEDF este romb daca si numai daca triunghiul 4ABC este echilateral.
7.0.4. Cercurile (01,51 si ¢2(0,, 1) se intersecteaza in A si P, iar secanta BP, B € ¢1(O., r1), intersec-
teaza ¢2(0,, 12) in'€. Fie B', respectiv C' diametral opuse lui 4 in ¢1(O1, 1), respectiv ¢2(O», r2). Aratati ca:

a) Punctele B’, P, C"sunt coliniare; b) «O1BA4 = «0,CA.

Arad

7.0.5. a) Se considerd numerele:

a2 102
[L+ 2 + 3 + 4 jz sib= 26 710 ~3\/§+‘2\/§—5‘—(5—2ﬁ).
V312 27 J48)°3 V202 —162 2

Calculati (a + b) - [a— b|.

1 1 1

]
+ + +..+
1+3 BB3+5 5+47 J119 +121.

b) Calculati patratul numarului ¢, unde ¢ =



7.0.6. Determinati numerele rationale m si n pentru care are loc egalitatea:
%-\/45—10\@ +1y9+ 2414 =2 + 947,

7.0.7. In triunghiul 4BC, «B = 90°, bisectoarea unghiului 4 intersecteaza latura BC in D si perpendiculara
in C, pe AC, in E. Fie EF || BC, F € AB.

a) Aratati ca ACDE este isoscel. b) Demonstrati ca CDFE este romb.

7.0.8. Fie ABCD patrat si punctul £ apartine segmentului DC. Fie F' € BC astfel incét B sa fie intre F' si C,
iar DE = BF. Fie G apartine segmentului BC astfel incat AE = FG. Notdam M mijlocul segmentului AG si
AE N FM= {N}.

a) Aratati ca GO L AF, unde FM N AB = {Q}. b) Ardtati ca ABGN este trapez dreptunghic.

9 Arges

7.0.9. Se considerd suma: S = - ! 5 + 721 3 +...+ ,2()241 2025y °
(1+27(1+27)  (1+279)(1+2) 7 (1+277)(1H27)
. 1 1
a) Demonstrati ca S = 3 110 ;

b) Aratati ca [2025 - S] < 675, unde [x] este partea intreaga a numarului real x.

7.0.10. Fie ABCD un patrulater inscriptibil cu AD = DC. Notam cu P, pi¢iorul perpendicularei din D pe BC.
Prelungim segmentul BC cu un segment CS = 4B.
a) Demonstrati ca triunghiul BDS — isoscel. b) Sa se arate ca AB + BC = 2BP.

7.0.11. Fie

S1=143+5+7 +1+3+5+7+9 +V1+3+5FFt 9 Fbl +...+ VI +3+5+7+9+11+13+...+2023.
a) Determinati suma Sj.
b) Aflati ultima cifrda a sumei S =1+3+8+7+ 9+ 11+ 13 +... +2023.
7.0.12. Fie ABCD un dreptunghi avand AB >BC, cu AC N BD = {O} si bisectoarea unghiului ABC si BD
fac unghi cu masura egald cu 15°. Bisectoarea unghiului ABC intersecteazd diagonala AC in punctul P si
latura DC in punctul E. Aratati cd ACOE si"APOE sunt triunghiuri isoscele.

B Bacau

7.0.13. a) Aflati valorile posibile ale numarului natural », stiind ca multimea:
A= {\/;,\/n +1, Jn+ 2, \/2025} contine 20 de numere rationale.
b) Fie multimea B'= {x +y | x, y € A}. Daca n = 1, aflati numarul elementelor rationale ale multimii B.
7.0.14. Se gonsidera trapezul isoscel ABCD, cu baza mare AB. Notam mijlocul diagonalei BD cu E si

piciorul’perpendicularei duse din D pe AB cu F. Demonstrati ca dreapta AC este paraleld cu EF.
7.0.15¢ Sesconsidera patratul ABCD, punctele E, E», E5 situate pe latura CD si F, F, F3 situate pe latura 4B,

14 K+ A, 2
astfel incat —— 22 = Q;FzEzD = &;F"ElD =—. Demonstrati ca dreptele £1F1, ExF> si E3F5 sunt concurente.

“IBREC  “YBRE,C 'BF,E,C

7.0.16. Se considera numarul prim p si numarul natural @, mai mare decét p.

. - o . . a+ <
a) Aflati numarul a in functie de p. daca P este numar natural.
a-p

a+p
a-p

b) Aflati numarul p, daca este numar natural.



30° 8m 2m\2m2m

7.0.148. Fie patratul ABCD si M un punct pe latura BC. De aceeasi parte a dreptei AB.-§¢ construieste
patratul AMNP.
a) Aratati ca punctele P, D, C sunt coliniare. ~ b) Demonstrati ca dreptele AC si CNasunt perpendiculare.

B9 Teleorman

J2-1 s -2 - J2025 —/2024
V2 Jo T 4098600

n pentru care +/»-a este numar natural.
b) Determinati valorile intregi ale lui x pentru care:

\/(1—\/5)2 +\/(ﬁ—J§)2 +\/(1—J5)2 1\ 14-65 +4/6-42

7.0.149. a)Fica=

. Determinati,¢€]l mai mic numar natural nenul

N=
x =
este numar intreg.
1 1 1
s+l 142 14243 14243 2024
7.0.150. a) Aflati x stiind ca este indeplinita conditia: =1t tot 2024+ tot..t :
1013 o
b) Ardtati cd numarul Ja esfe rational, unde a = (2024 + ) :2025.
VI+3+5+...+2025

7.0.151. Fie ABC un triunghi echilateral, D € BC astfel incat DC = BC si E € AC astfel incat AE = AC. Daca
DE N AB = {F}, ardtati c&AB'= 3AF.
7.0.152. Fie M si N puncte pe diagonala AC a paralelogramului ABCD, de o parte si de alta a dreptei BD,

astfel incat OM =, ON, O fiind intersectia diagonalelor, iar punctul M este situat intre punctele 4 si O.
Dreptele BM, DM,"BN si DN intersecteaza laturile 4D, AB, DC, respectiv BC, in punctele F, E, G,
respectiv Hy Demonstrati ca patrulaterul EFGH este paralelogram.

™ Tindis

1+2+3+4+...+2025

7.0.153. a) Demonstrati ca numarul 4 = 2025 — este natural.
VI4+3+5+7+...4+2025
b) Fie x si y numere reale nenule, astfel incat 1 + 1 ﬁ . Calculati /(x—2025)-(y—2025).
Xy

7.0.154. a) Aritati cd 4 = \/n™ +n** este irational pentru orice #» numar natural nenul.

b) Determinati numerele naturale » pentru care numarul a = \/ 11-y11—-+/11+n este rational.

21



2. Concursuri interjudetene

~Alexandru Papiu-llarian”, Targu-Mures, 19 octombrie 2024

7.C.1. Determinati numerele naturale abe pentru care atl_ b2 _ct3 si 2 + 3 + 4 eN
3 4 a+l b+2 c+3
7.C.2. In triunghiul echilateral ABC se considerd 4D 1 BC si N mijlocul lui 4B. Pe prelungired lui BC luim

punctul M astfel incat BM = BD, B € MD, iar MN N AD = {P}. Demonstrati cd CP este perpendiculara pe
AM.

Gazeta Matematica

— . - K - 38 A
7.C.3. Un numar natural abc se numeste ,,numar papiist 2024 daca este prim $i T e N. Cate
a +b +c

,humere papiiste 2024” sunt?
Florica Ginta si Vasile Ginta
7.C.4. O fortareata aflata pe o insuld, nu departe de tarm, are amprenta la,sol ungpatrat. Pentru ca nu ne putem
apropia de fortdreata, ne asezam Intr-un punct M pe tirm si, cuqun telemetru (aparat de masurat distante),
masuram distanta de la punctul M la cele trei colturi vizibile ale,fortaretei: distanta de la punctul M la
coltul 4 este de 33 m, distanta de la punctul M la coltul B esteide 91 m si distanta de la punctul M la C
este de 85 m. Cat este aria amprentei la sol a fortaretei?

Dorel Duca
~operante Olimpice”, Pascani, 9noiembrie 2024
SuBIeCTULI
7.C.5. Fie numirul rational x = (3+/3 £%/26)".
a) Demonstrati ca 33 =264 % b) Aflati primele 90 de zecimale ale numarului x.

L+L+ + S
3,74 11007

7.C.6. Fica= -+
2
1

1
<<

a) Demonstrati ¢ > ,Vne N,n>1.
n(n+wl) no (n—-n
b) Demonstrati ¢a 0,2 < \/% <0,3.
SUBIECTUL AL lI<LEA
n—n+4

7.C.7. Se dau multimile: 4 = {an la, € Q,a,= ,neN,1<n< 100} si

n® +1

nw—n+6
B= {bn |bnEQ,bn=2—2,l’l€ N,ISI’ISIOO}
n+

a) Aflati card 4 si card B.
b) Demonstrati ci suma (card 4)*? + (card B)* este divizibila cu 5, pentru orice k € N.

25



clasa a Vlll-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

Alba

8.0.1. a) Stabiliti carui interval ii apartine fiecare din numerele reale a si b,4tiind ca:
9a* — 12a + 4b* — 4b = 20.

b) Dacix—4y+1=0sixe [-1; 3], aflati 4 = \J(x+1)* + 3 +/(x =8 + (»—1)°.
1 1

8.0.2, a) Verificati identitatea: 1+i+ , Ve N

n’ (n+1)2: n n+l

2 2023 2024

8.0.3. Fie cubul ABCDA'B'C'D’, E mijlocul segmentului 4B si F centrul fetei ADD'A’. Aratati ca:

a) BD' este paraleld cu planul determinat de punctele 4, E si D;

b) C'F este perpendiculara pe planul determinat de punctele A’, E si D.
8.0.4. Fie ABCA'B'C’ o prisma triunghiulara regulata dreapta.

a) Determinati dreapta de intersectie.dintre planele (4'BC) si (B'AC).

b) Aratati ca intersectia planelor (4'BC), (B/AC) si (C'AB) este un punct 7.

¢) Aritati ca TG este perpendictlar pe planul (4BC), unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

Gazeta Matematicg 2023

b) Determinati partea intreaga a numarului: a = \/1 +i2+i2 + \/1 +L2+L2 +..+ \/1 + !
1 223

Arad

8.0.5. a) Se considéra un numar natural » si definim multimea 4, = {x € R ||x+n—6|<3n+4}.

a) Scrieti multimea 4; sub forma de interval.
b) Aflati numarul natural » pentru care 4, contine exact 609 numere intregi.

8.0.6. Fiea:\/2025+x+\/2025—x Sib:\/zozsﬁux_\/zozs_x
2025-x  \2025+x 2025-x  V2025+x

, unde x <2025 este un numar natural

. . . < a A
prim. Determinati x pentru care numarul 5 este Intreg.

8.0.7. Fie triunghiul echilateral ABC cu AB = 152 cm siD ¢ (ABC), astfel incat AD = BD = CD = 15 cm.
In triunghiul 4BD, semidreapta AP este bisectoarea «DAB, P € BD, iar in triunghiul ADC, semidreapta

2

AQ este bisectoarea «DAC, Q € CD. Se considera T € AD, astfel incat % = - Sa se arate cd:

a) (PTQ) || (4BC); b) AD L POQ.

36



19 Dolj

8.0.69. Se consideri expresia E(x) = (x* — 3)(x* + 3) — (2x— 1)> = (3x + 1)(x + 1) + 12, unde x este numir real.
a) Aratati ca pentru orice numar natural par a, numarul 4 = E(a) + 3 este divizibil cu 4.
b) Determinati numerele intregi » pentru care numarul intreg £(») are valoare minima.

8.0.70. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD cu baza ABCD, VA =AB =12 cm i AC N\ BD =
= {O}. Punctele M si N sunt mijloacele segmentelor BC, respectiv VO.
a) Determinati cosinusul unghiului dreptelor AC si MN.
b) Demonstrati ca dreapta MN este perpendiculara pe planul (VAD).

8.0.71. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia:

NE) . J4 - Jn+2 17443
14 B3+vV4 14445 7 1+Vn+2+/n+3 2

Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2024
8.0.72. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D’. Punctul M este proiectia punctului B'pe dreapta 4'C, punctul N
este proiectia punctului 4 pe planul (4'CD) si punctul P este simetricul punctului'D fata de punctul C.
a) Aratati ca dreapta CM este perpendiculara pe planul (C'BD).
b) Demonstrati ca punctele N, M si P sunt coliniare.

1D Galati

8.0.73. Daci a, b, ¢ sunt trei numere reale si 2(2a\/§ — b5 +3c2 )= a + b* + ¢ + 45, calculati

(@*+ B>+ A
8.0.74. Fie a, b, ¢ trei numere rationale nenule; astfel incdt a + b # 0, b + ¢ # 0, ¢ + a # 0 si

A b +-< =1. Aratati ca valoarea”expresiei £ = a(2a+7)+b(2b+7)+c(2c+7)
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

natural prim.

este numar

Gazeta Matematica nr. 10/2024
8.0.75. Fie ABCDA'B'C'D' paralelipiped. dreptunghic si M, N, P proiectiile punctelor 4, C, respectiv B’, pe
diagonala BD'.
a) Aratati ca BM + BN + BP=.BD".
b) Demonstrati ca 3(AM?* % B'R* + CN?) > 2(BD')* daci si numai daca paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D' este cuby
8.0.76. Fic A, B, C¢#D patrusptincte necoplanare si Gi, G2, G3 centrele de greutate ale triunghiurilor DAB,
DBC, respectiviDCA.
a) Demonstratiyca planele (G1G2G3) si (ABC) sunt paralele.
b) Calculafi aria triunghiului G1G»Gs, stiind ca lungimile laturilor triunghiului ABC, AB=c¢, BC=a, CA=b
verified egalitatea a + b+ c+ab+ac+bc=6 M.

I Giurgiu

8.0.77. a) Aratatica Vn+1—-~2n+1 = %, pentru orice numar natural .

V2025 +/4049 /20254049
V2 V2

b) Se da numarul x = . Stabiliti daca numarul x este rational.

43



2. Concursuri interjudetene

~Alexandru Papiu-llarian”, Targu-Mures, 19 octombrie 2024

8.C.1. a) Determinati intervalul [x, y] c R, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
Dy NZ=2; 2) |y-x-1|:x2+y2+§_zy+12_61.

b) Aritati ca exista o infinitate de numere irationale x si y cu proprietatea ca x + y =xy € N.

8.C.2. a) Aratatica Va—-1++a+1< 2Va pentru orice numar real a > 1.
b) Determinati partea intreaga a numarului real:

_ ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ , /2022 +/2024
V2 NE) Ja oo J2023%
Gazeta Matematica 2024

8.C.3. Se consideri triunghiul ABC, D, E € BC, astfel incat AB* =.BD - BG.si «CAE = «ABC. Aritati ci:
a) AC*=CE - CB; b) triunghiul ADE este isoscel; c)AD*=BD - CE.

A

Ovidiu Pop

8.C.4. Se considera triunghiul ABC, cu AB < AC si D un punct oarecare pe latura AC. Fie AE bisectoarea

unghiului BAC, cu E € BD, F mijlocul segmentului ADsiar AE N BF = {G}, DG N AB = {H}. Aratati ca
HD || BC daca si numai dacd 4B = CD.

~operante Olimpice”, Pascani; 9 noiembrie 2024

SuBIECTUL |

8.C.5. Aritati ca ecuatia x* — 159" =1 are o infinitate de solutii in multimea numerelor intregi.
8.C.6. Rezolvati ecuatia |x +4l| Ffx” — 2023x — 2024 = 2023(1 + |x — 2024|) in multimea numerelor reale.

SUBIECTUL AL lI-LEA

8.C.7. Demonstratica exista o infinitate de perechi (a, b) de numere irationale, pentru care a— b =ab € Q.

a b’
—_t

8.C.8. Dacd'q, b>0siab =1, atunci — — =1
a+l b +1

SUBIECTULAL I1ILEA

8.C.9. Se da triunghiul 4BC in care AB > AC. Bisectoarea unghiului exterior din varful A4 intersecteaza
cercul circumscris triunghiului ABC in E. Fie EF L AB, F € AB. Sa se demonstreze ca AB — AC = 2AF.
8.C.10. Se considera sase puncte in spatiu, oricare patru necoplanare. Se coloreaza cu verde sau negru fiecare
segment determinat de doud dintre aceste puncte. Aratati ca exista trei puncte printre acestea care deter-

mind un triunghi cu laturile la fel colorate.
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solut

Clasa a Vll-a

1. OLIMPIADE
ETAPA LOCALA
Alba
7.0.1. a ! _ k1D (k=V2) k12 PN

VD) kN2 G 1) T R) kR
Vke N;b)y=

1 1 1 i ’ 1
BTSN, e fa-q \ﬁ—aHﬁ-4\ RV Mo, (e e

1 2) 1 1
+ = -

O-VI0)10-v2)  2-v2 10-v2 22— 12f
7.0.2. Alegemp<gsinotimpg+1=x*xe N'=pg=(x—-1)x+1) =p=x—1
sig=x+1= g =p+ 2. Obtinem perechile (11, 13); (17, 19); (29, 31); (41, 43);
(59, 61); (71, 73).

7.0.3. a) A4BC isoscel = AD bisectoare si perpendiculara pe. BC (1); ABED =

= ACFD (isoscele) = BE = CF, “)2 BE _ "EDZCF #Peci 6EBA = ACFA (LUL) =

Dec1 = =2. 4

= AAEF isoscel, bisectoarea AD L EF (2). Deci (1), (2) = EF || BC si mai avem
BE = CF; b) ,,=” Desigur AE = AF = AD si deci daca AEDF e romb = AAED
echilateral si desigur «BAC =2 - 30° ,,&” AAED'=AAFD, echilaterale = AEDF romb.

7.0.4. a) «4APB' = 90° = «APC'.= B’ P, C' coliniare; b) «01B4A = «0\4B.

opus varf

Patrulaterul APB'B este inscriptibil =%04B = «B'AB = «B'PB = «C'PC. Dar
si PCC'A este inscriptibil = «C'PC= «CAC' = «CAO, = «0,CA (AO,C4 isoscel).

Arad

2 @3 (4
70005.61_[1 23 4).2_(1 11 1]3 4%—2[1;*/57 32 £ (5245 -

oGN3 a3 (BB B B2 B Jiaa
5= zf)—z“ 3‘/_—3I (@+b)-la—b= V3 +342) - [23 - 3{‘—(2\/§+3f)(3f 23) = W27 —(2\3) =

_ 1B B V5T +J@—«/ﬁ:1—ﬁ+ﬁ—ﬁ+ﬁ—ﬁ+...+\/@—ﬁ:

=18-12=6;b)c
=3 ' 3.5 5-7 119-121 -2

e L Y R T
-2

7.0.6. Egalitatea din enunt este echivalenta cu m - \/9—2x/§ +n\/9+2\/r = 2+97. \/9—2\/ﬁ = \/7—2\/7 242 =
- ST = [T-2] = VT2 a1 = 7oz TR 2 = (T2 = N 4Z] = VT
S (S

>0 >0
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2. CONCURSURI INTERJUDETENE

~Alexandru Papiu llarian”, Targu-Mures, 19 octombrie 2024

7.6, XL bF2 et k1 b=3k-2c=4k-3= >y 3 CNokeqn 3,
2 3 4 a+l  b+2 c+3 &k
Pentruk=1=a=1,b=1,c=1= abc =111.Pentruk=3 =a=5,b=7,¢=9= abc =579.
7.C.2. AABC — echilateral, AD este si mediand = D — mijlocul BC; N — mijlocul A
AB = ND — linie mijlocie in AABC = ND || AC. Cum NB = BD = BM = «MND = /“
=90°= ND 1L MP.Din ND || AC, ND 1 MP = AC 1. MP. Cum AC L MP, AD 1 N
1 BCsi MP N AD N CP = {P} = P — ortocentrul AAMC = CP L AM. O
7.C.3. %e N=d+bP+c2efl,2,19,38}. Dacia*> + >+ > =1 =
a+b’+c i 3 D c

— a=1b=c=0= abc =100. Daci &® + B>+ 2 =2 = abc e {101, 110}.
Dacd a® + b2 + ¢ = 19 = abc e {133, 313, 331}. Dacd &® + B> + ¢ = 38 = abéne {116,161, 611, 235, 253, 325,
352,532, 523}. Asadar exista 4 ,,numere papiiste 2024”: 101, 313, 331, 523.
7.C.4. Avem MA = 33 cm, MB = 91 cm si MC = 85 cm. Evident M4 este i interiorul' «BMC. Pe prelungirea laturii
MA Tuam punctele N si P, astfel incat BN L AM si CP L AM. Pentru cda MC < MB.= P € AN. Notam AP = a, PN = b si
x=AB = AC. Fie ¥ACP = y = «PAC =90° — y = «NAB = 90° — (90° — y) &,y = «BAN = £ACP.

. [¥CPA=+4NB(=90°)
APAC=ANBA & < AC = BA (ipotenuze si laturi ale patratului lassol) =

«ACP = BAN(=y)

— AP=BN=a,CP=AN=AP+PN=a+b.
R TP
In APMC, «P=90° = MC*=PC?+ PM? = 852 =(a,+ b)>* (33 + a)* (1) 3
R by
in ANBM, «N=90° = MB2>=BN?>+ NM? = 91%= @+ (a + b + 33)2 (2). I
Scazand (1) din (2) = (91 — 85)(91 + 85) = 4 + (@#D) +2(a+b)-33+332— (a¥b) —~(33+aP=6-176=
— A+ 660 +66b+ 35 — 3 — 4666 = 66b=1056 = b= 16 cm. Inlocuim in (1) = 85> = (a + 16)> + (33 +
+ay? = 7225 = a* + 32a + 256 + M089 # 664+ a* = 24> + 98a + 1345 = 7225 = 2a* + 98a = 5880 |:2 = a* + 49a =

=2940 = a(a +49) = 2940 = 35.- 844> a =35 m. In ANAB, €N =90° = AB? = NB> + NA> = x> =a* + (a + b = x*> =
=352+ 512 = 3826 = ./ i sol = X0 3826 m2.

85

~Sperante Olimpice”, Pascani, 9 noiembrie 2024

SuBIECTUL |
1 1 100 1 30 1 30
7.C.5. a) Prin calcul se aratd ci 343 -v26 <—; b) 0 <x = (3/3-+26)" < (—J = (_‘OJ = (—j ;X <
8 2 2 1024
1 30 1 30 1 30 1 90
< (—j < (—j =|—| =|-—=| =(0,1)" Deci primele 90 de zecimale ale lui x sunt egale cu 0.
1024 1000 10 10
n=2-— L < i < L
23 2% 12

1 1 1

=3=2>—<—=<—
7.C.6.a)(n—1)n<n2<n(n+l),‘v’neN,n>1;b)n 3.4 3 2.3 :L+L+...+ ! <
2-3 3.4 100-101

1 1 1

n=100= < - <
100-101 100 99-100
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Clasa a Vlill-a

1. OLIMPIADE

ETAPA LOCALA
Alba

8.0.1. a) Ipoteza se scrie (3a — 2>+ (2b - 1> =25=13a 2| <5, 2b—1|<5=-5<3a-2<5,deciac [—1,%}

~5<2b-1<5,decibe [-2,3]; b) Deoarece x — 4y + 1 =0 avemx + 1 =4y six — 3 =4(y — 1); 4= Y(4y)> +* +

+ JI4=DP +(y—1)> = 17( y|+| y—1].Folosim —1 <x<3 = 0<4y<4 & ye [0, 1]§i doeid = VI7(y+1-y) =
= 7.

2 2
8.0.2. 1+i2+ ! = 1—2(n+1) + 2+i+ ! = (l+lj —2(1+l)-L+ L (1+1—Lj .

n? (n+1)? n(n+1) nont o (n+1)? n ) n#l (n+1)° n n+l

Observatie: O cale mai comoda decat artificiile de calcul, este ridicarea la patrat;#) Folosind a) avem: a =1 + 173 +

+1+l_l +1+l _l+...+1+L—;=1~2023+1—;=2024—Ldeci[a]=2023.
2 3 3 4 2023 2024 L2024 2024 ey o
8.0.3. a) FE — linie mijlocie in AABD' = FE || D'B = BD'|| (A'ED); b) AA'DC’ echila-

teral de laturd av2. C'F este mediani a AA'DC’ = \CF"» A'D (1). Prin calcul A'f

CF= —af, EF= —a;ﬁ, CE = 3701. Din TeoremayRe¢iproci a lui Pitagora = «C'FE = NS

=90° = C'F L FE (2). Din (1) §i (2) = C'E.L (A'ED). ’\(}D..-..:\.\ ....... C
8.0.4. a) C este un punct comun, A'D N B!A = 4D} este al doilea punct comun = CD Y \

este dreapta de intersectie; b) B'C @ BE' = {E}, A'C N AC' = {F}. Avem (4'BC) N 4 E B

N (C'4B) = BF, (C'AB) N (B'AC) = AE™wAB'AC, AE si CD sunt mediane, si notim
centrul de greutate cu 7. Avem % = 2. Dar AE este mediana si in AABC', deci T este

centrul de greutate si al‘acestui triunghi. Dar in AC'AB, BF e mediana = T € BF. Deci
(A'BC) N (B'AC) NW(C'ABW= {T}; c) Fie M mijlocul BC, ME — linie mijlocie in
ACB'B = ME ||¢BB' || €C". Dar CC" L. (ABC) = EM 1 (ABC). Daca G e centrul de

A A AT R.Thales
greutate in AdBC < % = 2. Deci1 AG _ AT = TE||EM= TG 1 (4BC).

GM TE

Arad

8.0.5. a) Calculand 4, obtinem |x + 1 — 6] < 3 + 4, de unde rezulta |x — 5| < 7 si atunci x € [-2, 12], deci 4; = [-2, 12];
b) Din proprietatea caracteristica a elementelor multimii 4, avem |x + n — 6] < 3n + 4, de unde rezultd ca —3n — 4 <
Sx+n-6<3n+4,deci—4n+2<x<2n+10. Deducem ca 4, = [4n + 2; 2n + 10]. Deoarece intervalul este inchis la
ambele capete, atunci Inseamna ca numarul de numere intregi din intervalul respective va fi: 2n + 10 — (-4n + 2) + 1.
Cum 4, contine exact 609 numere intregi, avem 2n + 10 — (—4n + 2) + 1 = 609 = n = 100.
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2
= ctg(«MSO) = &3 deci SR SO
OFE OR  OE-0G
parte, OE + OG = [= OF + OH, unde [ = AB = AD. Rezultd OE - (I— OE) = OF - (I- OF) = OE - | - OE* - OF - | + OF* =
=0=1-(OE - OF)— (OE — OF)(OE + OF) = 0 = (OE — OF)(l — OE — OF) = 0, deci (OE — OF) - (OH - OE) =0 =
= OE - OF=0= OF = OF sau OH - OE =0 = OE = OH, ce implica O € AC sau O € BD.

. Deoarece NQ taie OS tot in R, obtinem OF - OG = OF - OH. Pe de alta

2. CONCURSURI INTERJUDETENE

Alexandru Papiu llarian”, Targu-Mures, 19 octombrie 2024

21
8ClLa[xny|NZ =0=y-x<1l=y-x-1<0=>p-x-1]=x—y+1.Darly—x—1|=x>+)3+ % —2y+ T S

JUGEUTPINE SIPSUES SENENFDUCEIE S0 UUECTS S OUY (WIS 8 I (61 SEIP SUGNI P |
L T e Y 2 16 0 YTy 1) T\ PR

b) Solutia 1: Considerimn=x+y=xye N,n=25=>y=n—xsin=x(n—-x) >~ mx+n=0 4’ -4dnx +4n =0 <

1
sS4’ —dnx+t=n -4 2x-nl=n*-dn=x= E(ni-\/n2 74n). DacanZ2 S = m-32<n*—4n<mn-27>=
= n’—4n € R\ Q. Deci, putem alege o infinitate de numere irationales si y, x = E(n+\/n2 —4n) siy =

1 .
= E(n -’ —4n) pentru orice numar natural n > 5.

Solutia 2: Consideram numerele x, y de forma x = a + \/Z,y=af x/z,a,be N'=>x+y=2a,x-y=d*-b=

=S2a=d?-bcs b=d*-2a Atunci (a -2 <a*-2a & a?=da+4<d*-2aa>2. Dard®?-2a<a*-2a+1 &

& a>—2a<(a—-1)* = pentru orice a € N, a > 3,4 = & — 2a nu este patrat perfect = /b € R\ Q. Deci putem alege o

infinitate de numere irationale x si y, x =a + Jb ,y=a-— Jb .

8.C.2. Prin ridicare la pitrat se obtine a — I{#2ya’ —1 +a+1<4a < a’ -1 <a e a®— 1 <ad? ceea ce este adevirat.

Din a) avem \/ﬂ + \/ﬁ < 2\/5; b) 4 = \/I-h/g + \/E-H/Z + \/§+\/§ + ...+ \/M+ 2024 < 2\/5 +
V2 3 J4 V2023 V2

232 22003 o o 2022 - 4044 (), Aplicim inegalitatea %ﬂzz. Dar, 4 =
a

VBoooVa T 03 e
1

= + £+£ + £+£ + ..+ \/2023+\/2022 + V2024 > € + 24+2+42+..42 + 2024 _
2 V2 3 B4 V2022 42023 ) V2023 N2 Taame . 2023
= | L2028 | a0 - 1+ 4042 = 4043 (2). Din (1) 5i (2) = A € (4043, 4044) = [A] = 4043,
V2 2023
«CAE = « ABC (din ipoteza w
8.C.3.a) (dinipotezd) | W\ g~ aca — 4 - CE )
+ACE = £ ACB (unghi comun) CB CA

_ . ) AB  BC Wt

= «BAC = «BDA (1). Din ACAE ~ ACBA = «BAC = «AEC (2). Din (1) si (2) =
= +AED = +ADE = AADE isoscel; ¢) Din ACAE ~ ACBA = «CAE = «CBA, +ACE =
= «BCA (3). Din ADBA ~ AABC = «DBA = +«ABC, «BAD = «BCA (4). Din (3) si

«CAE =+DBA AD=AE
@)= }:>ACAE~AABD:>£_£ = AD*=BD - CE.

B E D C
+«ACE =«BAD BD  BD
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