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5

E N U N � U R I

c lasa a  V I I -a
1. olimpiade

ETAPA LOCAL� 

 Alba 

7.O.1. a) Demonstra�i c�:
1

( 2)( 1 2)k k− + −
 = 

1

( 2)−k
 – 

1
,

( 1 2)+ −k
 ∀ k ∈ �.

b) Dac� x = 
44 24 2

98

+
�i

y = 
2 2

1

( 2 2) ( 2 3)− ⋅ −
+

2 2

1

( 2 3) ( 2 4)− ⋅ −
+ ... +

2 2

1
,

( 2 9) ( 2 10)− ⋅ −
 atunci 

y
x

∈�.

7.O.2. Afla�i numerele prime p �i q de dou� cifre, pentru care pq + 1 este p�trat perfect.
Gazeta Matematic� 2023  

7.O.3. Se d� un triunghi ascu�itunghic ABC, AB = AC. Fie D mijlocul laturii BC, iar E �i F simetricele
punctului D fa�� de dreptele AB, respectiv AC.
a) Demonstra�i c� patrulaterul BCFE este trapez isoscel.
b) Demonstra�i c� patrulaterul AEDF este romb dac� �i numai dac� triunghiul ABC este echilateral.

7.O.4. Cercurile C1(O1, r1) �i C2(O2, r2) se intersecteaz� în A �i P, iar secanta BP, B ∈ C1(O1, r1), intersec-
teaz� C2(O2, r2) în C. Fie B', respectiv C' diametral opuse lui A în C1(O1, r1), respectiv C2(O2, r2). Ar�ta�i c�:
a) Punctele B', P, C' sunt coliniare; b) 'O1BA ≡ 'O2CA.

Arad
7.O.5. a) Se consider� numerele:

a = 
1 2 3 4 2

:
33 12 27 48

� �+ + +� �
� �

�i b = ( )
2 2

2 2

26 10 3 2
2 5 5 5 2 5 .

220 16

− ⋅ + − − −
−

 

Calcula�i (a + b) ⋅ |a – b|. 

b) Calcula�i p�tratul num�rului c, unde c =
1 1 1 1

...
1 3 3 5 5 7 119 121.

+ + + +
+ + + +
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 6

7.O.6. Determina�i numerele ra�ionale m �i n pentru care are loc egalitatea:

45 10 14 9 2 14 2 9 7.
5

⋅ − + + = +m n

7.O.7. În triunghiul ABC, 'B = 90°, bisectoarea unghiului A intersecteaz� latura BC în D �i perpendiculara
în C, pe AC, în E. Fie EF || BC, F ∈ AB.
a) Ar�ta�i c� ΔCDE este isoscel. b) Demonstra�i c� CDFE este romb.

7.O.8. Fie ABCD p�trat �i punctul E apar�ine segmentului DC. Fie F ∈ BC astfel încât B s� fie între F �i C,
iar DE = BF. Fie G apar�ine segmentului BC astfel încât AE = FG. Not�m M mijlocul segmentului AG �i
AE ∩ FM = {N}.
a) Ar�ta�i c� GQ ⊥ AF, unde FM ∩ AB = {Q}. b) Ar�ta�i c� ABGN este trapez dreptunghic.

Arge�

7.O.9. Se consider� suma: S =
1 2 2 3 2024 2025

1 1 1
... .

(1 2 )(1 2 ) (1 2 )(1 2 ) (1 2 )(1 2 )− − −+ + +
+ + + + + +

 

a) Demonstra�i c� S =
2025

1 1
;

3 1 2
−

+
 

b) Ar�ta�i c� [2025 ⋅ S] < 675, unde [x] este partea întreag� a num�rului real x.
7.O.10. Fie ABCD un patrulater inscriptibil cu AD = DC. Not�m cu P piciorul perpendicularei din D pe BC.

Prelungim segmentul BC cu un segment CS = AB.
a) Demonstra�i c� triunghiul BDS – isoscel. b) S� se arate c� AB + BC = 2BP.

7.O.11. Fie

S1 = 1 3 5 7 1 3 5 7 9 1 3 5 7 9 11 ... 1 3 5 7 9 11 13 ... 2023.+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +  
a) Determina�i suma S1.
b) Afla�i ultima cifr� a sumei S2 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 +... + 2023.

7.O.12. Fie ABCD un dreptunghi având AB > BC, cu AC ∩ BD = {O} �i bisectoarea unghiului ABC �i BD
fac unghi cu m�sura egal� cu 15°. Bisectoarea unghiului ABC intersecteaz� diagonala AC în punctul P �i
latura DC în punctul E. Ar�ta�i c� ΔCOE �i ΔPOE sunt triunghiuri isoscele.

Bac�u
7.O.13. a) Afla�i valorile posibile ale num�rului natural n, �tiind c� mul�imea:

A = { }, 1, 2, ..., 2025n n n+ +  con�ine 20 de numere ra�ionale.

b) Fie mul�imea B = {x + y | x, y ∈ A}. Dac� n = 1, afla�i num�rul elementelor ra�ionale ale mul�imii B.
7.O.14. Se consider� trapezul isoscel ABCD, cu baza mare AB. Not�m mijlocul diagonalei BD cu E �i

piciorul perpendicularei duse din D pe AB cu F. Demonstra�i c� dreapta AC este paralel� cu EF.
7.O.15. Se consider� p�tratul ABCD, punctele E1, E2, E3 situate pe latura CD �i F1, F2, F3 situate pe latura AB,

astfel încât 3 31 1 2 2

1 1 2 2 3 3

2

3
A DA D A D

B C B

F EF E F E

F E CF CE F EB

= = =
AA A

A A A
. Demonstra�i c� dreptele E1F1, E2F2 �i E3F3 sunt concurente. 

7.O.16. Se consider� num�rul prim p �i num�rul natural a, mai mare decât p.

a) Afla�i num�rul a în func�ie de p. dac� 
a p
a p

+
−

 este num�r natural. 

b) Afla�i num�rul p, dac� 
a p
a p

+
−

 este num�r natural. 
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7.O.148. Fie p�tratul ABCD �i M un punct pe latura BC. De aceea�i parte a dreptei AB se construie�te 

p�tratul AMNP. 
a) Ar�ta�i c� punctele P, D, C sunt coliniare. b) Demonstra�i c� dreptele AC �i CN sunt perpendiculare. 
 

 Teleorman 

7.O.149. a) Fie a = 
2 1 3 2 2025 2024

...
2 6 4098600

− − −+ + + . Determina�i cel mai mic num�r natural nenul 

n pentru care n a⋅  este num�r natural. 
b) Determina�i valorile întregi ale lui x pentru care:  

N = 
( ) ( ) ( )2 2 2

1 3 3 5 1 2 14 6 5 6 4 2

7x

− + − + − + − + −

−
 

este num�r întreg. 

7.O.150. a) Afla�i x �tiind c� este îndeplinit� condi�ia: 

1 1 1
...1 1 2 1 2 3 1 2 3 ... 2024

2025 2024

x + + ++ + + + + + + += . 

b) Ar�ta�i c� num�rul a  este ra�ional, unde a = 
2025

1013
2024 : 2025

1 3 5 ... 2025

� �+� �+ + + +� �
. 

7.O.151. Fie ABC un triunghi echilateral, D ∈ BC astfel încât DC ≡ BC �i E ∈ AC astfel încât AE ≡ AC. Dac� 
DE ∩ AB = {F}, ar�ta�i c� AB = 3AF. 

7.O.152. Fie M �i N puncte pe diagonala AC a paralelogramului ABCD, de o parte �i de alta a dreptei BD, 
astfel încât OM = ON, O fiind intersec�ia diagonalelor, iar punctul M este situat între punctele A �i O. 
Dreptele BM, DM, BN �i DN intersecteaz� laturile AD, AB, DC, respectiv BC, în punctele F, E, G, 
respectiv H. Demonstra�i c� patrulaterul EFGH este paralelogram. 

 

 Timi� 

7.O.153. a) Demonstra�i c� num�rul A = 2025 – 
1 2 3 4 ... 2025

1 3 5 7 ... 2025

+ + + + +
+ + + + +

 este natural. 

b) Fie x �i y numere reale nenule, astfel încât 
1 1 1

2025x y
+ = . Calcula�i ( ) ( )2025 2025x y− ⋅ − . 

7.O.154. a) Ar�ta�i c� A = 20 24n n+  este ira�ional pentru orice n num�r natural nenul. 

b) Determina�i numerele naturale n pentru care num�rul a = 11 11 11 n− − +  este ra�ional. 

A 30° 8 m 

D 

B C1 C2 C3 
2 m 2 m 2 m 
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2. Concursuri interjude�ene 
 

 „Alexandru Papiu-Ilarian”, Târgu-Mure�, 19 octombrie 2024 

7.C.1. Determina�i numerele naturale abc  pentru care 
1 2 3

2 3 4

a b c+ + += =  �i 
2 3 4

1 2 3a b c
+ +

+ + +
 ∈ �. 

7.C.2. În triunghiul echilateral ABC se consider� AD ⊥ BC �i N mijlocul lui AB. Pe prelungirea lui BC lu�m 
punctul M astfel încât BM = BD, B ∈ MD, iar MN ∩ AD = {P}. Demonstra�i c� CP este perpendicular� pe 
AM. 

Gazeta Matematic�  

7.C.3. Un num�r natural abc  se nume�te „num�r papiist 2024” dac� este prim �i 
2 2 2

38

a b c+ +
 ∈ �. Câte 

„numere papiiste 2024” sunt? 
Florica Gin�a �i Vasile Gin�a 

7.C.4. O fort�rea�� aflat� pe o insul�, nu departe de ��rm, are amprenta la sol un p�trat. Pentru c� nu ne putem 
apropia de fort�rea��, ne a�ez�m într-un punct M pe ��rm �i, cu un telemetru (aparat de m�surat distan�e), 
m�sur�m distan�a de la punctul M la cele trei col�uri vizibile ale fort�re�ei: distan�a de la punctul M la 
col�ul A este de 33 m, distan�a de la punctul M la col�ul B este de 91 m �i distan�a de la punctul M la C 
este de 85 m. Cât este aria amprentei la sol a fort�re�ei? 

Dorel Duca 
 

 „Speran�e Olimpice”, Pa�cani, 9 noiembrie 2024 

SUBIECTUL I 

7.C.5. Fie num�rul ra�ional x = 100(3 3 26) .−  

a) Demonstra�i c� 
1

3 3 26 .
8

− <  b) Afla�i primele 90 de zecimale ale num�rului x. 

7.C.6. Fie a = 
2 2 2 2

1 1 1 1
... .

2 3 4 100
+ + + +  

a) Demonstra�i c� 
2

1 1 1
,

( 1) ( 1)n n n n n
< <

+ −
 ∀ n ∈ �, n > 1. 

b) Demonstra�i c� 0,2 < 
11

a
< 0,3. 

SUBIECTUL AL II-LEA 

7.C.7. Se dau mul�imile: A = 
2

2

4
| , , ,1 100

1n n n
n na a a n n

n
	 
− +∈ = ∈ ≤ ≤� 
+� �

� �  �i 

B = 
2

2

6
| , , ,1 100 .

2n n n
n nb b b n n

n
	 
− +∈ = ∈ ≤ ≤� 
+� �

� �  

a) Afla�i card A �i card B. 
b) Demonstra�i c� suma (card A)4k+2 + (card B)4k este divizibil� cu 5, pentru orice k ∈ �. 
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c lasa a  V I I I -a  
1. olimpiade 

ETAPA LOCAL� 
 

 

 Alba 
8.O.1. a) Stabili�i c�rui interval îi apar�ine fiecare din numerele reale a �i b, �tiind c�:  

9a2 – 12a + 4b2 – 4b = 20. 

b) Dac� x – 4y + 1 = 0 �i x ∈ [–1; 3], afla�i A = 2 2 2 2( 1) ( 3) ( 1) .x y x y+ + + − + −  

8.O.2. a) Verifica�i identitatea: 
2 2

1 1 1 1
1 1 ,

( 1) 1n n n n
+ + = + −

+ +
 ∀ n ∈ �*.  

b) Determina�i partea întreag� a num�rului: a = 
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 ... 1 .

1 2 2 3 2023 2024
+ + + + + + + + +  

8.O.3. Fie cubul ABCDA'B'C'D', E mijlocul segmentului AB �i F centrul fe�ei ADD'A'. Ar�ta�i c�: 
a) BD' este paralel� cu planul determinat de punctele A', E �i D; 
b) C'F este perpendicular� pe planul determinat de punctele A', E �i D.  

8.O.4. Fie ABCA'B'C' o prism� triunghiular� regulat� dreapt�. 
a) Determina�i dreapta de intersec�ie dintre planele (A'BC) �i (B'AC). 
b) Ar�ta�i c� intersec�ia planelor (A'BC), (B'AC) �i (C'AB) este un punct T. 
c) Ar�ta�i c� TG este perpendicular pe planul (ABC), unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC. 

Gazeta Matematic� 2023 
 

 Arad 
8.O.5. a) Se consider� un num�r natural n �i definim mul�imea An = {x ∈ � | |x + n – 6| ≤ 3n + 4}. 

a) Scrie�i mul�imea A1 sub form� de interval. 
b) Afla�i num�rul natural n pentru care An con�ine exact 609 numere întregi. 

8.O.6. Fie a = 
2025 2025

2025 2025

x x
x x

+ −+
− +

 �i b = 
2025 2025

,
2025 2025

x x
x x

+ −−
− +

 unde x < 2025 este un num�r natural 

prim. Determina�i x pentru care num�rul 
a
b

 este întreg. 

8.O.7. Fie triunghiul echilateral ABC cu AB = 15 2 cm �i D ∉ (ABC), astfel încât AD = BD = CD = 15 cm. 
În triunghiul ABD, semidreapta AP este bisectoarea 'DAB, P ∈ BD, iar în triunghiul ADC, semidreapta 

AQ este bisectoarea 'DAC, Q ∈ CD. Se consider� T ∈ AD, astfel încât 
TD
TA

 = 
2

.
2

 S� se arate c�: 

a) (PTQ) || (ABC); b) AD ⊥ PQ. 
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 Dolj 
8.O.69. Se consider� expresia E(x) = (x2 – 3)(x2 + 3) – (2x – 1)2 – (3x + 1)(x + 1) + 12, unde x este num�r real. 

a) Ar�ta�i c� pentru orice num�r natural par a, num�rul A = E(a) + 3 este divizibil cu 4. 
b) Determina�i numerele întregi n pentru care num�rul întreg E(n) are valoare minim�. 

8.O.70. Se consider� piramida patrulater� regulat� VABCD cu baza ABCD, VA = AB = 12 cm �i AC ∩ BD =  
= {O}. Punctele M �i N sunt mijloacele segmentelor BC, respectiv VO. 
a) Determina�i cosinusul unghiului dreptelor AC �i MN. 
b) Demonstra�i c� dreapta MN este perpendicular� pe planul (VAD). 

8.O.71. Rezolva�i în mul�imea numerelor naturale ecua�ia:  

3 4

1 3 4 1 4 5
+

+ + + +
 + ... + 

2

1 2 3

n
n n

+
+ + + +

 = 
17 3

2

+
. 

Gazeta Matematic� nr. 6-7-8/2024 
8.O.72. Se consider� cubul ABCDA'B'C'D'. Punctul M este proiec�ia punctului B pe dreapta A'C, punctul N 

este proiec�ia punctului A pe planul (A'CD) �i punctul P este simetricul punctului D fa�� de punctul C. 
a) Ar�ta�i c� dreapta CM este perpendicular� pe planul (C'BD). 
b) Demonstra�i c� punctele N, M �i P sunt coliniare. 
 

 Gala�i
8.O.73. Dac� a, b, c sunt trei numere reale �i ( )2 2 3 15 3 2a b c− + = a2 + b2 + c2 + 45, calcula�i  

(a2 + b2 + c2)2. 
8.O.74. Fie a, b, c trei numere ra�ionale nenule, astfel încât a + b ≠ 0, b + c ≠ 0, c + a ≠ 0 �i 

1
a b c

b c c a a b
+ + =

+ + +
. Ar�ta�i c� valoarea expresiei E = 

(2 7) (2 7) (2 7)a a b b c c
b c c a a b

+ + ++ +
+ + +

 este num�r 

natural prim. 
Gazeta Matematic� nr. 10/2024 

8.O.75. Fie ABCDA'B'C'D' paralelipiped dreptunghic �i M, N, P proiec�iile punctelor A, C, respectiv B', pe 
diagonala BD'. 
a) Ar�ta�i c� BM + BN + BP = BD'. 
b) Demonstra�i c� 3(AM 2 + B'P2 + CN 2) ≥ 2(BD')2 dac� �i numai dac� paralelipipedul dreptunghic 
ABCDA'B'C'D' este cub. 

8.O.76. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare �i G1, G2, G3 centrele de greutate ale triunghiurilor DAB, 
DBC, respectiv DCA. 
a) Demonstra�i c� planele (G1G2G3) �i (ABC) sunt paralele. 
b) Calcula�i aria triunghiului G1G2G3, �tiind c� lungimile laturilor triunghiului ABC, AB = c, BC = a, CA = b 

verific� egalitatea a + b + c + ab + ac + bc = 6 .abc  
 

 Giurgiu 

8.O.77. a) Ar�ta�i c� 1 2 1n n+ − +  = 
2 1 1

2

n + −
, pentru orice num�r natural n. 

b) Se d� num�rul x = 
2025 4049 2025 4049

2 2

+ −− . Stabili�i dac� num�rul x este ra�ional. 
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2. Concursuri interjude�ene 
 

 „Alexandru Papiu-Ilarian”, Târgu-Mure�, 19 octombrie 2024 
8.C.1. a) Determina�i intervalul [x, y] ⊂ �, �tiind c� sunt îndeplinite simultan condi�iile: 

1) [x, y] ∩ � = ∅; 2) 2 2 21
1 2

2 16

xy x x y y− − = + + − + . 

b) Ar�ta�i c� exist� o infinitate de numere ira�ionale x �i y cu proprietatea c� x + y = xy ∈ �. 

8.C.2. a) Ar�ta�i c� 1 1 2a a a− + + ≤  pentru orice num�r real a ≥ 1. 
b) Determina�i partea întreag� a num�rului real:  

A = 
1 3 2 4 3 5 2022 2024

...
2 3 4 2023

+ + + ++ + + + . 

Gazeta Matematic� 2024 
8.C.3. Se consider� triunghiul ABC, D, E ∈ BC, astfel încât AB2 = BD ⋅ BC �i 'CAE = 'ABC. Ar�ta�i c�: 

a) AC2 = CE ⋅ CB; b) triunghiul ADE este isoscel; c) AD2 = BD ⋅ CE. 
Ovidiu Pop

8.C.4. Se consider� triunghiul ABC, cu AB < AC �i D un punct oarecare pe latura AC. Fie AE bisectoarea 
unghiului BAC, cu E ∈ BD, F mijlocul segmentului AD, iar AE ∩ BF = {G}, DG ∩ AB = {H}. Ar�ta�i c� 
HD || BC dac� �i numai dac� AB = CD. 

 „Speran�e Olimpice”, Pa�cani, 9 noiembrie 2024 

SUBIECTUL I 

8.C.5. Ar�ta�i c� ecua�ia x2 – 15y2 = 1 are o infinitate de solu�ii în mul�imea numerelor întregi. 
8.C.6. Rezolva�i ecua�ia |x + 1| + |x2 – 2023x – 2024| = 2023(1 + |x – 2024|) în mul�imea numerelor reale. 

SUBIECTUL AL II-LEA 

8.C.7. Demonstra�i c� exist� o infinitate de perechi (a, b) de numere ira�ionale, pentru care a – b = ab ∈ �.  

8.C.8. Dac� a, b > 0 �i ab = 1, atunci 
5 5

3 3
1.

1 1

a b
a b

+ ≥
+ +

 

SUBIECTUL AL III-LEA 

8.C.9. Se d� triunghiul ABC în care AB > AC. Bisectoarea unghiului exterior din vârful A intersecteaz� 
cercul circumscris triunghiului ABC în E. Fie EF ⊥ AB, F ∈ AB. S� se demonstreze c� AB – AC = 2AF. 

8.C.10. Se consider� �ase puncte în spa�iu, oricare patru necoplanare. Se coloreaz� cu verde sau negru fiecare 
segment determinat de dou� dintre aceste puncte. Ar�ta�i c� exist� trei puncte printre acestea care deter-
min� un triunghi cu laturile la fel colorate. 
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Clasa a VII-a 

1. OLIMPIADE 

ETAPA LOCAL�  

Alba 

7.O.1. a) 
1

( 2)( 1 2)− + −k k
 = 

( 1 2) ( 2)

( 2)( 1 2)

+ − − −
− + −

k k
k k

 = 
1 2

( 2)( 1 2)

+ −
− + −

k
k k

 – 
2

( 2)( 1 2)

−
− + −

k
k k

 = 
1

2−k
 – 

– 
1

,
1 2+ −k

 ∀ k ∈ �; b) y = 
1

2 2 2 3− ⋅ −
 + 

1

2 3 2 4− ⋅ −
 + ... + 

1

2 9 2 10− ⋅ −
 = 

1

(2 2)(3 2)− −
 + ... + 

+ 
1

(9 10)(10 2)− −
 

a)

=  
1

2 2−
 – 

1

10 2−
 = 

8
.

22 12 2−
 Deci 

y
x

 = 2. 

7.O.2. Alegem p < q �i not�m pq + 1 = x2, x ∈ �* � pq = (x – 1)(x + 1) � p = x – 1 

�i q = x + 1 � q = p + 2. Ob�inem perechile (11, 13); (17, 19); (29, 31); (41, 43); 
(59, 61); (71, 73). 
7.O.3.  a) ΔABC isoscel � AD bisectoare �i perpendicular� pe BC (1); ΔBED ≡ 

≡ ΔCFD (isoscele) � BE = CF, 
2

DBE'
 = .

2

DCF'
 Deci ΔEBA ≡ ΔCFA (LUL) � 

� ΔAEF isoscel, bisectoarea AD ⊥ EF (2). Deci (1), (2) � EF || BC �i mai avem  
BE = CF; b) „�” Desigur AE = AF = AD �i deci dac� AEDF e romb � ΔAED 
echilateral �i desigur 'BAC = 2 ⋅ 30° „⇐” ΔAED ≡ ΔAFD, echilaterale � AEDF romb.  
7.O.4.  a) 'APB' = 90° = 'APC' � B', P, C' coliniare; b) 'O1BA ≡ 'O1AB. 

Patrulaterul APB'B este inscriptibil � 'O1AB ≡ 'B'AB ≡ 'B'PB 
opus vârf

≡ 'C'PC. Dar 
�i PCC'A este inscriptibil � 'C'PC ≡ 'CAC' ≡ 'CAO2 ≡ 'O2CA (ΔO2CA isoscel). 

Arad 

7.O.5. a = 
(2 (3 (41 2 3 4 2 1 1 1 1 3 4 3

: 2 3;
3 2 23 2 3 3 3 4 3 3 3 3 3 3

� � � �+ + + = + + + ⋅ = ⋅ =� � � �
� �� �

 b = 
576 3 2

(5 2 5)
2144

⋅ + −  – 

– 
24 3 2

(5 2 5) 3 2.
12 2

− = ⋅ =  (a + b) ⋅ |a – b| = (2 3 3 2)+  ⋅ 
0

2 3 3 2

<

−
�
�
�

 = (2 3 3 2)(3 2 2 3)+ −  = 2 2(3 2) (2 3)−  = 

= 18 – 12 = 6; b) c = 
1 3 3 5 5 7 119 121

...
1 3 3 5 5 7 119 121

− − − −+ + + +
− − − −

 = 
1 3 3 5 5 7 ... 119 121

2

− + − + − + + −
−

 = 

= 
1 11

2

−
−

 = 5 � c2 = 25. 

7.O.6. Egalitatea din enun� este echivalent� cu m ⋅ 9 2 14 9 2 14n− + +  = 2 9 7.+  9 2 14−  = 7 2 7 2 2− ⋅ +  =  

= 2( 7 2)−  = 

0

7 2

>

−
�
�
�

 = 7 2− ; 9 2 14+  = 7 2 7 2 2+ ⋅ ⋅ +  = 2( 7 2)+  = 

0

7 2

>

+
�
�
�

 = 7 2+ . 

A 

F 

C D B 

E 

A 

P 
C 

B 

B' 

O2 O1 

C' 
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2. CONCURSURI INTERJUDE�ENE
 

„Alexandru Papiu Ilarian”, Târgu-Mure�, 19 octombrie 2024 

7.C.1. 1

2

a +
 = 

2

3

b +
 = 

3

4

c +
= k � a = 2k – 1, b = 3k – 2, c = 4k – 3 � 

2

1a +
 + 

3

2b +
 + 

4

3c +
 = 

3

k
 ∈ � � k ∈{1, 3}. 

Pentru k = 1 � a = 1, b = 1, c = 1 � abc  = 111. Pentru k = 3 � a = 5, b = 7, c = 9 � abc  = 579. 
7.C.2. ΔABC – echilateral, AD este �i median� � D – mijlocul BC; N – mijlocul 
AB � ND – linie mijlocie în ΔABC � ND || AC. Cum NB = BD = BM � 'MND = 
= 90° � ND ⊥ MP. Din ND || AC, ND ⊥ MP � AC ⊥ MP. Cum AC ⊥ MP, AD ⊥  
⊥ BC �i MP ∩ AD ∩ CP = {P} � P – ortocentrul ΔAMC � CP ⊥ AM.  

7.C.3. 
2 2 2

38

a b c+ +
∈ � � a2 + b2 + c2 ∈{1, 2, 19, 38}. Dac� a2 + b2 + c2 = 1 � 

�  a = 1, b = c = 0 � abc  = 100. Dac� a2 + b2 + c2 = 2 � abc  ∈ {101, 110}.  

Dac� a2 + b2 + c2 = 19 � abc  ∈ {133, 313, 331}. Dac� a2 + b2 + c2 = 38 � abc  ∈ {116, 161, 611, 235, 253, 325, 
352, 532, 523}. A�adar exist� 4 „numere papiiste 2024”: 101, 313, 331, 523. 
7.C.4. Avem MA = 33 cm, MB = 91 cm �i MC = 85 cm. Evident MA este în interiorul 'BMC. Pe prelungirea laturii  
MA lu�m punctele N �i P, astfel încât BN ⊥ AM �i CP ⊥ AM. Pentru c� MC < MB � P ∈ AN. Not�m AP = a, PN = b �i 
x = AB = AC. Fie 'ACP = y � 'PAC = 90° – y e 'NAB = 90° – (90° – y) = y � 'BAN ≡ 'ACP. 

ΔPAC ≡ ΔNBA 
IU

⇔  ipotenuze 
i laturi t

( 90 )

( ale p� ratului la sol

(

)

)y

CPA ANB
AC BA

ACP BAN

≡ = °	
� ≡

� ≡ =�

' '

'

�  

� AP = BN = a, CP = AN = AP + PN = a + b. 

În ΔPMC, 'P = 90° 
TP

�  MC2 = PC2 + PM 2 � 852 = (a + b)2 + (33 + a)2 (1) 

În ΔNBM, 'N = 90° 
TP

�  MB2 = BN2 + NM 2 � 912 = a2 + (a + b + 33)2 (2). 

Sc�zând (1) din (2) � (91 – 85)(91 + 85) = a
2

+ (a b+ 2)  + 2(a + b) ⋅ 33 + 332 – (a b+ 2)  – (33 + a)2 � 6 ⋅ 176 =  

= a
2

+ 66a  + 66b + 33
2

 – 33
2

 – a
2

– 66a  � 66b = 1056 � b = 16 cm. Înlocuim în (1) � 852 = (a + 16)2 + (33 +  
+ a)2 � 7225 = a2 + 32a + 256 + 1089 + 66a + a2 � 2a2 + 98a + 1345 = 7225 � 2a2 + 98a = 5880 |:2 � a2 + 49a = 
= 2940 �  a(a + 49) = 2940 = 35 · 84 � a = 35 m. În ΔNAB, 'N = 90° � AB2 = NB2 + NA2 � x2 = a2 + (a + b)2 e x2 = 
= 352 + 512 = 3826 e A p�trat sol = x2 = 3826 m2. 

„Speran�e Olimpice”, Pa�cani, 9 noiembrie 2024 
SUBIECTUL I 

7.C.5. a) Prin calcul se arat� c� 
1

3 3 26 ;
8

− <  b) 0 < x = 100(3 3 26)−  < 
100

3

1

2
� �
� �
� �

= 
30

10

1

2
� �
� �
� �

 = 
30

1
;

1024
� �
� �
� �

 x < 

<  
30

1

1024
� �
� �
� �

 < 
30

1

1000
� �
� �
� �

 = 
30

3

1

10
� �
� �
� �

 = 
90

1

10
� �
� �
� �

= (0,1)90. Deci primele 90 de zecimale ale lui x sunt egale cu 0. 

7.C.6. a) (n – 1)n < n2 < n(n + 1), ∀ n ∈ �, n > 1; b) 

2

2

2

1 1 1
2

2 3 1 22
1 1 1

3
3 4 2 33

...

1 1 1
100

100 101 99 100100

n

n

n

�= � < < �⋅ ⋅ �
�= � < < �

⋅ ⋅ 

�
�
�= � < < �⋅ ⋅ �

 � 
1

2 3⋅
 + 

1

3 4⋅
 + ... +  

1

100 101⋅
< 

A 

B M 

P 

D 

N 

C 

M B 

C 

A 
P 

N 

a a 

a + b 

91 

33 

85 

b 
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Clasa a VIII-a 

1. OLIMPIADE 

ETAPA LOCAL�  

Alba 

8.O.1. a) Ipoteza se scrie (3a – 2)2 + (2b – 1)2 = 25 � |3a – 2| ≤ 5, |2b – 1| ≤ 5 � –5 ≤ 3a – 2 ≤ 5, deci a ∈ 
7

1, ,
3

� �−� �� �
  

–5 ≤ 2b – 1 ≤ 5, deci b ∈ [–2, 3]; b) Deoarece x – 4y + 1 = 0 avem x + 1 = 4y �i x – 3 = 4(y – 1); A = 2 2(4 )y y+  +  

+ 2 2[4( 1)] ( 1)y y− + −  = 17(| | + | 1 | .y y − Folosim –1 ≤ x ≤ 3 � 0 ≤ 4y ≤ 4 ⇔ y ∈ [0, 1] �i deci A = 17( 1 )y y+ −  = 

= 17.   

8.O.2. 
2 2

1 1
1

( 1)n n
+ +

+
 = 

2( 1)
1

( 1)

n
n n

+−
+

 + 
2 2

2 1 1

( 1)n n n
+ +

+
 = 

2

2

1 1 1 1
1 2 1

1 ( 1)n n n n
� � � �+ − + ⋅ +� � � � + +� � � �

= 
2

1 1
1 .

1n n
� �+ −� �+� �

 

Observa�ie: O cale mai comod� decât artificiile de calcul, este ridicarea la p�trat; b) Folosind a) avem: a = 1 + 
1

1
 – 

1

2
 + 

+ 1 + 
1

2
 – 

1

3
 + 1 + 

1

3
 – 

1

4
+ ... + 1 + 

1

2023
 – 

1

2024
 = 1 ⋅ 2023 + 

1

1
 – 

1

2024
 = 2024 – 

1

2024
 deci [a] = 2023. 

8.O.3. a) FE – linie mijlocie în ΔABD' � FE || D'B � BD' || (A'ED); b) ΔA'DC' echila-

teral de latur� 2.a  C'F este median� a ΔA'DC' � C'F ⊥ A'D (1). Prin calcul  

C'F = 
6

,
2

a
 EF = 

3
,

2

a
 C'E = 

3
.

2

a
Din Teorema Reciproc� a lui Pitagora � 'C'FE =  

= 90° � C'F ⊥ FE (2). Din (1) �i (2) � C'F ⊥ (A'ED).
8.O.4. a) C este un punct comun, A'D ∩ B'A = {D} este al doilea punct comun � CD 
este dreapta de intersec�ie; b) B'C ∩ BC' = {E}, A'C ∩ AC' = {F}. Avem (A'BC) ∩  
∩ (C'AB) = BF, (C'AB) ∩ (B'AC) = AE. În ΔB'AC, AE �i CD sunt mediane, �i not�m 

centrul de greutate cu T. Avem 
AT
TE

 = 2. Dar AE este median� �i în ΔABC', deci T este 

centrul de greutate �i al acestui triunghi. Dar în ΔC'AB, BF e median� � T ∈ BF. Deci 
(A'BC) ∩ (B'AC) ∩ (C'AB) = {T}; c) Fie M mijlocul BC, ME – linie mijlocie în  
ΔCB'B � ME || BB' || CC'. Dar CC' ⊥ (ABC) � EM ⊥ (ABC). Dac� G e centrul de 

greutate în ΔABC ⇔ 
AG
GM

 = 2. Deci 
AG
GM

 = 
AT
TE

 
R. Thales

�  TE || EM � TG ⊥ (ABC). 

Arad 
8.O.5. a) Calculând A1, ob�inem |x + 1 – 6| ≤ 3 + 4, de unde rezult� |x – 5| ≤ 7 �i atunci x ∈ [–2, 12], deci A1 = [–2, 12]; 
b) Din proprietatea caracteristic� a elementelor mul�imii An avem |x + n – 6| ≤ 3n + 4, de unde rezult� c� –3n – 4 ≤  
≤ x + n – 6 ≤ 3n + 4, deci –4n + 2 ≤ x ≤ 2n + 10. Deducem c� An = [–4n + 2; 2n + 10]. Deoarece intervalul este închis la 
ambele capete, atunci înseamn� c� num�rul de numere întregi din intervalul respective va fi: 2n + 10 – (–4n + 2) + 1. 
Cum An con�ine exact 609 numere întregi, avem 2n + 10 – (–4n + 2) + 1 = 609 � n = 100.  

A B 

C D 
F 

A' 

D' 

B' 

C' 

E 

A' 

A 

B 
M 

E D 

T 

B' 

C' 

F 

G C 
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= ctg('MSO) = 
SO
OE

, deci 
SR
OR

 = 
2SO

OE OG⋅
. Deoarece NQ taie OS tot în R, ob�inem OE ⋅ OG = OF ⋅ OH. Pe de alt� 

parte, OE + OG = l = OF + OH, unde l = AB = AD. Rezult� OE ⋅ (l – OE) = OF ⋅ (l – OF) � OE ⋅ l – OE2 – OF ⋅ l + OF2 =  
= 0 � l ⋅ (OE – OF) – (OE – OF)(OE + OF) = 0 � (OE – OF)(l – OE – OF) = 0, deci (OE – OF) ⋅ (OH – OE) = 0 �  
� OE – OF = 0 � OE = OF sau OH – OE = 0 � OE = OH, ce implic� O ∈ AC sau O ∈ BD. 
 

2. CONCURSURI INTERJUDE�ENE
 

Alexandru Papiu Ilarian”, Târgu-Mure�, 19 octombrie 2024 
8.C.1. a) [x, y] ∩ �  = ∅ � y – x < 1 � y – x – 1< 0 � |y – x – 1| = x – y + 1. Dar |y – x – 1| = x2 + y2 + 

2

x  – 2y + 21

16
 ⇔ 

⇔ x2 + y2 + 
2

x  – 2y + 21

16
= x – y – 1 ⇔ x2 – 

2

x
 + 1

16
 + y2 – y + 1

4
 = 0 ⇔ 

2
1

4
x� �−� �
� �

 + 
2

1

2
y� �−� �

� �
 = 0 ⇔ x = 

1

4
�i y = 1

2
. 

b) Solu�ia 1: Consider�m n = x + y = xy ∈ �, n ≥ 5 � y = n – x �i n = x(n – x) � x2 – nx + n = 0 ⇔ 4x2 – 4nx + 4n = 0 ⇔ 

⇔ 4x2 – 4nx + n2 = n2 – 4 ⇔ (2x – n)2 = n2 – 4n � x = ( )21
– 4 .

2
n n n±  Dac� n ≥ 5 � (n – 3)2 < n2 – 4n < (n – 2)2 �  

� 2 – 4n n  ∈ � \ �. Deci, putem alege o infinitate de numere ira�ionale x �i y, x = ( )21
4

2
n n n+ −  �i y = 

= ( )21
4

2
n n n− −  pentru orice num�r natural n ≥ 5. 

Solu�ia 2: Consider�m numerele x, y de forma x = a + b , y = a – b , a, b ∈ �* � x + y = 2a, x · y = a2 – b � 

� 2a = a2 – bc ⇔ b = a2 – 2a. Atunci (a – 2)2 < a2 – 2a ⇔ a2 – 4a + 4 < a2 – 2a ⇔ a > 2. Dar a2 – 2a < a2 – 2a + 1 ⇔ 

⇔ a2 – 2a < (a – 1)2 � pentru orice a ∈ �, a ≥ 3, b = a2 – 2a nu este p�trat perfect � b ∈ � \ �. Deci putem alege o 

infinitate de numere ira�ionale x �i y, x = a + b , y = a – b . 

8.C.2. Prin ridicare la p�trat se ob�ine a – 1 + 22 –1a  + a + 1 ≤ 4a ⇔ 2 –1a  ≤ a ⇔ a2 – 1 ≤ a2, ceea ce este adev�rat. 

Din a) avem –1a  + 1a +  ≤ 2 ;a  b) A = 
1 3

2

+
 + 

2 4

3

+
 + 

3 5

4

+
 + ... + 

2022 2024

2023

+
 ≤ 

2 2

2
 +  

+ 
2 3

3
 + 

2 4

4
 + ... + 

2 2023

2023
 = 

de2022ori

2 2 2 ... 2+ + + +�

�

�  = 2 ⋅ 2022 = 4044 (1). Aplic�m inegalitatea 2.
a b
b a

+ ≥  Dar, A =  

= 
1

2
 +  

3 2

2 3

� �
+� �� �

� �
 + 

4 3

3 4

� �
+� �� �

� �
 + ... + 

2023 2022

2022 2023

� �
+� �� �

� �
 + 

2024

2023
 ≥ 

1

2
 + 

de2021ori

2 2 2 ... 2+ + + +�

�

�  + 
2024

2023
 =  

= 
1 2024

2 2023

� �
+� �� �

� �
 + 4042 > 1 + 4042 = 4043 (2). Din (1) �i (2) � A ∈ (4043, 4044) � [A] = 4043. 

8.C.3. a) 
(din ipotez�)

(unghi comun)

CAE ABC
ACE ACB

≡ �

≡ �

' '
' '

 
UU

�  ΔCAE ~ ΔCBA � 
CA
CB

 = 
CE
CA

 �  

� AC2 = CE ⋅ CB; b) Din AB2 = BD · BC � 
AB
BD

 = 
BC
AB

 
LUL

�  ΔABC ~ ΔDBA �  

� 'BAC ≡ 'BDA (1). Din ΔCAE ~ ΔCBA � 'BAC ≡ 'AEC (2). Din (1) �i (2) �  
� 'AED ≡ 'ADE � ΔADE isoscel; c) Din ΔCAE ~ ΔCBA � 'CAE ≡ 'CBA, 'ACE ≡ 
≡ 'BCA (3). Din ΔDBA ~ ΔABC � 'DBA ≡ 'ABC, 'BAD ≡ 'BCA (4). Din (3) �i 

(4) � 
CAE DBA
ACE BAD

≡ �

≡ �

' '
' '

 � ΔCAE ~ ΔABD � 
AE
BD

 = 
CE
BD

  
AD AE≡
� AD2 = BD · CE. 

A 

C D E B 
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