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Teme recapitulat ive

Clasa a IX-a
1.1. Mul�imi �i elemente de logic� matematic�  

1. Se consider� intervalele A = (–4, 4] �i B = (–2, 7). Determina�i (A ∩ B) ∩ �.

2. Ordona�i cresc�tor numerele a = 2,5(1), 
5

2
b = , c = 2,(51) �i d = 2,51. 

3. Ar�ta�i c� num�rul 

1
21 14 2

168 4 6 4
2 3 3

a
−

� �� �
= + −� �� �
� �� �

 este natural. 

4. Ar�ta�i c� num�rul 
1 1 1

...
1 2 2 3 8 9

b = + + +
+ + +

 este natural. 

5. Se consider� numerele a = 98 32 8− −  �i b = 162 18 72.+ +  Calcula�i
media aritmetic� �i media geometric� ale numerelor a �i b.

6. Determina�i numerele ra�ionale a �i b, �tiind c� ( )2
2 6 3a b+ = − . 

7. Demonstra�i c�, dac� x ∈ [0, 51], atunci num�rul a = 49 625x x+ + +  se afl�
în intervalul [32, 36].

8. Fie E(x, y) = 2 22 5 6 10x x y y− + + + + , unde x, y ∈ �. Ar�ta�i c� E(x, y) ≥ 3,

pentru orice x, y ∈ �.

9. Stabili�i câte numere ira�ionale con�ine mul�imea { }1, 2, 3, ..., 199, 200 .

10. Calcula�i:

a) 
5 5

3 2
	 
 	 
+ −� � � �
 � 
 �

; b) {1,64} – {–2,36};

c) 2 3 2 3	 
 	 
 	 
+ + +
 � 
 � 
 � ; d) { } { } { }2 3 2 3+ − + .
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11. Rezolva�i în � ecua�iile:

a) |x – 2| = 5; b) |x – 1| + |2 – 2x| = 12;
c) |1 – 2x| = |x + 4|; d) |x2 – 1| + |x + 1| = 0.

12. Rezolva�i în � inecua�iile:

a) |1 – 2x| ≤ 3; b) |x + 3| ≥ 4.

13. Determina�i num�rul elementelor mul�imii A = {x ∈ � | �2x + 1� ≤ 100}.

14. Ar�ta�i c� valoarea expresiei E(x) = |4x – 8| – 2|4 – 2x| nu depinde de num�rul real x.

15. Demonstra�i c� |2x – 3| + 2|x – 1| ≥ 1, pentru orice num�r real x.

16. Demonstra�i c� x2 + 3x + 3 > 0, pentru orice x ∈ �.

17. Fie E(x) = x4 + x3 + 2x2 + x + 1, unde x ∈ �. Demonstra�i c�:

a) E(x) = (x2 + 1)(x2 + x + 1), oricare ar fi x ∈ �;

b) E(x) > 
4

3
, oricare ar fi x ∈ �.

18. Demonstra�i c�, dac� x, y ∈ [2, ∞), atunci xy – 2x – 2y + 6 ∈ [2, ∞).

19. Demonstra�i, prin induc�ie, c� urm�toarele egalit��i sunt adev�rate pentru orice

n ∈ �*:

a) 1 + 3 + 5 + … + (2n – 1) = n2;

b) 
1 1 1

...
1 5 5 9 (4 3)(4 1) 4 1

n
n n n

+ + + =
⋅ ⋅ − + +

. 

20. Demonstra�i, prin induc�ie, c� urm�toarele inegalit��i sunt adev�rate pentru orice
num�r natural n care îndepline�te condi�ia indicat�:
a) 2n > 2n + 1, n ≥ 3;

b) 
1 3 5 2 1 1

...
2 4 6 2 2 1

n
n n
−⋅ ⋅ ⋅ ⋅ <

+
, n ≥ 1. 

21. Demonstra�i c� num�rul 13n + 7n – 2 se divide cu 6, oricare ar fi n ∈ �.

22. Afla�i câte numere naturale de trei cifre au suma cifrelor egal� cu 25.

23. Stabili�i câte numere naturale de patru cifre se pot forma utilizând cifrele 0, 1, 2, 3.

24. Stabili�i câte numere naturale de trei cifre distincte se pot forma utilizând cifrele
1, 2, 3, 4, 5.

25. Afla�i câte numere de trei cifre au exact dou� cifre egale.

26. Afla�i câte numere naturale de trei cifre au produsul cifrelor egal cu 0.

27. Se consider� mul�imea A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Afla�i câte perechi (a, b) ∈ A × A
au proprietatea c� produsul a ⋅ b este impar.
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1.6. Trigonometrie 

1. Calcula�i:  a) 
5

sin ;
6

π
    b) 

7
cos ;

4

π
     c) 

5
tg ;

3

π
     d) 

7
cos .

6

π
 

2. Calcula�i:  a) 
7

sin ;
6

π� �−� �
� �

   b) 
117

cos ;
4

π
   c) 

53
tg ;

3

π
   d) 

1007
ctg .

6

π� �
� �
� �

 

3. Afla�i cos a, sin b, sin(a + b) �i cos(a – b), �tiind c� a ∈ ,
2

π� �π� �
� �

, b ∈ 
3

, 2
2

π� �π� �
� �

, 

sin a = 
3

5
 �i cos b = 

12

13
. 

4. Dac� a ∈ ,
2

π� �π� �
� �

 �i cos a = –
13

5
, calcula�i sin a, sin 2a �i cos 2a. 

5. Fie x ∈ ,
2

π� �π� �
� �

 �i cos 2x = 
1

2
− . Se cer cos x �i sin x. 

6. Dac� x ∈ � pentru care sin x = 
1

4
, se cere sin 3x. 

7. Fie x ∈ �, astfel încât ctg x = 6. Calcula�i sin2 x. 

8. Dac� t ∈ 0,
2

π� �
� �
� �

, astfel încât tg t + ctg t = 2, calcula�i sin 2t. 

9. Fie t �i α ∈ �, astfel încât sin α + t cos α = 1. 

 a) Dac� t = 1, calcula�i tg 2α. 
 b) Dac� t = –1, calcula�i sin 2α. 

10. Calcula�i tg
2

a
, �tiind c� sin a = 

4

5
 �i a ∈ 0,

2

π� �
� �
� �

. 

11. Calcula�i:   a) sin
12

π
;    b) cos 75°;   c) tg 15°;    d) cos

12

11π
. 

12. Calcula�i 
sin 75 cos75

sin15 cos15

° °−
° °

. 

13. Fie α ∈ 
3

,
2

π� �π� �
� �

, astfel încât cos α = 
3

5
− . Calcula�i 

3
cos sin( )

2

π� �+ α + π −α� �
� �

. 

14. Fie a, b ∈ �, astfel încât a – b = π. Ar�ta�i c� are loc rela�ia cos a ⋅ cos b ≤ 0. 

15. Se consider� a, b ∈ �, astfel încât sin a + sin b = 1 �i cos a + cos b = 
2

1
. Calcu-

la�i cos(a – b). 
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30. Verifica�i egalitatea cos220o + cos240 o + cos280 o = 
3

2
. 

31. Demonstra�i c� sin2 2x – 
1

cos 2 sin 2
3 6 4

x xπ π� � � �− ⋅ − =� � � �
� � � �

, pentru orice x ∈ �. 

32. Fie x ∈ �, astfel încât tg x = 
3

2
. Calcula�i tg

2
x π� �+� �
� �

. 

33. Determina�i x ∈ [0, 3π) pentru care:  

 a) sin x = 
1

2
; b) cos 2x = –

1

2
. 

34. Determina�i x ∈ [0, 2π) pentru care tg x = sin x. 

35. Stabili�i dac� urm�toarele func�ii sunt pare sau impare: 

a) f : � → �, f (x) = sin x – x cos x; b) f : � → �, f (x) = sin 4x ⋅ cos 3x. 

36. Ar�ta�i c� func�ia f : � → �, f (x) = sin x ⋅ cos x, este periodic�, având perioada  

T = π. 

37. Determina�i imaginile func�iilor f : � → � definite prin: 

a) f (x) = 3 sin x – 2; b) f (x) = sin x ⋅ cos x; c) f (x) = sin x + cos x. 

38. Demonstra�i c�:  

 a) cos 1 > cos 2;     b) sin 2 > cos 2;    c) sin 1 > cos 1. 

1.7. Aplica�ii ale trigonometriei în geometrie 

1. Se consider� triunghiul dreptunghic ABC cu catetele AB = 3, AC = 4. Calcula�i: 

a) lungimea ipotenuzei BC;  b) aria triunghiului; 
c) cosinusul unghiului B; d) lungimea în�l�imii corespunz�toare ipotenuzei; 
e) raza cercului circumscris triunghiului. 

2. Se consider� triunghiul ABC cu AB = AC = 5 �i BC = 6. Calcula�i distan�a de la 

centrul de greutate al triunghiului la dreapta BC. 
3. Calcula�i perimetrul triunghiului ABC, în care AB = 4, AC = 3, iar 'BAC = 60°. 
4. În triunghiul ABC, avem AB = 3, AC = 5, iar BC = 7. Calcula�i cos A.  

5. Se consider� triunghiul ABC cu AB = 5, AC = 6 �i BC = 8. Ar�ta�i c� triunghiul 

are un unghi obtuz. 
6. Demonstra�i c� în orice  triunghi ABC are loc identitatea b cos C + c cos B = a. 
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Clasa a X-a 
2.1. Radicali �i logaritmi 

1. Ar�ta�i c�: 

a) 
14

1

7

8
5

2

7
142 =−− ; b) 362526113 =−−−+ ; 

c) 321241286 ++=+++ . 

2. Se consider� numerele 3 3a = −  �i 3 3b = + . Ar�ta�i c� 
1

6

a b
b a
� �+� �
� �

∈ �. 

3. Ar�ta�i c� num�rul 17 12 2 3 2 2 6 4 2a = + − − − + ∈ �. 

4. Calcula�i 2 3 3	 
−
 �  ([x] reprezint� partea întreag� a lui x).  

5. Aduce�i la o form� mai simpl�: 

a) 2223 − ; b) 3 6
3

6 18 :
2

⋅ ; 

c) 4 22312 +⋅− ; d) 3327 3 3 9 3⋅ ⋅ . 

6. a) Aduce�i la forma cea mai simpl�: 

7
3 12

4
2 8

( ,  ) :
x y y

E x y
y x x

� �
= � �� �

� �
, unde x, y ∈ (0, +∞). 

 b) Ar�ta�i c� num�rul a =
94

3
3 12

4 27 16

3 2 3 3
⋅

⋅
 este ra�ional. 

7. Se consider� E(x) = 23x x x , unde x � 0. Calcula�i E(a), unde a = 11 8 . 
8. a) Fie a = 8 1642 2 2 2⋅ ⋅ ⋅  �i b = 16 2 . Ar�ta�i c� a ⋅ b este num�r ra�ional. 

 b) Ar�ta�i c� num�rul 3 63 5 5 1 7 3 5a = + ⋅ − ⋅ −  ∈ �. 

9. Determina�i num�rul natural k, dac� 5 3 7 1
( ) ,

k
kx x

x
− � �⋅ =� �

� �
 pentru orice x > 0. 

10. Ordona�i cresc�tor numerele: 

 a) 32,  4  �i 4 5 ; b)  3 42 2 ,  27 3  �i 3 4 . 
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11. Compara�i numerele: 

 a)  a = 2 7+  �i b = 3 6+ ; b)  a = 13 12−  �i b = 12 11− . 

12. Compara�i numerele 1 2a = +  �i 3 2 3b = +  

13. Calcula�i: 

a) log2 8 2 ;  b) log2 0,125;  c) log
2

34 2;    d) log2 
3

4 2

2
; 

e) 21 log 84 − .  

14. Ordona�i cresc�tor numerele a = 3 64,−  b = 3

1
log

27
 �i c = 2

1
log

32
.  

15. a) Ar�ta�i c� num�rul a = log4 8 + log9 27 − 3 8  este natural. 

 b) Demonstra�i c� num�rul 13
2

log 3 3 log 4b = +  este întreg.  

16. Calcula�i: 

 a) log2 ( )6 8+ + log2 ( )6 8− − log27; b) 32 log 5log 3lg0,01 2 9+ − ; 

 c) 2 3 5log 3 log 5 log 8⋅ ⋅ ;   d)  3 7

7 3

log 5 log 11

log 5 log 11

⋅
⋅

.  

17. Calcula�i: 

a) log2 8 ⋅ log3 9 ⋅ log5 5;   b) log2 8 2  – log3 3 3.   

18. Aduce�i la o form� mai simpl�: 

a) 3log9log
3

13
+ ; b) 

8log

3

4log

2

2log

1

2793

−+ ; 

c) 5log3log5log3log 117711 ⋅−⋅ . 
19. Ar�ta�i c� num�rul a este ra�ional, unde: 

 a) a = log25100 ⋅ log1625 – 2log165; b) 2 2

96 12

log 24 log 192

log 2 log 2
a = − ; 

 c) a = log2 9 + 2 2

3 24

log 12 log 6

log 2 log 2
− .  

20. Ar�ta�i c� num�rul a = 13
3

9 3
log log

2 3 5 2 6
+

+ +
 este natural. 

21. Care num�r este mai mare? 
a) log3 5 sau log3 4; b) log2 3 sau 2; c) log0,3 2 sau log0,3 3;  
d) 1

3

log 4  sau –1; e) log3 5 sau log4 5. 
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2.5. Combinatoric� 

1. Care este cel mai mic num�r natural n pentru care n! > 1000? 

2. a) Ar�ta�i c� 
1 1

! ( 1)! ( 1)!

k
k k k

− =
+ +

, oricare ar fi k ∈ �*. 

b) Calcula�i suma 
1 2 99

...
2! 3! 100!

S = + + +  �i ar�ta�i c� S < 1. 

3. Calcula�i: a) 
10
20
9
20

C
C

;    b) 3 3
5 56A C− ;    c) 3 2 2

4 3 4A A C− − .  

4. Calcula�i: 

a) 
! ( 1)!

( 1)! !

n n
n n
+ +
+ −

, n ∈ �; b) 
6 5

4
n n

n

A A
A
+

, n ∈ �, n ≥ 6; c) 
3

3 4
n

n n

C
C C+

, n ∈ �, n ≥ 4. 

5. Care este cel mai mare element din mul�imea A = 3 5 6
7 7 7{ , , }?C C C  

6. Demonstra�i c�:  
 a) 2 2 12 ,n n

n nC C −=  unde n ∈ �*;   b) 4 4 3
1 , unde , 4n n nC C C n n+ = + ∈ ≥� .   

7. Rezolva�i ecua�iile: a) 2 2 30x xC A+ = ; b) 2
2 3 3xC − = ; 

 c) 5 4 33 21x x xA A A− = ; d) 1 3 2
2 16 6 13x x xC C C+ +⋅ + ⋅ = ; e) 2 2

2 41x xA C− + = .  

8. Rezolva�i inecua�iile:  

a) 1 3
1 9x x

x xC C− −
−+ ≤ ; b) (x + 1)! – x! ≤ 100; c) 3 5

n nC C≥ ;   

d) 1
7 7
k kC C −≥ ; e) 5 3

1 112x xA A− −≤ . 
 

*** 
 

9. În câte moduri se poate forma un tren, având la dispozi�ie 6 vagoane? 
10. Câte numere de zece cifre distincte încep cu 20 �i se termin� cu 14? 
11. În câte moduri putem împ�r�i 5 c�r�i la trei copii? 
12. D�m 3 c�r�i diferite la 5 copii, astfel încât niciun copil s� nu primeasc� mai mult 

de o carte. În câte moduri se poate face împ�r�irea? 
13. Un antrenor are la dispozi�ie 10 juc�tori. În câte moduri poate forma o echip� for-

mat� din 6 juc�tori? 
14. Într-o clas� sunt 22 de elevi, dintre care 12 sunt fete. Determina�i în câte moduri 

se poate alege un comitet reprezentativ al clasei format din 3 fete �i 2 b�ie�i.  
15. Într-o clas� sunt 30 de elevi, dintre care 18 fete �i 12 b�ie�i. Alc�tuim o echip� for-

mat� din 6 elevi care s� con�in� cel pu�in 4 fete. În câte moduri putem forma echipa? 
16. Afla�i num�rul diagonalelor unui poligon convex cu 10 laturi. 
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36. G�si�i termenul care nu con�ine x din dezvoltarea 
9

2 1x
x

� �+� �
� �

. 

37. a) Determina�i coeficientul lui x3 din dezvoltarea (2 + x)4.  

 b) Afla�i rangul termenului care con�ine a4 din dezvoltarea 
9

2

3

1a
a

� �+� �
� �

, a ≠ 0.   

38. Fie dezvoltarea 2 2
n

x
x

� �−� �
� �

, n ∈ �, x ≠ 0. Afla�i termenul independent de x, �tiind 

c� suma primilor trei coeficien�i ai dezvolt�rii este egal� cu 49. 

39. Afla�i num�rul termenilor ra�ionali din dezvoltarea ( )100
32 3+ .  

40. Ar�ta�i c�: 

 a) 77 )12()12( −−+  ∈ �; b) 77 )22()22( −−+  ∈ � \ �. 

41. Calcula�i: 

 a) 0 2 16
16 16 16...C C C+ + + ;  b) 0 2 4 6 8

10 10 10 10 10C C C C C− + − + ; 

 c) 0 2008 1 2007 2 2006 2 2008 2008
2008 2008 2008 20085 5 4 5 4 ... 4C C C C⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ . 

42*. a) Verifica�i dac�: 1
1(1 ) k k k

n n nk C C nC −
−+ = + , n, k ∈ �*, n ≥ k. 

b) Demonstra�i c�: 1 + 1 2 12 3 ... ( 1) 2 ( 2)n n
n n nC C n C n−+ + + + = + , n ∈ �*. 

43*. a) Ar�ta�i c� 1
1

1 1

1 1
k k
n nC C

k n
+
+=

+ +
, n ≥ k. 

b) Demonstra�i c�: 
1

0 1 21 1 1 2 1
...

2 3 1 1

n
n

n n n nC C C C
n n

+ −+ ⋅ + + + =
+ +

. 

2.6. Matematici aplicate. Probabilit��i 

1. Determina�i ce procent din a + b reprezint� num�rul a, �tiind c� a este egal cu 
25% din b.   

2. Dup� o reducere de 20%, pre�ul unui produs este de 320 lei. Afla�i pre�ul înainte 
de reducere.  

3. Afla�i pre�ul ini�ial al unui produs dac�, dup� o scumpire cu 15%, cost� 460 lei. 
4. Suma de 500 de lei a fost depus� la o banc� cu o rat� a dobânzii de 1%. Calcula�i 

dobânda ob�inut� dup� un an.  
5. O sum� de 1000 lei a fost depus� la o banc� �i, dup� un an, s-a ob�inut o dobând� 

de 8 lei. Calcula�i rata dobânzii.  
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2.8. Probleme recapitulative din materia claselor a IX-a – a X-a 

Varianta 1 
1. Ar�ta�i c� modulul num�rului complex z = 5 – 12i este 13. 

2. Determina�i coordonatele punctelor de intersec�ie dintre parabola asociat� func�iei  

f : � → �, f (x) = x2 + 5x + 6 �i axa Ox. 

3. Rezolva�i în � ecua�ia 3x + 3x – 1 + 3x – 2 = 13. 

4. Câte numere de dou� cifre se divid cu 4 sau cu 5? 

5. Scrie�i ecua�ia dreptei ce trece prin A(1, 2) �i este paralel� cu dreapta d: x + y + 1 = 0. 

6. Ar�ta�i c� sin
5

6

π
 = 

1

2
. 

 
Varianta 2 

1. Ar�ta�i c� partea imaginar� a num�rului complex z = 
1

1 i+
 este 

1

2
− . 

2. Determina�i punctele de pe graficul func�iei f : � → �, f (x) = 2x – 1 ale c�ror coor-

donate au acela�i modul. 

3. Rezolva�i în � ecua�ia 3 2x +  + 2 = 0. 

4. Câte submul�imi ale mul�imii {1, 2, 3, 4, 5} con�in num�rul 1? 

5. Ar�ta�i c� vectorii u�  = 3i
�

 + 2 j
�

 �i v
�

 = 6i−
�

 – 4 j
�

 sunt coliniari. 

6. În triunghiul ABC avem AB = 4, AC = 6 �i 'A = 120°. Ar�ta�i c� BC = 2 19 . 
 
Varianta 3 

1. Demonstra�i c� num�rul a = 3 2 2 2− −  este întreg. 

2. Demonstra�i c� func�ia f : �* → �, f (x) = x – 
1

x
 este impar�. 

3. Rezolva�i în � ecua�ia 
2 43x x−  = 

1

27
. 

4. Câte submul�imi cu trei elemente are mul�imea {0, 1, 2, …, 10}? 

5. Afla�i distan�a de la punctul A(1, 3) la dreapta d: x – 2y = 0. 

6. Dac� a ∈ ,
2

π� �π� �
� �

 �i sin a = 
5

13
, calcula�i tg a. 
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Clasa a XI-a 
3.1. Permut�ri 

1. Se consider� permut�rile � = 
1 2 3

3 1 2

� �
� �
� �

 �i 	 = 
1 2 3

1 3 2

� �
� �
� �

. Calcula�i �	, 	�, �2, 	 –2. 

2. Fie permut�rile 
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4
=
� �σ � �
� �

 �i 	 = 
1 2 3 4 5

5 2 4 3 1

� �
� �
� �

. Calcula�i (�	) –1, 

� –1, 	 –1 �i ar�ta�i c� (�	) –1= 	 –1 � –1. 

3. Se consider� permutarea � = 
1 2 3 4

4 3 1 2

� �
� �
� �

 ∈ S4. Calcula�i σ2009. 

4. Se consider� permut�rile � = 
1 2 3

3 1 2

� �
� �
� �

 �i τ = 
1 2 3

2 1 3

� �
� �
� �

. Determina�i x ∈ S3, 

�tiind c� σxτ = e. 
5. Se consider� urm�toarele permut�ri de gradul patru:  

 � = 
1 2 3 4

,
2 1 3 4

� �
� �
� �

 	 = 
1 2 3 4

1 3 2 4

� �
� �
� �

. 

a) Ar�ta�i c� σ2 = τ2 = e, σ–1 = σ, τ–1 = τ �i στ ≠ τσ. 
b) Determina�i o permutare α ∈ S4, astfel încât α–1 ≠ α. 

6. Se consider� permutarea σ = 
1 2 3

3 1 2

� �
� �
� �

 ∈ S3. 

a) Calcula�i σ3. 
b) Rezolva�i ecua�ia σ2009 ⋅ x = e, x ∈ S3. 

7. Fie 
1 2 3

3 2 1

� �
σ = � �

� �
 ∈ S3 �i 

1 2 3

1 3 2

� �
τ = � �

� �
∈ S3. 

a) Calcula�i στ �i τσ. 
b) Rezolva�i ecua�ia σx = τ. 

8. Determina�i semnul fiec�reia dintre urm�toarele permut�ri:  

 σ1 = 
1 2 3

3 2 1

� �
� �
� �

, σ2 = 
1 2 3 4

2 4 3 1

� �
� �
� �

, σ3 = 
1 2 3 4 5

3 5 1 2 4

� �
� �
� �

. 
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3.7. �iruri 

1. Studia�i monotonia �irului (xn)n ≥ 1 dac�: 

a) 
1

n
nx

n
+= ; b) 

2 2 2

1 1 1
...

1 2
nx

n
= + + + ; 

c) 
2

!

n

nx
n

= ; d) 
1 1 1

...
1 2nx

n n n n
= + + +

+ + +
. 

2. Studia�i m�rginirea �irului (xn)n ≥ 1 al c�rui termen general este: 

a) 1 ( 1)n
nx = + − ; b) 

2 3

5

n n

n nx += ; 

c) 
2

1 1 1
1 ...

2 2 2

n

nx � � � �= + + + +� � � �
� � � �

; d) 
2 2 2

1 1 1
...

1 2
nx

n
= + + + . 

3. Ar�ta�i c� urm�toarele �iruri sunt divergente: 

a) 
( 1)

2

n

n
na

n
− ⋅=
+

; b) sin
2n

nb π= ; 

c) 2
nc n n= − ; d) 2 3n n

nd = − . 

4. Calcula�i limita fiec�ruia dintre urm�toarele �iruri, având termenul general: 

a) 
7 3

8 2n
na
n
+=
−

; b) 
2 2

3n
n nb

n
− +=
+

; c) 
2

3

1

( 1)
n

nc
n

+=
+

; 

d) 
2 2( 1) ( 1)

2 1n
n nd

n
− − +=

+
; e) 

2

1 2 ...

2
n

ne
n

+ + +=
+

; f) 
3

3 1

2n
nf

n
+� �= � �+� �

. 

5. Calcula�i limita �irului cu termenul general an în fiecare dintre urm�toarele situa�ii: 

a) 
3

n
n na

n
+= ; b) 

3 5

2 7
n

na
n
+=
+

;  c) 
3

2

1 1
n

na
n
+=

+ +
; 

d) 2 1 2na n n= + − ; e) 3 1 2 3na n n= + − + ; f) 2 1na n n n= + − . 

6. Calcula�i limita fiec�ruia dintre urm�toarele �iruri având termenul general: 

a) 
ln 3

ln 2n
na
n
+=
−

; b) bn = ln(n + 1) – ln n; c) 
ln( 1)

1

n

n
ec
n

+=
+

;  

d) 
ln(4 1)

ln(2 3)

n

n nd +=
+

; e) ln = 
2

3

1 ln

2 ln

n
n

+
+

; f) fn = n – ln n. 
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19. Se consider� �irul (xn)n ≥ 1 definit prin ( 3 1)a
nx n n n= + − + , unde a ∈ �. 

Calcula�i lim
n→+∞

xn (discu�ie dup� valorile lui a). 

20. a) Determina�i a, b ∈ � astfel încât limita �irului cu termenul general an = 2 1+n  – 

– a ⋅ n + b s� fie 2. 

b) Determina�i a, b ∈ �, b ≠ 0, astfel încât limita �irului cu termenul general an =  

= 
2

2

1

2

++� �+� �+ +� �

nna
bn n

 (n ∈ �*) s� fie 
1

e
. 

3.8. �iruri date prin formule de recuren�� 

1. Fie �irul (xn)n ≥ 1 definit astfel: x1 = 3 �i 1 2 0n nx x+ − − = , oricare ar fi n ∈ �*. 

Calcula�i lim
n→+∞

xn. 

2. Se consider� �irul (an)n ≥ 1 definit astfel: a1 = –2 �i an + 1 = 4an, oricare ar fi n ∈ �*. 

Not�m cu Sn suma primilor n termeni ai �irului (an)n ≥ 1. 
a) Determina�i an �i Sn. 

b) Calcula�i 2

1

lim n
n n

S
S

+
→+∞ +

. 

3. Fie (an)n ≥ 1 un �ir definit prin: a1 ∈ �, an + 1 – an = 
1

10 na , oricare ar fi n ∈ �*. 

Determina�i an în func�ie de a1 �i calcula�i lim
n→+∞

an. 

4. Fie �irul (xn)n ≥ 0 definit prin x0 = 1 �i 1

1 3

2 2n nx x+ = + , oricare ar fi n ∈ �. 

a) Demonstra�i c� �irul (xn)n ≥ 0 este monoton �i m�rginit. 
b) Calcula�i lim

n→+∞
xn. 

5. Fie �irul (xn)n ≥ 1 definit astfel: x1 = a, a ∈ � �i 1

1
n n

nx x
n+
+= , oricare ar fi n ∈ �*. 

Determina�i xn în func�ie de a �i calcula�i lim
n→+∞

xn. Edit
ura
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20*. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 2ln( 1 )x x+ + . Demonstra�i c� f (x + 1) –  

– f (x) ≤ 1, oricare ar fi x ∈ �. 

3.14. Regulile lui l’Hospital 

1. Calcula�i: 

a) 
2

21

2 3
lim

5 4x

x x
x x→

+ −
− +

; b) 
2

32

3 2
lim

8x

x x
x→

− +
−

; c) 
1

ln
lim

1x

x
x→ −

 

d) 
2

2

4 7
lim

2 3x

x x
x→+∞

−
−

; e) 
2

0

1
lim

x

x

e
x→

−
;  f) 

ln
lim

x

x
x→+∞

; 

g) lim
x

x

e
x→+∞

; h) lim
ln(1 )xx

x
e→+∞ +

; i) 
5

2 32
lim

5

x

x x→

−
−

; 

j) 
sin

lim
x

x
x→π − π

; k) 
2

tg
lim

2x

x
x→−

π
+

; l) 
31

1
lim

1x

x
x→

−
−

; 

m) 
20

2sin cos 1
lim
x

x x
x x→

+ −
−

; n) 
0

2 2
lim

sin

x

x

e x
x→

− −
; o) 

30

arctg
lim
x

x x
x→

−
; 

p) 
20

1
lim

x

x

e x
x→

− −
; q) 

0

arcsin
lim

arctgx

x x
x x→

−
−

; r) 
0

2sin sin 2
lim

sinx

x x
x x→

−
−

. 

2. Calcula�i: 

a) 2lim x

x
x e−

→+∞
; b) 

0
lim
x


x ln x; c) lim x

x
xe

→−∞
; 

d) 
0

lim
x


 x ctg 2x; e) 
�

lim arctg
2x

x x
→−∞

� �+� �
� �

; f)
1

lim ( 1) ln 1
x

x
x→+∞

� �+ +� �
� �

. 

3. Calcula�i: 
a) lim

x→+∞
(ex – x2); b) lim

x→+∞
(ln(1 + x) – x); c) lim

x→+∞
(2x – ln x); 

d) 
0

1 1
lim

sinx x x→

� �−� �
� �

; e) 
1

1
lim

1 lnx

x
x x→

� �−� �−� �
; f) 2 1

lim ln
x

xx x
x→+∞

+� �−� �
� �

. 

4. Calcula�i: 

a) ( )
1

3 2

2
lim 1 x
x

x −
→

− ; b) tg2

�

4

lim(ctg ) x

x
x

→
; c) 

2

1

0
lim(cos ) x
x

x
→

; 

d) 

1

0

1 2
lim

2

x x

x→

� �+
� �
� �

; e) 
3

lim
1

x

x

x
x→+∞

+� �
� �+� �

; f) 
2

lim
1

x

x

x

x→+∞

� �
� �� �+� �

. 
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Clasa a XII-a 
4.1. Legi de compozi�ie 

1. Pe mul�imea numerelor reale se define�te legea de compozi�ie x � y = 2x + y, oricare 

ar fi x, y ∈ �. 

a) Calcula�i 1001 � (–1001). 

b) Rezolva�i ecua�ia x � x2 = 64. 

c) Demonstra�i c�, dac� (x � y) � z = 2z + 1, atunci x = –y.  

2. Pe mul�imea numerelor reale se consider� legea de compozi�ie „�”, definit� prin  

x � y = x + y + 11, oricare ar fi x, y ∈ �. 

a) Ar�ta�i c� (x � y) � z = x � (y � z), oricare ar fi x, y, z ∈ �. 

b) G�si�i dou� elemente a, b ∈ � \ � pentru care a � b ∈ �. 

c) Determina�i cel mai mare num�r natural n, pentru care 1 � 2 � … � n < 1000. 

3. Pe mul�imea numerelor reale definim opera�ia x ∗ y = x2 – 4xy + 3y2.  
a) Calcula�i 300 ∗ 100. 
b) Ar�ta�i c� (x ∗ x) ∗ y ≥ 0, oricare ar fi numerele reale x �i y. 
c) Demonstra�i c� exist� o infinitate de numere ira�ionale a pentru care num�rul  

a ∗ 1 este natural.  
4. Pe mul�imea numerelor reale definim opera�ia x � y = xy + 4x + 4y + 12, oricare ar 

fi x, y ∈ �. 

a) Ar�ta�i c� (x � y) � z = x � (y � z), oricare ar fi x, y, z ∈ �. 

b) Calcula�i (–1000) � (–999) � … � 1000. 

c) Rezolva�i în � ecua�ia x � x � x � x = 12.  

5. Pe mul�imea numerelor reale definim opera�ia „�” prin x � y = xy + 2 (x + y) +  

+ 2 – 2 , oricare ar fi x, y ∈ �. 

a) Demonstra�i c� x � y = ( 2)( 2) 2x y+ + − , pentru orice numere reale x �i y. 
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11. Pe mul�imea G = (0, +∞) \ {1} consider�m opera�ia x � y = x3 ln y, oricare ar fi  

x, y ∈ G. 
a) Demonstra�i c� x � y ∈ G, oricare ar fi x, y ∈ G. 

b) Ar�ta�i c� x � y = y � x, oricare ar fi x, y ∈ G. 

c) Rezolva�i în G ecua�ia x � x = e3.  

12. Pe mul�imea numerelor reale se consider� legea de compozi�ie x ∗ y = 2xy – 6x –  

– 6y + 21, oricare ar fi x, y ∈ �. 

a) Rezolva�i în � ecua�ia 5x ∗ 5x = 11. 

b) Demonstra�i c� mul�imea H = [3, +∞) este parte stabil� a lui � în raport cu 

legea „∗”. 
c) G�si�i dou� elemente a, b ∈ � \ �, astfel încât a ∗ b ∈ �. 

13. Pentru a, b din mul�imea M = [0, +∞), se define�te legea de compozi�ie:  
 a ∗ b = ln(ea + eb – 1). 

a) Ar�ta�i c�, pentru orice a, b ∈ M, rezult� c� a ∗ b ∈ M. 
b) Demonstra�i c� legea de compozi�ie „∗” este asociativ�. 
c) Pentru n ∈ �, n ≥ 2, determina�i elementele a ∈ M, astfel încât 

de ori

...
n a

a a a∗ ∗ ∗�
�
�  = 2a.  

14. Fie mul�imea G = [3, +∞), pe care se define�te legea de compozi�ie:  

 x ∗ y = 2 2 9x y+ − , oricare ar fi x, y ∈ G. 

a) Demonstra�i c� „∗” este lege de compozi�ie intern� pe G. 
b) Ar�ta�i c� legea este asociativ�, comutativ� �i admite element neutru. 
c) Care sunt elementele simetrizabile în raport cu aceast� lege de compozi�ie? 

15. Pe mul�imea � se define�te legea de compozi�ie x ∗ y = 5xy + 6x + 6y + 6, oricare 

ar fi x, y ∈ �. 

a) Demonstra�i c� legea „∗” este asociativ�. 
b) Determina�i elementele simetrizabile ale mul�imii � în raport cu legea „∗”. 

c)*  Rezolva�i ecua�ia 
de 101 ori

...
x

x x x∗ ∗ ∗�
�
�  = –1. 

16. Fie mul�imea de numere reale G = {a + 2b | a, b ∈ �, a2 – 2b2 = 1}. 

a) Demonstra�i c�, dac� a, b, c, d ∈ � �i a + 2b  = c + 2d , atunci a = c �i b = d. 

b) Ar�ta�i c� G este parte stabil� a lui � fa�� de înmul�irea numerelor reale. 

c) Dovedi�i c�, dac� x = a + 2b  �i x ∈ G, atunci x ≠ 0 �i 
1

x
 ∈ G. 
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4.7. Formula Leibniz�Newton 

1. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 
999

1000

1000

1

x
x +

. 

a) Verifica�i dac� func�ia F : � → �, F(x) = ln(x1000 + 1) este o primitiv� a 

func�iei f pe �. 

b) Calcula�i 
1

1
( )f x dx

−� . 

2. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = ex(sin x + cos x). 

a) Verifica�i dac� F : � → �, F(x) = ex sin x, este o primitiv� a func�iei f pe �. 

b) Calcula�i 
2�

0
( )f x dx� . 

3. Calcula�i integralele: 

a) ( )2 2

1
2x x dx− +� ; b) ( )4 2

1
x x dx−� ; c) 

1 1
e

x dx
x

−

−

� �+� �
� �� ; 

d) 
2

1 1
e

x dx
x

−

−

� �+� �
� �� ; e) 

2
3

2

2x x dx
x

− +
� ; f) ( )2

0
2 3x x dx+� ; 

g) 
2

20

1

4
dx

x +� ; h) 
1

20

1

4
dx

x −� ; i) 
1

0 2

1

4
dx

x +� ; 

j) 
1

0 2

1

4
dx

x−� ; k) 
2 2

5 2

1

4
dx

x −� ; l) 3

6

sin x dx
π

π� ; 

m) 3
2

4

1

sin
dx

x

π

π� ; n) 2

3

cos x dx
π
π� ; o) 4

20

1

cos
dx

x

π

� . 

4. Calcula�i integralele: 

a) ( )1 2017

1
1x dx

−
+� ; b) ( )1 5 5

0
( 1) ( 1)x x dx+ − −� ; c) 

2

0

1

2
dx

x +� ; 

d) 
3

2

2

2 1
dx

x +� ; e) 
1

0

1
2

2
x

x dx� �−� �
� �� ; f) 

1 3 1

0

xe dx−� ; 

g) 3

6

sin 2x dx
π

π� ; h) 4

0
cos3x dx

π

� . 

5. a) Determina�i a ∈ �, dac� 
1

( 4 ) 6 5
a

a x dx a− = −� . 

b) Determina�i a > 0, dac� 2

0
(2 4 3 )

a
x x dx a− + =� . 

c) Determina�i x ∈ �, astfel încât 
0

(2 3) 0
x t te e dt− =� . 
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15. Fie f : � → �, f (x) = x3 – 3x + 2. Calcula�i: 

a) 
3

2

( )

1

f x dx
x −� ; b) 

2
0

1

4

( )

x dx
f x−

+
� .  

16. Se consider� f : � \ {1, 2} → �, f (x) = 2

3 5

3 2

x
x x

−
− +

. 

a) Determina�i a, b ∈ �, astfel încât pentru orice x ∈ � \ {1, 2} s� avem f (x) =  

= 
1 2

a b
x x

+
− −

. 

b) G�si�i primitivele lui f pe (2, +∞). c) Calcula�i 
3

1
lim ( )

n

n
f x dx

n→+∞ � .  

17. Calcula�i: 

a) 1

lne

e

x dx
x� ; b) 

2

1
| |x xe e dx−

−
−� ; c) 

2�

0
| sin |x dx� . 

18. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 
3 , ( , 0]

1 sin , (0, )

x x
x x

� ∈ −∞
� + ∈ +∞


. 

a) Demonstra�i c� f este integrabil� pe [–2π, 2π]. 

b) Calcula�i 
1

( )f x dx
π

−� .  

19. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 
3 , 0

, 0

x x

x x x

� ≤

�

+ >


. 

a) Demonstra�i c� f admite primitive pe �. Determina�i primitiva care se anu-

leaz� în zero. 

b) Calcula�i 
1

1
( )f x dx

−� . 

c) Dac� ( ) ( )
b c

a b
f x dx f x dx=� � , unde a, b, c sunt numere reale �i F : � → � este 

o primitiv� a func�iei f, ar�ta�i c� numerele F(a), F(b), F(c) sunt termeni con-
secutivi ai unei progresii aritmetice.  

20. Se consider� func�ia f : (0, +∞) → �, f (x) = 
ln x x

x
+ . 

a) Calcula�i 
1

ln
( )

e xf x dx
x

� �−� �
� �� . b) Demonstra�i c� 

2

1
( )

2

e ef x dx =� . 

c) Determina�i ra�ia progresiei aritmetice având termenul general:  

 In = 
1

( ( ) ) ,
n

n

e

e
f x x dx

+

−�  n ≥ 1.  

Edit
ura

 Para
lel

a 4
5



Enun�uri • Clasa a XII-a 

 146

4.11. Probleme de sintez� – analiz� matematic�  

1. Se consider� func�ia f : [1, +∞) → �, f (x) = 
1

(1 ln )x x+
. 

a) Ar�ta�i c� orice primitiv� a func�iei f este cresc�toare pe [1, +∞). 
b) Determina�i primitiva func�iei f care se anuleaz� în x = 1. 

c) Determina�i a ∈ (1, e2) dac� 
2

( )
e

a
f x dx�  = ln 3 – ln 2. 

2. Se consider� func�ia f : (–1, +∞) → �, f (x) = 
2 3

2

x
x
+
+

. 

a) Ar�ta�i c� orice primitiv� a func�iei f este strict cresc�toare pe (–1, +∞). 

b) Calcula�i 
1

0

( )
.

1

f x dx
x +�  

c) Calcula�i 

2
( )

lim

x

x

x

f t dt

x→∞

�
.  

3. Se consider� f, F : � → �, f (x) = e–x �i F(x) = 
0

( ) .
x

f t dt�  

a) Ar�ta�i c� F(x) = 1 – f (x), pentru orice x ∈ �. 

b) Ar�ta�i c� func�ia h : � → �, h(x) = F(x) – f (x) este concav� pe �. 

c) Calcula�i 2

0
lim ( ) .

x

x
tf t dt

→+∞ �   

4. Fie f, F : � → �, f (x) = e–x sin x �i F(x) = 
1

sin
2

xe x−−  – 
1

cos .
2

xe x−  

a) Calcula�i 2

0
( ) .xe f x dx

π

�  

b) Verifica�i dac� F este primitiv� a func�iei f. 

c) Demonstra�i c� 
1

0
( )f x dx�  ≤ 1 – 

1
.

e
 

5. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 
2, 0

1, 0x

x x
e x
+ <�

� + ≥

  

a) Ar�ta�i c� f admite primitive. Determina�i primitiva func�iei f care se anuleaz� 
în x = 0. 

b) Calcula�i 
1

1
( )f x dx

−� . c) Ar�ta�i c� 
1

2

0
( )xf x dx�  = 

2

e
. 
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Teste pentru Bacalaureat, 
dup� modelul M.E. 

Testul 1 

Subiectul I (30 de puncte) 

(5p) 1. Calcula�i 
1

2022 4
4

� 	� � − ⋅ −� �� � 
 �
 ([x] = partea întreag� a num�rului real x, {x} =  

= partea frac�ionar� a num�rului real x). 

(5p) 2. Se consider� func�ia f : � → �, f(x) = 
2

1 2x+
. Calcula�i S = f(–2) + f(–1) +  

+ f(0) + f(1) + f(2). 

(5p) 3. Rezolva�i în � ecua�ia 2 1 3x x− − = . 

(5p) 4. Determina�i num�rul elementelor mul�imii A, �tiind c� are exact 11 submul-
�imi cu cel mult dou� elemente. 

(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� dreapta d de ecua�ie 3x + y – 1 = 0. 
Ar�ta�i c� punctele A(2, 5) �i B(–4, 3) sunt simetrice fa�� de dreapta d. 

(5p) 6. Ar�ta�i c� ctg tg 2
8 8

π π− = . 

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Se consider� matricea ( )
1 1 2

1 0 3

2 1

A a
a

−� �
� �= − −� �
� �
� �

, unde a este un num�r real. 

(5p) a) Verifica�i c� det ( ( ))A a  = a + 5. 

(5p) b) Determina�i a ∈ �, astfel încât inversa matricei A(a) s� fie matricea B =  

= 

12 7 3

5 3 1

4 2 1

− −� �
� �− −� �
� �−� �

. 

(5p) c) Determina�i matricea X ∈ M1,3(�), �tiind c� X � A(–4) = C, unde C este 

matricea (–1   0   1).  
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 2. Pe mul�imea numerelor complexe se define�te legea de compozi�ie z1 ∗ z2 =  

= z1 + z2 + 1 2

2

z z+
, pentru orice z1, z2 ∈ 	. 

(5p) a) Verifica�i dac� (1 + i) ∗ (1 – i) = 3. 
(5p) b) Demonstra�i c� mul�imea M = {x + i | x ∈ �} este parte stabil� a lui 	 fa�� 

de legea „∗”. 
(5p) c) Ar�ta�i c� pentru o infinitate de numere complexe z, (–2 + 3i) ∗ z este num�r 

real. 
 

Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
 1. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = ex – x.  

(5p) a) Calcula�i 
( )

lim
( 1)x

f x
f x→+∞ +

. 

(5p) b) Ar�ta�i c� f are un singur punct de extrem. 
(5p) c) Demonstra�i c� dreapta y = (e – 1)x este tangent� graficului func�iei f. 

 2. Se consider� func�ia f : (0, �) → �, f (x) = x2 – 
ln x

x
. 

(5p) a) Verifica�i c� 
2

1

ln 7
( )

3

xf x dx
x

� �+ =� �
� �� . 

(5p) b) Determina�i a ∈ (1, �), �tiind c� ( )2

1

1
( )

2

a
x f x dx− =� . 

(5p) c) Demonstra�i c� orice primitiv� a func�iei f pe (0, 1) este strict monoton�. 

Testul 2 

Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Ar�ta�i c� numerele 3log 8 , 6 , 

2
log 3 sunt în progresie geometric�. 

(5p) 2. Se consider� func�ia f : � → �, f(x) = x2 – 3x + 2. Determina�i semnul 

produsului P = ( 2) ( 3) ( 5)f f f⋅ ⋅ . 

(5p) 3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 2 1 12 2 2(2 1)x x x+ +− = − . 

(5p) 4. Determina�i valorile întregi ale lui x pentru care 1
7
xC −  ≥ 72 xC . 

(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� punctele A(2, 4), B(8, 1) �i C(0, 1). 
Ar�ta�i c� punctul H(2, 5) este ortocentrul triunghiului ABC. 

(5p) 6. Determina�i x ∈ (0, π), �tiind c� sin cos 2 cos sin 2
3 3

x x x xπ π� � � �⋅ − = ⋅ −� � � �
� � � �

. 
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Testul 28 

Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Fie (an)n ≥ 1, o progresie aritmetic� astfel încât a3 = 3 �i a7 = 15. Calcula�i a1 + a9. 
(5p) 2. Determina�i num�rul real m pentru care punctul A(m, 2) apar�ine graficului 

func�iei f : � → �, f (x) = x2 – 2x + 3. 

(5p) 3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 5 x−  = 3x – 1. 
(5p) 4. Într-o clas� sunt 12 elevi, dintre care 5 sunt fete. Afla�i în câte moduri se 

poate alege un comitet reprezentativ al clasei format din 3 fete �i 2 b�ie�i. 
(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� punctele A(1, 2), B(5, 6) �i C(–1, 1). 

Determina�i ecua�ia în�l�imii duse din vârful C în triunghiul ABC. 
(5p) 6. Calcula�i cos 70° + cos 110°. 
 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Se consider� matricea A(m) = 

1 1 1

1 2 1

1 1m

−� �
� �−� �
� �
� �

 �i sistemul 

2

2 3

4 1

x y z
x y z
mx y z m

− + =�

 + − =�

 + + = +


, m ∈ �. 

(5p) a) Ar�ta�i c� det A(m) = 5 – m. 
(5p) b) Ar�ta�i c� pentru m = 5 sistemul nu are solu�ie. 
(5p) c) Determina�i numerele naturale m, �tiind c� sistemul are o solu�ie (x0, y0, z0) 

format� din numere naturale. 
 2. Pe mul�imea numerelor reale definim legea x ∗ y = 6x + 6y – 2xy – 15, 

pentru orice x, y ∈ �. 

(5p) a) Ar�ta�i c� e = 
5

2
 este elementul neutru al legii date. 

(5p) b) Verifica�i c� legea „∗” este asociativ�. 
(5p) c) Rezolva�i ecua�ia x ∗ x ∗ x = x, x ∈ �. 

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
 1. Se consider� func�iile f, g : (1, + ∞) → �, f (x) = x – 1 – x ln x �i g(x) =  

= 
ln

.
1

x
x −
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(5p) a) Ar�ta�i c� f (x) < 0, pentru orice x ∈ (1, +∞). 
(5p) b) Demonstra�i c� func�ia g este strict descresc�toare. 

(5p) c) Ar�ta�i c� 3 1( 2) −  > 2 1( 3) .−   

 2. Pentru fiecare num�r natural nenul n se consider� num�rul In = 
1

ln .
e

n xdx�   

(5p) a) Calcula�i I1. 
(5p) b) Demonstra�i c� In = e – nIn – 1, pentru orice num�r natural n ≥ 2. 
(5p) c) Ar�ta�i c� I3 = 6 – 2e. 

Testul 29 

Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Calcula�i suma primilor cinci termeni ai unei progresii geometrice (bn)n ≥ 1, 

�tiind c� b1 = 1 �i b2 = –2. 
(5p) 2. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = x2 – x. Calcula�i (f ) f)(2). 

(5p) 3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 2x + 2 – 2x –1 = 28. 

(5p) 4. Se d� dezvoltarea 
6

3
2 ,x

x
� �+� �
� �

 x > 0. Determina�i termenul independent de x. 

(5p) 5. Se consider� un triunghi ABC �i punctul M astfel încât BM
�����

 = 2 .MC
�����

 Deter-

mina�i numerele reale x, y, �tiind c� AM
�����

 = xAB
����

 + .y AC
����

  

(5p) 6. Fie a ∈ 
3

,
2

π� �π� �
� �

 astfel încât sin a = 
4

5
− . Calcula�i tg .

2

a
  

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 
 1. Se consider� func�ia fA : M2(�) → M2(�), fA(X) = AXA–1, unde A ∈ M2(�) 

�i A este inversabil�. 
(5p) a) Calcula�i fA(I2). 
(5p) b) Ar�ta�i c� fA este o func�ie bijectiv�. 
(5p) c) Ar�ta�i c� fA(X ⋅ Y) = fA(X) ⋅ fA(Y), pentru orice X, Y ∈ M2(�). 

 2. Se consider� polinomul f = X 4 – 3X 2 + 2X + 3 ∈ �[X], având r�d�cinile 

complexe x1, x2, x3, x4. 
(5p) a) Determina�i restul împ�r�irii lui f prin polinomul X – 3. 
(5p) b) Ar�ta�i c� f nu are r�d�cini ra�ionale. 

(5p) c) Ar�ta�i c� 3
1x  + 3

2x  + 3
3x  + 3

4x  + 
1 2 3 4

1 1 1 1
3

x x x x
� �

+ + +� �
� �

 = –8. 
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Testul 50 

Subiectul I (30 de puncte) 

(5p) 1. Determina�i partea real� a num�rului z = 
4 2

.
3

i
i

−
+

  

(5p) 2. Determina�i func�ia de gradul al doilea f : � → �, f (x) = ax2 + bx + c �tiind 

c� este tangent� axei Ox în punctul A(2, 0) �i intersecteaz� axa Oy în punctul 
B(0, 4). 

(5p) 3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 5log (5 5)+  + 5log (5 5)−  –  

– 52log x  = 1. 

(5p) 4. Afla�i câte numere naturale mai mici sau egale cu 2000 au suma cifrelor 2. 
(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� punctele A(2, 1), B(–3, 2) �i C(1, –6). 

Determina�i ecua�ia medianei din A a triunghiului ABC. 

(5p) 6. Calcula�i 
11 23

sin cos .
12 12

π π
  

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Fie matricele A = 

1 1

3 3 ,

1

a
a
a a

− −� �
� �
� �
� �
� �

 A ∈ M3(�) �i B = 

0

0

0

� ��� �� �� �� �� �� ���	 


, B ∈ M3,1(�). 

(5p) a) Ar�ta�i c� det (A) = 3(a2 – 1). 
(5p) b) Demonstra�i c� rang (A) ≥ 2, pentru orice num�r real a. 
(5p) c) Pentru a = 1, ar�ta�i c� exist� o infinitate de matrice X ∈ M3,1(�) astfel încât  

AX = B.  
 2. Fie polinomul f = X 3 + aX 2 + X + 1, f ∈ �[X]. 

(5p) a) Pentru a = 1, determina�i r�d�cinile polinomului f. 
(5p) b) Dac� x1, x2, x3 sunt r�d�cinile polinomului f, calcula�i (1 – x1)(1 – x2)(1 – x3). 
(5p) c) Determina�i valorile lui a ∈ � pentru care polinomul are cel pu�in o r�d�cin� 

întreag�. 
 

Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
 1. Se consider� func�ia f : [0, 1] → �, f (x) = ex + e1 – x. 

(5p) a) Calcula�i f'(x), x ∈ [0, 1]. 

(5p) b) Ar�ta�i c� func�ia f este cresc�toare pe 
1

,1
2
� �
� �� �

. 

(5p) c) Demonstra�i c� 2 e  ≤ f (x) ≤ 1 + e, pentru orice x ∈ [0, 1]. 
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 2. Fie func�ia f : [0, 2] → �, f (x) = 24 .x−   

(5p) a) Ar�ta�i c� orice primitiv� a func�iei f este strict cresc�toare. 
(5p) b) Determina�i volumul corpului ob�inut prin rotirea graficului func�iei f în jurul 

axei Ox. 

(5p) c) Calcula�i 
20 0

1
lim ( ) .

x

x
tf t dt

x→ �   

Testul 51 

Subiectul I (30 de puncte) 

(5p) 1. Ar�ta�i c� num�rul z = 
2

1 1

3 2 3 2i i
� �−� �− +� �

 este real. 

(5p) 2. Se consider� func�iile f, g : � → �, f (x) = 2x2 – 3x + 1, g(x) = x – 2. 

Calcula�i (f ) g)(1). 

(5p) 3. Rezolva�i ecua�ia 
1

1

2

x−
� �
� �
� �

 = 2 .x   

(5p) 4. Afla�i probabilitatea ca, alegând un num�r din mul�imea A = {1, 3, 5, 7, …, 
99}, acesta s� se divid� cu 3, dar nu cu 9. 

(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� punctele A(3, 2), B(–1, 4), C(5, 4). 

Determina�i coordonatele punctului M astfel încât AM
�����

 = 3AB
����

 – 2 .AC
����

  

(5p) 6. Determina�i x ∈ [0, π] pentru care cos 2x = sin .
2

x π� �+� �
� �

  

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Se consider� matricele A = 
2 1

2 1

� �
� �− −� �

 �i X(a) = I2 + aA, a ∈ �. 

(5p) a) Calcula�i det X(–2). 
(5p) b) Ar�ta�i c� X(a) ⋅ X(b) = X(a + b + ab), pentru orice numere reale a �i b. 
(5p) c) Determina�i matricele S = X(–2) + X(–1) + X(0) + X(1) �i P = X(–2)X(–1) ⋅  

⋅ X(0)X(1). 
 2. Fie G mul�imea polinoamelor de grad trei cu coeficien�i în �3. 

(5p) a) Afla�i num�rul elementelor mul�imii G. 

(5p) b) Determina�i r�d�cinile, din �3, ale polinomului f = X 3 + X + 2̂  ∈ �3[X]. 

(5p) c) Ar�ta�i c� polinomul g = X 3 + X 2 + 2̂  ∈ �3[X] este ireductibil în �3[X]. 
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Testul 61 

Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Dac� x1, x2 sunt r�d�cinile ecua�iei x2 + 3x + 5 = 0, ar�ta�i c� num�rul 3 3

1 2x x+  
este întreg. 

(5p) 2. Se consider� func�ia f : � → �, f(x) = x + 2. Rezolva�i ecua�ia (f ) f)(x) =  

= f 2(x). 
(5p) 3. Determina�i numerele naturale x ≥ 2, �tiind c� 1 2

x xC C+ ≤ 15. 

(5p) 4. Câte numere abc  au cifrele din mul�imea {2, 3, 4, 5, 6, 7} �i a < b < c. 
(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� punctele A(2, –3) �i B(4, 1). G�si�i 

coordonatele simetricului punctului A fa�� de punctul B. 
(5p) 6. Determina�i raza cercului înscris în triunghiul ABC în care AB = AC = 15 �i 

BC = 24. 
 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Se consider� matricea A(x) = 

0

0 1 0

0

x ix

ix x

� �
� �
� �
� �−� �

, unde x este num�r real. 

(5p) a) Calcula�i determinantul matricei A(1). 
(5p) b) Ar�ta�i c� A(x) ⋅ A(y) = A(2xy), pentru orice numere reale x �i y. 
(5p) c) Determina�i numerele reale x pentru care (A(x))2018 = A(x). 
 2. Se consider� polinomul f = 2X 3 − aX 2 − aX + 2 cu a ∈ �. 

(5p) a) Calcula�i f (−1). 
(5p) b) Determina�i valorile lui a pentru care f are toate r�d�cinile reale. 
(5p) c) Pentru a = 1, ar�ta�i c� r�d�cinile polinomului f au acela�i modul. 
 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
 1. Se consider� func�ia f : (0, +∞) → �, f (x) = 2 x − ln x. 

(5p) a) Ar�ta�i c� func�ia f are un singur punct de extrem. 

(5p) b) Ar�ta�i c� ( )3
ln 2 3 2

2
< − . 

(5p) c)* Ar�ta�i c� pentru orice m ∈ (2, +∞), ecua�ia f (x) = m are dou� r�d�cini reale 
distincte. 

 2. Se consider� func�ia f : [0, 2] → �, f (x) = 
3

,     [0,  1]
.1

,   (1,  2]

x x

x
x

∈�


� ∈



  

(5p) a) Ar�ta�i c� f admite primitive pe [0, 2]. 

Edit
ura

 Para
lel

a 4
5



Teste pentru Bacalaureat, dup� modelul M.E. 

 228

(5p) b) Ar�ta�i c� 
2

0
( )f x dx�  = 

7

8
. 

(5p) c) Determina�i a ∈ [0, 1], �tiind c� 
2

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx=� � .  

Testul 62 

Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Calcula�i { }2 2 5 1,8� � − −� � . 

(5p) 2. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = x2 – 6x + 8. Determina�i semnul 

produsului P = ( 2) ( 3) ( 5) ( 7)f f f f⋅ ⋅ ⋅ . 

(5p) 3. Dac� log2 3 = a, calcula�i log12 18, în func�ie de a. 

(5p) 4. Fie ABC un triunghi �i punctele D �i E astfel încât 2AD DB=
���� ����

 �i 3AE CE=
���� ����

. 
Ar�ta�i c� BE æ CD. 

(5p) 5. Dac� tg x + ctg x = 3, x ∈ 0,  
2

π� �
� �
� �

, calcula�i 9(sin 2x − cos 4x). 

(5p) 6. Laturile unui triunghi sunt egale cu 6, 8 �i 10. Determina�i raza cercului 
circumscris triunghiului. 

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Se consider� determinantul D(x, y) = 
2 2

1 1 1

1 1 0

1 1 2

x y
x y
− −
+ +

, unde x �i y sunt 

numere reale. 
(5p) a) Calcula�i D(2, 3). 
(5p) b) Ar�ta�i c� D(x, y) = (x − 1)(y − 1)(y − x), pentru orice numere reale x �i y. 
(5p) c) Rezolva�i ecua�ia D(2x, 4) = 0. 
 2. Se consider� polinomul f = X 3 + X 2 + aX − 1, cu a ∈ �.. 

(5p) a) Determina�i a, dac� f este divizibil cu X − 1. 
(5p) b) Determina�i r�d�cinile lui f pentru a = − 1. 
(5p) c)* Dac� a ∈ �, ar�ta�i c� f (x) ≠ 0 pentru orice x ∈ � \ �. 

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
 1. Se consider� func�ia f : (0,+∞) → �, f (x) = 2 2 4x x+ + − x. 

(5p) a) Determina�i ecua�ia asimptotei la graficul lui f spre +∞. 
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Clasa aa IIX-a 

1.1. Mul�imi �i elemente de logic� matematic�  

1. {–1, 0, 1, 2, 3, 4}. 2. b < d < a < c. 3. a = 6 ∈ �. 4. b = 2 ∈ �. 5. a = 2,  b = 18 2,  ma =  

= 
19 2

,
2

 mg = 6. 6. a = 8, b = –4. 7. 49 [7, 10], 625x x+ ∈ + ∈ [25, 26] � a ∈ [32, 36],  

∀ x ∈ [0, 51]. 8. 2 2( , ) ( 1) 4 ( 3) 1 4 1E x y x y= − + + + + ≥ +  = 3, ∀ x, y ∈ �. 9. 186.  

10. a) –2; b) 0; c) 5; d) 1. 11. a) x ∈ {–3, 7}; b) x ∈ {–3, 5}; c) x ∈ {–1, 5}; d) x = –1. 12. a) x ∈  
∈ [–1, 2]; b) x ∈ (–∞, –7] ∪ [1, +∞). 13. 100. 14. E(x) = 0, ∀ x ∈ �. 15. |2x – 3| + 2|x – 1| =  

= |2x – 3| + |2x – 2| = |2x – 3| + |2 – 2x| ≥ |2x – 3 + 2 – 2x| = 1, ∀ x ∈ �. 16. x2 + 3x + 3 =  

= 
2

3

2
x� �+� �
� �

+ 
3

4
 > 0, ∀ x ∈ �. 17. b) E(x) = (x2 + 1)

21 3

2 4
x

� �� �+ + >� �� �
� �� �

3

4
, ∀ x ∈ �. 18. xy –  

– 2x – 2y + 6 = (x – 2)(y – 2) + 2 ∈ [2, +∞), ∀ x, y ∈ [2, +∞). 21. Fie P(n) = 13n + 7n – 2 � 6, 

unde n ∈ �. Pentru n = 0 avem 130 + 70 – 2 � 6, deci P(0) este adev�rat�. Presupunem c� P(k) 

este adev�rat� pentru un num�r natural k; atunci 13k + 7k – 2 = 6p, cu p ∈ �. Rezult� c� 13k+1 +  

+ 7k+1 – 2 = 13 � 13k + 7k+1 – 2 = 13(6p + 2 – 7k) + 7 � 7k – 2 = 6 � 13p – 6 � 7k + 24 = 6(13p –  
– 7k + 4) � 6, deci P(k + 1) este adev�rat�, drept urmare, P(n) este adev�rat� pentru orice n ∈ �. 

22. 6. 23. 192. 24. 60. 25. 243. 26. 171. 27. 16. 28. a) 8; b) 25; c) 50.  

1.2. Progresii 

1. a1 = 5. 2. a1 = –1. 3. Fie r ra�ia progresiei; atunci a1 + 2r = 5 �i a1 + 4r = 9. Rezult� a1 = 1 �i  

r = 2. Prin urmare, S7 = 1 7( )7

2

a a+
 = 49. 4. 2007 este al 402-lea termen al progresiei. 5. x = 6.  

6. Este suma primilor 11 termeni ai unei progresii aritmetice cu primul termen 1 �i ra�ia 3; 

avem c� S11 = 
(1 31) 11

176
2

+ ⋅ = . 7. Termenii sumei formeaz� o progresie aritmetic� în care  

a1 = 1, r = 4. Dac� not�m cu m num�rul de termeni, atunci n = am = a1 + r(m – 1), deci n = 4m – 3.  

Astfel, 231 = Sm = 
(4 2)

2

m m −
 = 2m2 – m �i cum m ∈ �*, ob�inem c� m = 11, apoi n = 41.  

8. an+1 – an = 3, ∀ n ∈ �*, deci (an) este progresie aritmetic� de ra�ie r = 3 �i a1 = 1. Apoi  
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29. Cum sin B = 1, rezult� c� 'B = 90°. Avem c� sin A = 
BC
AC

, deci AC = 8. Aria triunghiului 

ABC este egal� cu 8 3 . 30. SABCD = AB ⋅ AD ⋅ sin'BAD = 24 2 . 31. a) Cum A + B = π – C, 

rezult� c� 
tg tg 

1 tg tg 

A B
A B
+ =

− ⋅
 – tg C, deci tg A + tg B + tg C = tg A ⋅ tg B ⋅ tg C; b) tg(A + B) =  

= 
tg tg 

1 tg tg 

A B
A B
+ =

− ⋅
 –1, deci A + B = 135°. Rezult� c� tg C = 1. Altfel: Folosind rela�ia de la a), 

ob�inem c� tg C = 1, deci C = 45°.  

Clasa aa XX-a 

2.1. Radicali �i logaritmi 

1. b) Observ�m c� 11 6 2−  = 3 2−  �i 5 2 6−  = 3 2− ; c) Se ridic� la p�trat în 

ambii membri. 2. Avem: 
1 1 3 3 3 3

1
6 6 6 6

a b
b a

� �− +� �⋅ + = + = ∈� �� �
� � � �

� . 3. a = 2. 4. Se arat� c� 

−4 < 2 3 3− < −3, deci 2 3 3� �−� � = −4. 5. a) 0; b) 6; c) 1; d) 27. 6. a) E = 
x
y

; b) a = 
2

3
.  

7. Cum E(x) = 
11

6x  �i a = 
3

112 , rezult� E(a) = 2 . 8. a) a = 16 152 , deci a ⋅ b = 2; b) a = 2.  

9. k = 2. 10. a) Aducând radicalii la ordin comun rezult� 342 5 4< < ; b) 3 2 2  < 3 4  <  

< 4 27 3 . 11. a) Avem: a2 = 9 + 2 14  �i b2 = 9 + + 2 18 , deci a < b; b) Cum a = 1

13 12+
  

�i b = 1

12 11+
, rezult� a < b. 12. Aducem la acela�i ordin, deci a > b. 13. a) 

7

2
; b) –3; c) 

7

3
; 

d) 
13

6
; e) 

1

2
. 14. c < a < b. 15. a) a = 1; b) b = −1. 16. a) 2; b) −24; c) 3; d) 1. 17. a) 3; b) 2.  

18. a) 2; b) 0; c) 0. 19. a) a = 
1

2
; b) Fie log23 = x; atunci a = (3 + x) ⋅ (5 + x) – (6 + x)(2 + x) =  

= 3 ∈ �; c) − 3. 20. a = 3. 21. a) log3 5; b) 2; c) log0,3 2; d) – 1; e) log3 5. 22. a) Cum 1 < 2 < 3, 

rezult� 0 < log3 2 < 1; b) Cum 3 < 4 < 27 , rezult� 1 < log3 4 <
3

2
; c) Se arat� c� log3 4 <

3

2
<  

< log4 9, deci log3 4 < log4 9. 23. a) Inegalitatea este echivalent� cu 2 2 < 3 < 4; b) Folosind a), 

avem 2a >  �i a < 2 + 
2

3
, deci [a] = 2. 24. 12log 18 3

3

2 log 2 2

1 2 log 2 1 2

a
a

+ += =
+ +

. 25. Din log40100 = a 
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2.5. Combinatoric� 

1. 7. 2. b) S = 
1

1
100!

− < 1. 3. a) 
11

10
; b) 0; c) 12. 4. a) 

2
;

n
n
+

 b) (n – 4)2; c) 
4

.
1n +

 5. 3
7C .  

7. a) x = 5; b) x = 3; c) x = 10; d) x = 3; e) x = 7. 8. a) x ∈ {3, 4}; b) x ∈ {0, 1, 2, 3, 4}; c) În mod 

necesar n ≥ 5. Inecua�ia este echivalent� cu n2 – 7n – 8 ≤ 0, n ≥ 5, deci n ∈ [–1, 8] ∩ [5, +∞) ∩ �,  

adic� n ∈ {5, 6, 7, 8}; d) k ∈ {1, 2, 3, 4}; e) x ∈ {6, 7, 8}. 9. 6! = 720 moduri. 10. 6! = 720 numere. 

11. 35 = 243 moduri. 12. 3
5A = 60 moduri. 13. 6

10C = 210 moduri. 14. 3 2
12 10 9900C C⋅ =  moduri.  

15. 4 2 5 1 6 0
18 12 18 12 18 12C C C C C C⋅ + ⋅ + ⋅  moduri. 16. Cu cele 10 puncte putem forma 2

10C  = 45 de 

drepte. Cum 10 dintre aceste drepte provin din laturi, vom avea 35 de diagonale. 17. Din 2
nC =  

= 120 ob�inem n = 16. 18. O submul�ime cu cinci elemente care con�ine pe 2 �i pe 3 are forma 
{2, 3} ∪ X, unde X este o submul�ime cu trei elemente a mul�imii {0, 1, 4, 5, 6, 7, 8}. Rezult� 

c� X poate fi aleas� în 3
7C  moduri. Prin urmare, 35 de submul�imi ale lui A au cinci elemente �i 

con�in numerele 2 �i 3. 19. 3 4 5 6
6 6 6 6 42C C C C+ + + = . 20. Submul�imile sunt de forma {0} ∪ X, 

unde X este o submul�ime a mul�imii {1, 2, 3, 4}. Exist� 24 = 16 asemenea submul�imi.  
21. Mul�imea X are forma {4, 5} ∪ A, unde A este o submul�ime a mul�imii {1, 2, 3}. Sunt 23 =  

= 8 mul�imi cu proprietatea cerut�. 22. 1 3 5 4
5 5 5 2 16C C C+ + = = . 23. Cele dou� numere pare pot 

fi alese în 2
5C  moduri, iar cele trei numere impare pot fi alese în 3

5C , deci num�rul submul-

�imilor este 2
5C  ⋅ 3

5C  = 100. 24. Solu�ia 1: Num�rul de submul�imi cu trei elemente este 3
9C  = 84. 

Dintre acestea trebuie excluse submul�imile care con�in toate elementele numere pare, deci 
3
5C submul�imi. Num�rul submul�imilor c�utate este 74. Solu�ia 2: Submul�imile c�utate con�in 

1 num�r impar �i 2 pare, 2 numere impare �i unul par sau 3 numere impare. Num�rul lor este 
1 2 2 1 3 0
4 5 4 5 4 5C C C C C C⋅ + ⋅ + ⋅  = 74. 25. Solu�ia 1: În total sunt 27 = 128 de submul�imi. Dintre 

acestea trebuie excluse submul�imile cu toate elementele numere pare, deci 24 = 16 submul�imi. 
Num�rul submul�imilor c�utate este 112. Solu�ia 2: Submul�imile cu cel pu�in un num�r impar 
cu forma X ∪ Y unde X este o submul�ime nevid� a mul�imii {1, 3, 5}, iar Y o submul�ime a 
mul�imii {0, 2, 4, 6}. Num�rul lor este (23 – 1)24 = 112. 26. Submul�imile lui A cu trei ele-

mente �i suma elementelor num�r par sunt formate din: trei numere pare, deci 3
5C  = 10 sub-

mul�imi, sau un num�r par �i dou� impare, deci 5 ⋅ 2
5C  = 50 submul�imi. În total sunt 60 de 

submul�imi cu propriet��ile cerute. 27. 3
7C  = 35. 28. a) Patru cifre distincte pot fi alese în 4

10C  

moduri. Odat� alese, ele pot fi ordonate descresc�tor în mod unic. Ob�inem 4
10C = 210 numere 

ca în enun�; b) Prima cifr� nu poate fi 0, deci numerele nu con�in cifra 0. Cu acela�i ra�io-

nament, g�sim 4
9C = 126 numere. 29. O asemenea func�ie ia valoarea 1 în dou� elemente ale 

domeniului �i 0 în rest. Aceste dou� elemente le putem alege în 2
10C  = 45 de moduri.  
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Clasa a XI-a 
3.1. Permut�ri 

1. στ =
1 2 3

3 2 1

� �
� �
� �

, τσ =
1 2 3

2 1 3

� �
� �
� �

, σ2 =
1 2 3

2 3 1

� �
� �
� �

, τ–2 =
1 2 3

1 2 3

� �
� �
� �

. 2. ( ) 1 1 2 3 4 5
�	

2 4 5 1 3
− =

� �
� �
� �

, 

1
1 2 3 4 5

�
2 3 1 5 4

− =
� �
� �
� �

, 1 1 2 3 4 5
	

5 2 4 3 1
− =

� �
� �
� �

. 3. Cum σ4 = e, rezult� c� σ2009 = σ. 4. x =  

= σ–1τ–1 = 
1 2 3

3 2 1

� �
� �
� �

. 5. b) α = 
1 2 3 4

2 3 1 4

� �
� �
� �

. 6. a) σ3 = e; b) Deoarece σ2009 = σ2007 ⋅ σ2 =  

= σ2, rezult� c� x = 2 1 2 3

3 1 2
σ − � �

= � �
� �

. 7. a) Avem στ = 
1 2 3

3 1 2

� �
� �
� �

 �i τσ = 
1 2 3

2 3 1

� �
� �
� �

;  

b) Ecua�ia este echivalent� cu x = σ–1τ = 
1 2 3

3 1 2

� �
� �
� �

. 8. Deoarece m(σ1) = 3, m(σ2) = 4, m(σ3) =  

= 5, rezult� c� ε(σ1) = –1, ε(σ2) = 1 �i ε(σ3) = –1. 9. a) σ–1 = 
1 2 3 4 5 6

6 1 4 2 3 5

� �
� �
� �

; b) m(σ) =  

= m(σ–1) = 7. 10. i = 8, j = 3. 11. a) Deoarece A = {e, σ, σ2, σ3, σ4}, rezult� c� ea are cinci 
elemente; b) Având în vedere c� m(σ) = 4, deci ε(σ) = 1, ob�inem ε(σ2) = ε(σ) ⋅ ε(σ) = 1 �i 
ε(σ3) = ε(σ4) = ε(e) = 1. 12. a) m(σ) = 9; b) Dac� ecua�ia ar avea o solu�ie x ∈ S6, atunci, cum 
ε(x4) = 1 �i ε(σ) = –1, ar rezulta c� 1 = –1, ceea ce este fals. Deci ecua�ia considerat� nu are 
nicio solu�ie în S6. 

3.2. Matrice 

1. 625. 2. A + B = 
3 3

2 1

� �
� �−� �

, 2A – 3B = 
1 4

11 18

−� �
� �−� �

, A + At = 
4 0

0 6

� �
� �
� �

. 3. A ⋅ B =
1 1

3 5

− −� �
� �−� �

,  

B ⋅ A =
1 2 1

4 2 2 .

1 2 1

−� �
� �−� �
� �− −� �

 4. X = 
8 4

3 1

−� �
� �−� �

, a + b + c + d = –6. 5. x = 2, y = 0, z = 3. 6. B =  

= 
1 22 2

0

n n n
n

+� �− +
� �

−� �
. 7. a) 3; b) x = 2. 8. c) (x, y) ∈ {(0, 4), (1, 1), (4, 0)}. 9. b) S� presupunem 

c� exist� dou� matrice X, Y ∈ M2(	) astfel încât I2 = XY – YX. Deoarece tr(XY – YX) = tr(XY) –  

– tr(YX) = 0, rezult� c� tr(I2) = 0, ceea ce este fals. 10. a) Fie A = 1 1 ,
0 1

a b� �
� �
� �

 B = 2 2

0 1

a b� �
� �
� �

 

dou� matrice din G(a1 > 0, a2 > 0). Deoarece AB = 1 2 1 2 1

0 1

a a a b b+� �
� �
� �

 �i a1a2 > 0, rezult� c�  
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3.14. Regulile lui l’Hospital 

1. a) 
4

3
− ; b) 

1

12
; c) 1; d) 

4

3
− ; e) 0; f) 0; g) +∞; h) 1; i) 32 ln 2; j) –1; k) π; l) 

3

2
; m) –2; n) 1;  

o) 
1

3
; p) 

1

2
; q) 

1

2
− ; r) 6. 2. a) 0; b) 0; c) 0; d) 

1

2
; e) –1; f) 1. 3. a) +∞; b) –∞; c) +∞; d) 0;  

e) 
1

2
; f) 

1

2
. 4. a) 3 e ; b) e; c) 

1

e
; d) 2 ; e) e2; f) 1. 5. a) 1; b) 1; c) 1; d) 

1

e
; e) 1; f) 1.  

6. a) 1; b) e; c) e; d) 1; e) 1; f) 1. 7. a) Nu, deoarece nu exist� lim
x→+∞

(x – sin x)′; b) Avem 

lim
n→+∞

f (x) = 

sin
1

lim 1
sin

1
x

x
x

x
x

→+∞

+
=

−
, deoarece 

sin
lim 0

x

x
x→+∞

= .  

3.15. Rolul derivatelor de ordinul I �i de ordinul al II-lea în studiul func�iilor 

1. Cum f '(x) = ex + 
1

x
 > 0, ∀ x ∈ (0, +∞), rezult� c� func�ia f este strict cresc�toare, deci 

graficul s�u intersecteaz� axa Ox în cel mult un punct. Deoarece 
0

lim
x


f (x) = –∞ �i 
1f
e

� �
� �
� �

 > 0,  

rezult� c� graficul lui f intersecteaz� axa Ox în A(a, 0), cu 
1

0,a
e

� �∈� �
� �

. 2. Cum f '(x) = ex + 2x > 0,  

∀ x ∈ [0, 1], rezult� c� f este strict cresc�toare, deci minimul func�iei este f (0) = 1, iar 

maximul este f (1) = e + 1. 3. Vom folosi �irul lui Rolle. a) Fie func�ia f : � → �, f (x) = 2x3 –  

− 6x2 + 3. R�d�cinile derivatei, f′ (x) = 6(x2 – 2x), sunt 0 �i 2. Cum lim ( )
x

f x
→−∞

 = –∞, f (0) = 3,  

f (2) = –5 �i lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞, avem: 

x –∞  0  2  +∞ 
f′ (x)   0  0   
f (x) –  +  –  + 

Deci ecua�ia considerat� are trei r�d�cini reale: x1 ∈ (–∞, 0), x2 ∈ (0, 2), x3 ∈ (2, +∞); b) x1 ∈  

∈ (ln 2, +∞); c) x1 ∈ (0, 1), x2 ∈ (1, +∞); d) x1 ∈ (–∞, – 3 ), x2 ∈ (– 3 , 3 ), x3 ∈ ( 3 , +∞).  

4. Avem: I. m ∈ (–∞, –2): o r�d�cin�, x1 ∈ (1, +∞); II. m = –2: trei r�d�cini, x1 = x2 = –1 �i x3 ∈  
∈ (1, +∞); III. m ∈ (–2, 2): trei r�d�cini, x1 ∈ (–∞, –1), x2 ∈ (–1, 1), x3 ∈ (1, +∞); IV. m = 2:  
trei r�d�cini, x1 ∈ (–∞, –1), x2 = x3 = 1; V. m ∈ (2, +∞): o r�d�cin�, x1 ∈ (–∞, –1). 5. Vom folosi 

�irul lui Rolle. Consider�m func�ia f : (0, +∞) → �, f (x) = 18x2 – ln x – m. Evident, f este  
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Clasa a XII-a 

4.1. Legi de compozi�ie 
1. a) 1; b) Ecua�ia este 

2

2x x+  = 26, adic� x2 + x – 6 = 0 �i de aici x = 2 sau x = –3; c) Avem c�  

(x � y) � z = 22 ;
x y z+ +  din 22

x y z+ +  = 12z+ , rezult� c� 2x y+  = 1, deci x + y = 0. 2. b) a = 
1

4
, b = 

3

4
;  

c) Prin induc�ie, x1 � x2 � … � xn = x1 + x2 + … + xn + (n – 1) ⋅ 11, ∀ x1, x2, …, xn ∈ � �i ∀ n ∈  

∈ �*. Rezult� c� 1 � 2 � … � n = 
( 1)

2

n n +
 + 11(n – 1) < 1000. Cum n este maxim, atunci n = 34. 

3. a) 0; b) Cum x ∗ x = 0, ∀ x ∈ �, rezult� c� (x ∗ x) ∗ y = 3y2 ≥ 0, ∀ y ∈ �; c) Avem a ∗ 1 =  

= a2 – 4a + 3 = (a – 2)2 – 1. Pentru orice n ∈ � astfel încât n + 1 nu este p�trat perfect, lu�m  

a = 2 1n+ + . Astfel, g�sim o infinitate de valori ale lui a ∈ � \ �, pentru care a ∗ 1 = n ∈ �.  

4. a) Folosind faptul c� x � y = (x + 4)(y + 4) – 4, avem c� x � (y � z) = (x � y) � z = (x + 4)(y +  

+ 4)(z + 4) – 4, ∀ x, y, z ∈ �; b) Observ�m c� x � (–4) = (–4) � y = –4, ∀ x, y ∈ � (num�rul  

–4 este element absorbant pentru opera�ia „�”). Atunci (–1000) � (–999) � … � 1000 = 

= [(–1000) � … � (–5)] � (–4) � [(–3) � … � 1000] = x � (–4) � y = –4 � y = –4; c) Ecua�ia se 

scrie sub forma (x + 4)4 – 4 = 12. Cum x ∈ �, rezult� c� (x + 4)2 = 4, cu solu�iile x1 = –2 sau  

x2 = –6. 5. b) Dac� x, y ∈ I, atunci 2x +  > 0 �i 2y +  > 0, deci x � y > 2− , adic� x � y ∈ I;  

c) Observ�m c� opera�ia este asociativ�. Atunci 
11 12 23

...
1 2 13

� � � � � �
− − −� � � � � �� � � � � �
� � � � � �

� � �  = 
11

1

�� �
−�� �� ��� ��

�  

( )19 21 22 23
... 2

9 11 12 13

� � �� � � � � � � �
− − − − −� � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � �� � � � � � � �� � �

� � � � � � = ( )2a b� �−� �� � = ( )2 b− � = 2− .  

6. a) (x + i)(y + i) – i = xy + ix + iy – 1 – i = x � y; b) Demonstr�m inductiv, folosind a); c) 

Ecua�ia este (x + i)4 – i = 1 – i, deci (x + i)4 = 1, de unde x + i ∈ {–1, 1, i, –i}, adic� x ∈  
∈ {–1 – i, 1 – i, 0, –2i}. 7. a) x � y = (x – 4)(y – 4) = y � x; b) De exemplu, observ�m c� 2 � (3 � 4) =  

= 8, îns� (2 � 3) � 4 = 0; c) Avem (m – 4)(n – 4) = 7, cu solu�iile (m, n) ∈ {(5, 11); (11, 5); (3, –3); 

(–3, 3)}. 8. a) (x � y) � z = x � (y � z) = 3 3 33 x y z+ + , ∀ x, y, z ∈ �; b) e = 0; c) x1 = x0
3 2 , x2 =  

= 3
0 3x , x3 = x0

3 4  ∈ � \ �. 9. b) e = 
7

2
; c) Se demonstreaz� prin induc�ie matematic�.  

10. a) Pentru orice x, y ∈ (–∞, 0), avem c� x ∗ y ∈ (–∞, 0), deci ∗ este lege de compozi�ie pe G; 

c) Fie e ∈ G un eventual element neutru; atunci 
xe

x e+
 = x, ∀ x ∈ G, sau înc� xe = x2 + xe,  

∀ x ∈ G, fals. Rezult� c� legea nu are element neutru. 11. a) Observ�m c� x � y = 3ln lnx ye  > 0, 
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Teste pentru Bacalaureat, dup� modelul M.E. 
 

• Pentru orice solu�ie corect�, chiar dac� este diferit� de cea din barem, se acord� punctajul corespunz�tor. 
• Nu se acord� frac�iuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolv�ri par�iale, în 
limitele punctajului indicat în barem. 
• Se acord� zece puncte din oficiu. Nota final� se calculeaz� prin împ�r�irea la zece a punctajului total 
acordat pentru lucrare. 
 

Testul 1 

I. 1. 41. 2. 5. 3. x = 2. 4. 4 elemente. 5. AB ⊥ d �i mijlocul M(–1, 4) ∈ d. 6. ctg tg
8 8

π π−  =  

= 

2 2cos sin
8 8

sin cos
8 8

π π−

π π
 = 

2cos
4

sin
4

π

π
 = 2. II. 1. b) A–1(a) = B ⇔ A(a) � B = I3. Rezult� a = –4;  

c) X = C(A(–4))–1 = CB = (16   9   –4). 2. b) Dac� x + i �i y + i ∈ M, atunci (x + i) ∗ (y + i) =  

= 
3( )

2

x y i+ +  ∈ M; c) z = a – 3i, a ∈ �. III. 1. a) 
1

e
; b) A(0, 1) este punct de minim;  

c) Dreapta este tangent� graficului func�iei f în punctul M(1, e – 1). 2. b) ( )2

1
( )

a
x f x dx−�  =  

= 
1

lna x dx
x�  = 21

ln
2

a  = 
1

2
 � a = e; c) Fie F o primitiv� a lui f pe (0, 1). Cum F�(x) = f(x) > 0  

(deoarece ln x < 0), rezult� c� F este strict cresc�toare pe (0, 1). 

Testul 2 

I. 1. 3 2
log 8 log 3⋅  = 3 23log 2 2log 3⋅  = 6 = 2( 6) . 2. ( 2)f  < 0; ( 3)f  < 0; ( 5)f  > 0.  

3. x = –1 �i x = 
1

2
. 4. x ∈ {6, 7}. 5. BH ⊥ AC �i CH ⊥ AB. 6. x = 

3

π
. II. 1. b) det A ≠ 0 �  

� a ∈ � \ {0, 1}; c) Pentru a = 1 sistemul este compatibil simplu nedeterminat cu solu�iile  

(7 – α, 11– 2α, α), α ∈ �. Ob�inem solu�ii formate din numere naturale pentru α ∈ {0, 1, 2, ..., 5},  

deci 6 solu�ii. 2. c) Se verific� u�or c� „∗” este asociativ�, are element neutru e = 2 �i orice  
x ≠ 4 este inversabil. Rezult� c� (�, ∗) nu este grup. III. 1. a) 1; b) Fie c� în A(a, f(a)) �i  

B(b, f(b)) tangentele nu sunt secante, deci sunt paralele. Rezult� f �(a) = f �(b) � a = b, fals;  

c) Folosind �irul lui Rolle, ecua�ia f(x) = 0 nu are solu�ii. 2. b) 
2

21
( )

( 1)

xef x dx
x

� �
−� �+� �

�  =  

= 
2

21 1 ( 1)

x xe e dx
x x

� �
−� �+ +� �

�  = 
2

1

1

1
xe dx

x

′� �⋅� �+� ��  = 
2

1
1

xe
x +

 = 
22 3

6

e e−
; c) Pentru x ∈ [1, 3], ex ≥ e, 

deci 
3

1
( )f x dx�  ≥ 

3

1 1

e dx
x +�  = 

3

1
ln( 1)e x +  = e ln 2. 
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Testul 50 

I. 1. 1. 2. f (x) = x2 – 4x + 4. 3. 2. 4. 10. 5. x – y – 1 = 0. 6. 1
.

4
 II. 1. b) Pentru a ≠ 1, rang(A) =  

= 3, iar pentru a = 1 sau a = –1, rang(A) = 2; c) X = 

0

�

�

� �
� �−� �
� �
� �

, α ∈ �. 2. a) –1; i; –i; b) a + 3;  

c) R�d�cin� întreag� poate fi –1 sau 1. Rezult� a = 1 sau a = –3. III. 1. a) f '(x) = ex – e1 – x, x ∈  

∈ [0, 1]; c) min f = 2 ;e  max f = 1 + e. 2. a) Dac� F este primitiv� a func�iei f, atunci F'(x) =  

= f (x) > 0; b) 
16

3

π
; c) 1.  

Testul 51 

I. 1. z = 
16

169

−
 ∈ �. 2. 6. 3. x = 2. 4. A are 50 de elemente, 17 divizibile cu 3 �i 6 divizibile cu 9.  

Probabilitatea cerut� este egal� cu 
11

.
50

 5. 3AB
����

– 2AC
����

= 3( 4 2 )i j− +
� �

– 2(2 2 )i j+
� �

= 16 2i j− +
� �

� 

� M(–13, 4). 6. Ecua�ia este echivalent� cu 2 cos2 x – 1 = cos x, x ∈ [0, π]. Rezult� x = 0 sau  

x = 
2

.
3

π
 II. 1. a) –1; c) S = 

0 2
;

4 6

−� �
� �
� �

 P = 
1 1

.
2 2

− −� �
� �
� �

 2. a) Exist� 2 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 = 54 polinoame; 

b) ˆ(0)f  = 2̂,  ˆ(1)f  = 1̂,  ˆ(2)f  = 0̂;  2̂  este singura r�d�cin� a polinomului f; c) g nu are 

r�d�cini în �3 �i grad g = 3, deci este ireductibil. III. 1. a) f este strict descresc�toare pe (0, 1] �i 

strict cresc�toare pe [1, +∞); b) min f = 
1

,
2

 deci f (x) ≥ 
1

,
2

 ∀ x ∈ (0, +∞) �i de aici rezult� 

concluzia problemei; c) m ∈ 
1

, .
2

� �+∞� �
� �

 2. a) ln(x + 2) – ln(x + 1) + x + C; b) 
1

2
 + ln 2;  

c) 
9 3

2ln .
2 2

� �π −� �
� �

  

Testul 52 

I. 1. 189. 2. [–4, 0]. 3. x ∈{–1, 0}. 4. T7 = 26 ⋅ 6
9 .C  5. a = 2. 6. 3

.
2

 II. 1. b) Sistemul este 

compatibil determinat cu solu�ia (–8, –5, –5); c) Sistemul este compatibil nedeterminat cu 

solu�ia 
1 1

, ,
3 3

� �α − α� �
� �

, α ∈ �. 2. a) a = 8, b = –6; b) 1; 3; 2;±  c) a = –2. III. 1. a) f �(2) =  

= 3ln 2; b) f este descresc�toare pe (–�, 0] �i cresc�toare pe [0, �), A(0, 1) este punct de 
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b) f '(x) = x sin x � 0 pe [0, π]; c) 0 � x �
2

π
 �i f cresc�toare pe 0,  

2

π� �
� �� �

� f (0) � f (x) �  

�
2

f π� �
� �
� �

. 2. b) 
2 1

2

e +
; c) Pentru x ∈ [1, 2], 0 � f (x) �

5

2
� 0 � f n(x) �

5

2

n
� �
� �
� �

, deci 0 �  

2

1

1 5
( )

3 6

n
n

n f x dx � �≤ ≤ � �
� �� , ∀ n ∈ �* �i cum 

5
lim

6

n

n→+∞

� �
� �
� �

= 0, limita cerut� este egal� cu zero. 

Testul 60 

I. 1. a = 1, b = –5. 2. f (n) ≠ 0, ∀ n ∈ �, deci f nu este surjectiv�. 3. x ∈ {−1, 1}. 4. 1. 5. 3x +  

+ 2y + 7 = 0. 6. 2

2
− . II. 1. b) 6. 2. a) R�d�cini ra�ionale ar putea fi 1 sau −1. Cum f (1) ≠ 0 �i  

f (−1) ≠ 0, rezult� concluzia; b) 2 2 2 2
1 2 3 4x x x x+ + + = 0, deci cel pu�in o r�d�cin� nu este real�. Cum 

f ∈ �[X], f are cel pu�in dou� r�d�cini complexe, nereale. Cum f (0) ⋅ f (1) < 0 �i f (1) ⋅ f (2) < 0 

rezult� c� f are dou� r�d�cini reale, una în (0, 1) �i una în (1, 2); c) Cum 4
1x − 4x1 + 1 = 0, rezult� 

c� 3
1x − 3 = 1

1

4 1x
x
− − 3 = 1

1

1x
x
−

 �i atunci produsul P = 1 2 3 4

1 2 3 4

( 1)( 1)( 1)( 1) (1)
2

(0)

x x x x f
x x x x f

− − − − = = − .  

III. 1. a) Dac� A(a, b), b = f (a) este punctul de pe graficul func�iei f, în care tangenta la grafic 
este paralel� cu dreapta 2y − x + 1 = 0, rezult� c� panta tangentei este egal� cu panta dreptei, 

deci f '(a) = 1

2
, deci a = 3  sau a = − 3 . Pentru 

2
3,  3

3
A π� �−� �
� �

 tangenta are ecua�ia: y −  

− 3 +
2 1

(
3 2

xπ = − 3) ; pentru 
2

3,  3
3

A π� �− − +� �
� �

 ecua�ia tangentei este y + 3 − 
2

3

π =   

1
( 3)

2
x= + ; b) 2; c) 

1 1
,  

3 2
∈ (−1, 1); 

1 1

3 2
<  �i f descresc�toare pe (−1, 1) � 

1

3
f � �>� �
� �

  

1

2
f � �> � �
� �

. 2. c) In+1 + In = ( )
 22 2 1 1

2 2

 11 1

( 1) 2 2
2 2 1

2 1 2 1( 1)

n n n nx x dx x dx x
n nx x

− ++ = = = ⋅ −
+ ++� � .   

Testul 61 

I. 1. 3 3
1 2 18x x+ = ∈� . 2. x = –3 �i x = 0. 3. x ∈ {2, 3, 4, 5}. 4. 3

6C = 20. 5. A'(6, 5). 6. 4. II. 1. a) 0; 

c) (A(x))n = A(2n–1xn), n ∈ �. Rezult� 22017x2018 = x, deci x = 0 sau x = 1

2
. 2. a) f (1) = 0; b) f =  

= (x + 1)(2x2 − (a + 2)x + 2) �i are toate r�d�cinile reale dac� � = (a + 2)2 − 16 � 0, deci a ∈ (−∞, 

−6] ∪ [2, +∞); c) f = (x + 1)(2x2 − 3x + 2) �i are r�d�cinile x1 = −1, x2,3 =
3 7

4

i±
 �i |x1| = |x2| =  

= |x3| = 1. III. 1. a) f '(x) = 
1x

x
−

, f este descresc�toare pe (0, 1] �i cresc�toare pe (1, ∞). 
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A(1, 2) este punct de minim; b) Cum 2, 3 ∈ (1, ∞) �i f este strict cresc�toare pe (1, ∞), rezult� 
c� f (2) < f (3) �i de aici rezult� concluzia; c) Folosim �irul lui Rolle pentru func�ia 

g : (0, +∞) → �, g(x) = f (x) − m.  

 
 
 
 
 
 
Rezult� c� g(x) = 0 are dou� r�d�cini reale x1 ∈ (0, 1) �i x2 ∈ (1, +∞). 2. a) f este continu� pe  

[0, 2]; b) 
2

0

( )f x dx�  = 
1

0

( )f x dx�  + 
2

1

( )f x dx�  = 
1

0

x dx�  + 
2

3

1

1 dx
x�  = 

1 22

2
10

1

2 2

x
x

−  = 
7

8
;  

c) Rela�ia dat� este echivalent� cu: 
0

2 ( )
a

f x dx�  = 
0

( )
a

f x dx�  + 
2

( )
a

f x dx�  = 
2

0

( )f x dx�  = 
7

8
, deci 

0

2
a

x dx�  = 
7

8
 � a2 = 

7

8
 � a = 

14

4
. 

Testul 62 

I. 1. 1. 2. P > 0. 3. 1 2

2

a
a
+
+

. 4. AD AC
BD CE

= , deci DC æ BE. 5. 5. 6. 5. II. 1. a) 2; c) x = 0 sau x = 2. 

2. a) f (1) = 0 � a = −1; b) x1 = x2 = −1, x3 = 1 c) Trebuie demonstrat c� f nu are r�d�cini 
ra�ionale neîntregi pentru a ∈ �. III. 1. a) y = 1; b) f '(x) < 0, pentru x > 0. 2. b) Fie F o 

primitiv� a func�iei f, limita cerut� va fi egal� cu 
2

2

( ) (0) ( ) 1
lim lim lim

2 2x x x

F x F F x x
x x x→+∞ →+∞ →+∞

′− += = =   

1

2
= ; c) In+1 = ( )

1 1 11 1
2 2 1 2

2 0
0 0 0

1 1 1 2
1

n
n n nx dx x x dx x x nx x dx

x

+
−′

= + = + − + = −
+� � �   

1 1 1

2
0 1

n nx xn dx
x

+ −+−
+� , deci In+1 = 2 − n(In+1 + In–1). 

Testul 63 

I. 1. 36. 2. x ∈ {−1, 0, 1, 2, 3}. 3. x = 2. 4. 1

9
. 5. C(−1, 4). 6. −3. II. 1. b) 

1 1
,  0,  

2 2
� �−� �
� �

; c) Sis-

temul este compatibil nedeterminat cu solu�iile: 
1 8 1 2

,  ,  ,  
6 6

− − α + α� �α α∈� �
� �

�  �i x + 4y = 1

2
.  

2. a) − 24; c) (1, 2); (−3, −2). III. 1. a) 0; b) f '(x) = − e–x(x −1)2 � 0; c) x � 0, f descresc�toare �  

x 

g' 
g 

0 

0 

1 +∞

+∞ 
+

+∞ 
+

2 − m 
−
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Breviar teoretic 
1. ALGEBR� 

1.1. Formule de calcul prescurtat 

(a ± b)2 = a2 ± 2ab + b2; a2 – b2 = (a – b)(a + b); (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ac; 
(a ± b)3 = a3 ± 3a2b + 3ab2 ± b3; a3 ± b3 = (a ± b)(a2 � ab + b2);  

an – bn = (a – b)(an – 1 + an – 2b + … + bn – 1); n ∈ �, n ≥ 2.  

1.2. Sume remarcabile 

1

n

k
k

=

=� 1 + 2 + 3 + … + n = 
( 1)

2

n n +
;  

2

1

n

k
k

=
�  = 12 + 22 + … + n2 = 

( 1)(2 1)

6

n n n+ +
;  

3

1

n

k
k

=

=�
2

( 1)

2

n n +� �
� �� �

. 

1.3. Modulul unui num�r real 

Defini�ie. |x| = 
  ,   0

,   0

x x
x x

≥�
�− <


.  

Propriet��i: 1) |x| ≥ 0, ∀ x ∈ �; 2) |x| = 0 ⇔ x = 0; 3) |x ⋅ y| = |x| ⋅ |y|, ∀ x, y ∈ �;  

4) |x : y| = |x| : |y|, ∀ x, y ∈ �, y ≠ 0; 5) |x + y| ≤ |x| + |y|, ∀ x, y ∈ �; egalitatea are loc dac� �i 

numai dac� xy ≥ 0; 6) |x| ≤ a ⇔ x ∈ [–a, a], a > 0; 7) |x| ≥ a ⇔ x ∈ (–∞, –a] ∪ [a, +∞), a > 0. 

1.4. Partea întreag� �i partea frac�ionar� 

Defini�ie. Partea întreag� a unui num�r real x este cel mai mare num�r întreg, mai mic sau egal 
cu x �i se noteaz� cu [x]. Partea frac�ionar� (zecimal�) a unui num�r real x se noteaz� cu {x} �i 
este definit� astfel: {x} = x – [x].  

Propriet��i: 1) [x] ∈ � �i {x} ∈ [0, 1), ∀ x ∈ �; 2) [x] ≤  x < [x] + 1, ∀ x ∈ �;  

3) [x + k] = [x] + k, ∀ x ∈ �, ∀ k ∈ �;  4) {x + k} = {x}, ∀ x ∈ �, ∀ k ∈ �. 
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pentru f dac� (X – a)p divide f, dar (X – a)p + 1 nu divide f. Num�rul a ∈ 	 este r�d�cin� 

multipl� de ordinul p pentru polinomul f dac� �i numai dac� f (a) = 0, f'(a) = 0, …, f (p – 1)(a) =  
= 0, dar f (p)(a) ≠ 0. 
Fie f ∈ 	[X] un polinom de grad n ≥ 1, având r�d�cinile x1, x2, …, xk multiple de ordine α1,   

α2, …, αk, cu α1 + α2 + … + αk = n. Atunci descompunerea lui f în factori liniari este f =  

= 1

1( )na X x α− 2

2( )X x α− … ( ) k
kX x α− , unde an este coeficientul dominant al lui f. 

Polinoame cu coeficien�i reali. Polinoamele ireductibile din �[X] sunt cele de gradul I �i cele 

de gradul al II-lea care nu au r�d�cini în �. Dac� f ∈ �[X], f ≠ 0 �i z0 = a + bi, b ≠ 0, este o 

r�d�cin� complex� a lui f, atunci �i 0z = a – bi este r�d�cin� a lui f, iar cele dou� r�d�cini au 
acela�i ordin de multiplicitate. Orice polinom cu coeficien�i reali are un num�r par de r�d�cini 
complexe nereale. Orice polinom cu coeficien�i reali de grad impar are cel pu�in o r�d�cin� 
real�. 

Polinoame cu coeficien�i ra�ionali. Dac� f ∈ �[X], f ≠ 0 �i x0 = a + b  (a, b ∈ �, b > 0,  

b  ∉ �) este o r�d�cin� a lui f, atunci �i a b−  este r�d�cin� a lui f, iar cele dou� r�d�cini au 

acela�i ordin de multiplicitate. 
Polinoame cu coeficien�i întregi. Dac� f = a0 + a1X + … + anXn ∈ �[X], an ≠ 0 admite o r�d�-

cin� ra�ional� x0 = 
p
q

 (p, q ∈ �, q ≠ 0, (p, q) = 1), atunci p divide termenul liber (adic� p | a0), 

iar q divide coeficientul dominant (adic� q | an). 
Rela�iile lui Viète. Dac� x1, x2, …, xn sunt r�d�cinile polinomului f = a0 + a1X + … + anXn ∈  

∈ 	[X], an ≠ 0, atunci au loc rela�iile (lui Viète): x1 + x2 + … + xn = 1n

n

a
a
−− , x1x2 + x1x3 + … +  

+ xn – 1xn = 2n

n

a
a
− , …, x1x2…xn = (–1)n 0

n

a
a

. Dac� numerele complexe x1, x2, …, xn verific� 

rela�iile x1 + x2 + … + xn = S1, x1x2 + x1x3 + xn – 1xn = S2, …, x1x2…xn = Sn, atunci ele sunt 
r�d�cinile polinomului f = Xn – S1Xn – 1 + S2Xn – 2 + … + (–1)nSn.  

2. GEOMETRIE 

2.1. Punctul în plan  

Consider�m un sistem cartezian ortogonal în plan �i pentru orice punct P din plan not�m cu  
(xP, yP) coordonatele sale în raport cu sistemul ales. Lungimea segmentului AB este egal� cu 

( ) ( )2 2

B A B Ax x y y− + − . Coordonatele mijlocului M al segmentului AB sunt: ,
2

A B
M

x xx +=  

2
A B

M
y yy += . Coordonatele punctului P, de pe segmentul AB, cu proprietatea c� 

PA k
PB

=  
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sunt: xP = ,
1
A Bx kx

k
+
+

 yP = 
1
A By ky

k
+
+

. Coordonatele centrului de greutate G al triunghiului ABC 

sunt xG = ,
3

A B Cx x x+ +
 yG = 

3
A B Cy y y+ +

. 

2.2. Vectori în plan  

Fie { },  ,   O i j
� �

 o baz� ortonormat� asociat� unui reper cartezian ortogonal din plan. Vectorul 

de pozi�ie al punctului A ( ),A Ax y  este  A A Ar x i y j= +
��� � �

. Coordonatele vectorului AB
����

 sunt 

( ),  B A B Ax x y y− − , adic� ( )B AAB x x i= − +
���� �

( )B Ay y j−
�

. Suma vectorilor ( ),u a b
�

 �i ( ),v a b′ ′
�

 

este ( ) ( ),u v a a b b+ + +′ ′
� �

. Produsul dintre vectorul ( ),v a b
�

 �i scalarul t este ( ) ( ),t v ta tb⋅
�

. 

Panta direc�iei vectorului ( ),v a b
�

este v

bm
a

=� , iar a vectorului AB
����

 este B A
AB

B A

y y
m

x x
−

=
−

���� . 

Condi�ii de paralelism (coliniaritate) pentru vectorii ( ),u a b
�

 �i ( ),v a b′ ′
�

: ( )u v t⇔ ∃ ∈
� �
� � 

astfel încât u t v= ⋅
� �

u v

a b m m
a b

⇔ = ⇔ =
′ ′

� � . 

2.3. Produsul scalar a doi vectori  

Produsul scalar  al vectorilor u
�

 �i v
�

 este num�rul real:  

   cos ( ,  ) , dac� 0 
i 0 

                 0               , dac� 0 sau 0

 u v u v u v
u v

u v

� ⋅ ⋅ ≠ ≠
⋅ = �

 ≠ ≠


� � � � � � � �
� �

� � � �
'

. Dac� u ai b j= +
� � �

 �i v a i b j′ ′= +
� � �

, atunci 

u v aa bb⋅ = +′ ′
� �

. Condi�ii de perpendicularitate pentru vectorii ( ),u a b
�

 �i ( ),v a b′ ′
�

: u v⊥ ⇔
� �

  

⇔ 0 0u v aa bb′ ′⋅ = ⇔ + =
� �

. M�sura unghiului dintre doi vectori nenuli se poate afla cu 

ajutorul formulei cos ( ,  )
   

u vu v
 u v

⋅=
⋅

� �� �
� �'

2 2 2 2

aa bb
a b a b

+′ ′=
+ ⋅ +′ ′

. 

2.4. Teoreme remarcabile în triunghi  

Teorema lui Thales: Dac� M �i N sunt puncte pe laturile AB, respectiv AC ale triunghiului 

ABC, atunci dreptele MN �i BC sunt paralele dac� �i numai dac� .
AM AN
MB NC

=  

Teorema bisectoarei: Semidreapta AD, D ( )BC∈ , este bisectoare a triunghiului ABC dac� �i 

numai dac� .
BD AB
DC AC

=  

Teorema lui Menelaus: Pe dreptele suport BC, CA, AB ale laturilor triunghiului ABC se 
consider� punctele M, N, respectiv P (dou� puncte pe laturi �i al treilea pe prelungirea laturii 
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