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Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica

Se considera intervalele 4 = (-4, 4] si B = (-2, 7). Determinati (4 N B) N Z.

Ordonati crescator numerele a = 2,5(1), b —2 ,e=251) sid=2,51.

Aratati cd numarul a—{x/16 +44/—— 1[ J[,/ —j este natural.

Aratati ca numarul b = este natural.

NS 5 R A e
Se considera numerelesg = /98 2+/32 —/8 si b = V162 +18 +~/72. Calculati

media aritmetica si mediageometrica ale numerelor a si b.

2
Determinati numerele-rationale a si b, stiind ca (\/5 +/6 ) —a—-b3.

Demonstrati ca, dac@x € [0, 51], atunci numarul a = Jx+49 +/x+625 seafld
in intervalul [32,36].

FieuE(x, M= Vx> —2x+5+1/y* +6y+10 , unde x, y € R. Ardtati ¢ E(x, y) > 3,

pentru orice x, y € R.

Stabiliti cate numere irationale contine multimea {\/I , V2 , NE) 5 e N199, VZOO} .

#Calculati:

a) {%} + [—%} ; b) {1,64} — {-2,36};

c) [x/f}+[x/§]+[\/§+x/§]; d) {ﬁ}+{ﬁ}—{ﬁ+ﬁ}



Enunturi e Clasa a IX-a

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

22;
23.
24.

25.
26.
27.

Rezolvati in R ecuatiile:

a)x—2|=5; b) x — 1|+ ]2 - 2x| = 12;
o) |1 —2x| =[x +4]; d) p?— 1]+ + 1]=0.
Rezolvati in R inecuatiile:

a) |l —2x|<3; b) |x + 3| = 4.

Determinati numarul elementelor multimii 4 = {x € Z | |2x + 1| < 100}.
Aritati ca valoarea expresiei E(x) = |[4x — 8| — 2|4 — 2x| nu depinde de numérul real x.
Demonstrati ca |2x — 3| + 2|x — 1| = 1, pentru orice numdr real x.

Demonstrati ca x* + 3x + 3 > 0, pentru orice x € R.
Fie E(x) =x*+ x* + 2x* + x + 1, unde x € R. Demonstrati‘ca:

a) E(x) = (x* + 1)(x* + x + 1), oricare ar fi x € R;
b) E(x) > %, oricare ar fix € R.

Demonstrati cd, daca x, y € [2, o), atunci’xy = 2x= 2y + 6 € [2, o).
Demonstrati, prin inductie, ca urmatoarelé egalitati sunt adevarate pentru orice
ne N
A)l+3+5+...+2n-1)=a;
1 1 1

b) —+—+...+ =

-5 59 (4n=3)4n+1) 4n+1
Demonstrati, prin inductie; ca urmatoarele inegalitati sunt adeviarate pentru orice
numar natural nare/indeplineste conditia indicata:
a)2">2n+ 15m =23;

1 35 2n—1 1

b) — —#—= < 7
)2 4 6 2n  \2n+1

Demonstrati ca numarul 13" + 7" — 2 se divide cu 6, oricare ar fin € N.

=1

Aflati cate numere naturale de trei cifre au suma cifrelor egald cu 25.

Stabiliti cate numere naturale de patru cifre se pot forma utilizand cifrele 0, 1, 2, 3.
Stabiliti cate numere naturale de trei cifre distincte se pot forma utilizand cifrele
1,2,3,4,5.

Aflati cate numere de trei cifre au exact doua cifre egale.

Aflati cate numere naturale de trei cifre au produsul cifrelor egal cu 0.

Se considera multimea 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Aflati cate perechi (a, b) € A X 4
au proprietatea ca produsul @ - b este impar.



1.6. Trigonometrie

1.6. Trigonometrie

1. Calculati: a) sins—n; b) 0057—n; c) tgs—n; d) cosﬁ.
6 4 3 6

2. Calculati: a) sin(—%); b) cos“jn; c) tg 53%; d) ctg(

10077:)

3. Aflati cos a, sin b, sin(a + b) si cos(a — b), stiind ca a € (g, nj ,be (37“, ZTC) ,

: 3 .
sina=— sicosb=—.
5 13

g T . 5 . . :
4, Daciae (E’ nj sicos a= 3 calculati sin a, sin 24si cos 2a:
. T . 1 .
5. Fiexe 7 T | s1cos2x = B Se cer cos x $1 sin x:

. 1 :
Daca x € R pentru care sin x = Z , Se cere sin 3x.
Fie x € R, astfel incat ctg x = 6. Caleulati sin’ x.

Dacate (0, gj , astfel incattg ¢ + ctg ¢ = 2, calculati sin 2z.

¥ ®© N o

Fie 7si o € R, astfel incét sin o0 =it cos o0 = 1.
a) Daca 7 =1, calculati tg 20
b) Daca ¢t =—1, calculati sin 20
. ) : 4 .
10. Calculati tg% ystiind cd sin a = s siae (0, g) )

. . 11
11. Calculati: a) s1n% ; b)cos75°% ¢)tg15° d) cosl—zn.

124 Caleulati SI7S" _ cos 7

sin15°  cosl5°

3 . .
13. Fiea e (n, ;j , astfel incét cos o = —% . Calculati 005(377t + 0() +sin(mt—o).
14. Fie a, b € R, astfel incit a — b = . Aratati ca are loc relatia cos a - cos b < 0.

. N . . 1
15. Se considerd a, b € R, astfel incét sin a + sin b =1 si cos a + cos b = 5 Calcu-

lati cos(a — b).

19



1.7. Aplicatii ale trigonometriei in geometrie

30.

31.

32.
33.

34.
35.

36.

37.

38.

Verificati egalitatea cos?20° + cos?40 ° + cos?80 ° = %
. o b4 . ) 1 .
Demonstrati ca sin”2x — cos 3 2x |-sin| 2x % = 2 pentru orice x € R.

, 2 .
Fie x € R, astfel incat tg x = 3 Calculati tg [x + gj .

Determinati x € [0, 37) pentru care:
. 1 1
a)sinx= —; b) cos 2x =——.
2 2
Determinati x € [0, 21) pentru care tg x = sin x.

Stabiliti dacd urmatoarele functii sunt pare sau impare:
a)f:R >R, f(x)=sinx—xcosx; b) f: R -, f(x) =sin 4x - cos 3x.
Aratati cé functia f: R — R, f(x) = sin x - cos ¥pesteperiodica, avand perioada

T=m.

Determinati imaginile functiilor /: R — R.defimite prin:
a)f(x)=3sinx—2; b) f(x)=sinx"- cosx; c)f(x)=sinx+ cosx.
Demonstrati ca:

a) cos 1 > cos 2; b)’sin 2 > cos 2; c)sin 1 >cos 1.

1.7. Aplicatii ale/trigonometriei in geometrie

1.

Eollbe

Se considera triunghiul dreptunghic ABC cu catetele 4B =3, AC = 4. Calculati:

a) lungimea ipotenuzei BC; b) aria triunghiului;

¢) cosinusul unghiului B; d) lungimea néltimii corespunzatoare ipotenuzei;
e) raza cercului circumscris triunghiului.

Se considera triunghiul ABC cu AB = AC = 5 si BC = 6. Calculati distanta de la
centrul de greutate al triunghiului la dreapta BC.

Calculati perimetrul triunghiului ABC, in care 4B =4, AC =3, iar «+BAC = 60°.

In triunghiul ABC, avem AB =3, AC = 5, iar BC = 7. Calculati cos 4.

Se considera triunghiul ABC cu 4B =5, AC = 6 si BC = 8. Aratati ca triunghiul
are un unghi obtuz.

Demonstrati cd 1n orice triunghi ABC are loc identitatea b cos C + ¢ cos B=a.

21



Clasa a X-a

2.1. Radicali si logaritmi

1. Aritati ca:

2) 2ﬂ—g—s\g=ﬁ; b) V3 +y11-6v2 ay/5-246 =3;
c) \/6+\/§+\/ﬁ+\/ﬂ=1+\5+\/§.

2. Se considerd numerele a =+/3—+/3 si b=+/3+ V3 Aratati ca %(%+2j e Q.
a

3. Aritati ca numarul a =17 +12v2 —v3 2242 K6+ 442 € Q.

4. Calculati [\/5 -33 ] ([x] reprezinta parteadntreaga a lui x).

5. Aduceti la o forma mai simpla:

a) Y242 -2 ; b)%ﬁﬁ:ig;
0 VV2-1:43+242 ¢ NGRS
6. a) Aduceti la forma cea mai simpla: E(x, y)= \/7 1\/7 00
. t : , V) 2\/_ ,unde x, y € (0, +eo).

4 9
b) Aratati canumarul a =3 ﬂ ﬁ este rational.
\ V332 3%

Se considera E(x) =x\3/x2\/; , unde x > 0. Calculati £(a), unde a =13
84 a) Riea =2-42-32.19> sib= 192 . Aratati ca a - b este numar rational.

b)Aratati ca numarul a:\/3+\/§~%/\/§—1-‘\5/7—3\/§ e Q.

N

k
o o (1 :
9¢ Determinati numarul natural &, daca (/x°)"* (—j =x, pentru orice x > 0.
X

10. Ordonati crescator numerele:

a) N2, Y4 5i 5, b) Y242, Y273 si 4.

24



2.1. Radicali si logaritmi

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20;
21.

Comparati numerele:

a) a=~2+7 sib:\/g+\/g;

b) a=v13-+12 sib=12-11.

Comparati numerele a =+/1+ V2 si h=R/2+ V3

Calculati:

a) log 8\/5; b) log» 0,125; c) log 5 43/2; d) log» %;
¢) 40wk

Ordonati crescdtor numerele a = 64, b= log, 2i7 sic= log, 3%

a) Aratati cd numarul a = logs 8 + logy 27 — Y8 este natlirals

b) Demonstrati cd numarul b =log . 33 +log , 4, este intreg!

Calculati:

a) log, (6+\/§) + log> (6—\/§) —log,7;
c) log,3-log,5-logs8;

Calculati:

a) log, 8 - logz 9 - logs NG
Aduceti la o forma mai'simpla:

a) log -9+log 3;

%
c) log,, 3:.log, 5+log,3-log, 5.
Arataticca numarul « este rational, unde:

a) a=10g>5100 - logi625 — 2logi65;

¢) ak=log:9 + log,12  log, 6 '
log,2 log,,2

N

by 1g0,01+2"°%° —ghe?;

log,5-log, 11
log, 5-log, 11"

b) log, 82 —logs 343.

1 N 2.3
log,2 log,4 log, 8’

_log,24 log,192

2

b) a

log,,2 log,,2

este natural.

Aratati ca numarul a =

Care numar este mai mare?
a) logs 5 sau logs 4;
d) log, 4 sau—1;

3

3
g§5+2x/g

9
lo +1lo
NGNS

b) log, 3 sau 2;
e) logs 5 sau logs 5.

c) logos 2 sau logs 3;

25



Enunturi e Clasa a X-a

2.5. Combinatorica

—
.

o n

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

34

Care este cel mai mic numar natural » pentru care n! > 1000?

ST | 1 k
a) Arataticd —— =
k' (k+D! (k+D)!

. *
,oricarear fike N .

b) Calculati suma S :—+£ +£ si ardtati ca S < 1.
20 3! 100!
10
Calculati: a) %; b) 42 —6C; c¢) 4, —4; -C; .
20
Calculati:
L+ (n+1)! A+ 4 G
w,neN; b) ", neN,n26; €) = ,neNnx4
(n+1)! —n! ! C +C

Care este cel mai mare element din multimea 4 = {C;,C>, G947
Demonstrati ca:

a) Cy =2C) ,, undene N b) Cjﬂ 3 C: +Cj,unde neN,n>4.
Rezolvati ecuatiile: a) C2 + A2 =30; b) C;. ,=3;

0) A =34 =214; d) 6-Ci#6,Ci=13C;,;;  ©) 4., +C; =41,
Rezolvati inecuatiile:

a) 7' +C7 <9; by #1)! “x! < 100; c) C>C,

d) Ct>ci, e) A p<1247 .

kokok

In cate modufi,se'poate forma un tren, avand la dispozitie 6 vagoane?

Cate numere de zece cifre distincte incep cu 20 si se termina cu 14?

In catelmoduriplitem imparti 5 carti la trei copii?

Dam 3 carti diferite la 5 copii, astfel incat niciun copil sd nu primeasca mai mult
de,o carte. In cate moduri se poate face impartirea?

Un antrenor are la dispozitie 10 jucitori. In cate moduri poate forma o echipa for-
mata din 6 jucatori?

Intr-o clasa sunt 22 de elevi, dintre care 12 sunt fete. Determinati in cite moduri
se poate alege un comitet reprezentativ al clasei format din 3 fete si 2 baieti.

Intr-o clasa sunt 30 de elevi, dintre care 18 fete si 12 baieti. Alcituim o echipa for-
mata din 6 elevi care sa contina cel putin 4 fete. In cate moduri putem forma echipa?
Aflati numarul diagonalelor unui poligon convex cu 10 laturi.



Enunturi e Clasa a X-a

36.
37.

38.

39.
40.

41.

47",

43",

2.6.

1.

«

36

1 9
Gasiti termenul care nu contine x din dezvoltarea (xz + —j .
x

a) Determinati coeficientul lui x* din dezvoltarea (2 + x)*.

9
. . . . 1
b) Aflati rangul termenului care contine a* din dezvoltarea (az + —j ,a# 0

Ja

: 2Y' . : 4
Fie dezvoltarea (xz ——) ,ne N, x#0. Aflati termenul independent de x;, stiind
X

ca suma primilor trei coeficienti ai dezvoltarii este egala cu 49.

Aflati numarul termenilor rationali din dezvoltarea (\/5 +3/3 )100 .

Aratati ca:

Q) (V2+1) -(2-1) € Q; b) 2++2) -2=2) e R\ Q.
Calculati:

a) O +Cis +..+Cl¢; b) Cppy =Cip FC —Cfy + Cry;

c) Cgoos 57008 Céoog 5744 C22008 SE N+ szg(())sg 470,

a) Verificati daca: (1+k)C* =C* +mC' "w, ke N',n>k

b) Demonstrati ca: 1 + 2C, +36@H+ . (n+1)C! =2""'(n+2),ne N".

a) Aritati ca Lc}; =Lc,f:1‘, n>k.
k+1 n+l
n+l
b) Demonstrati casC’ +1-C,1, +1Cj +..+ : C) = 2 ! .
2 3 n+l n+l

Matematici aplicate. Probabilitati

Determinati ce procent din a + b reprezintd numarul a, stiind ca a este egal cu
25%din b.

Dupd o reducere de 20%, pretul unui produs este de 320 lei. Aflati pretul inainte
de reducere.

Aflati pretul initial al unui produs dacd, dupd o scumpire cu 15%, costa 460 lei.
Suma de 500 de lei a fost depusd la o banca cu o ratd a dobanzii de 1%. Calculati
dobanda obtinuta dupa un an.

O suma de 1000 lei a fost depusa la o banca si, dupd un an, s-a obtinut o dobanda
de 8 lei. Calculati rata dobanzii.



2.8. Probleme recapitulative din materia claselor a IX-a —a X-a

2.8. Probleme recapitulative din materia claselor a IX-a — a X-a

Varianta 1

1. Ariétati ca modulul numarului complex z =5 — 12 este 13.

2, Determinati coordonatele punctelor de intersectie dintre parabola asociatd fun€tigi
f:R >R, f(x)=x>+5x + 6 si axa Ox.

3. Rezolvati in R ecuatia 3* + 3* ' + 3" 2=13.

4, Cate numere de doua cifre se divid cu 4 sau cu 5?
5. Scrieti ecuatia dreptei ce trece prin A(1, 2) si este paraleld cu dreapta d: x+y +1=0.
1

6. Aritati ca sin5—1t =—.
6 2

Varianta 2
. . . . 1 1
1. Aritati ca partea imaginard a numarului complex z= To: este ——.
+i

2. Determinati punctele de pe graficul functiei’f: R — R, 7 (x) = 2x — 1 ale caror coor-

donate au acelasi modul.

3. Rezolvati in R ecuatia 3x+2 & 2.20.

4. Cate submultimi ale multimii {1, 2,3, 4, 5} contin numarul 1?

5. Aritati ca vectorii 4_= 30 # 2}’ si v =—6i — 4;’ sunt coliniari.

6. in triunghiul ABGavem4B'= 4, AC = 6 si 4 = 120°. Aratati ca BC = 2419

Varianta 3
1. Demonstrati ca numarul a = /3 — 242 =2 este intreg.

. . * 1 .
2. Demonstrati ca functia /: R™ — R, /(x) =x — — este impara.
X

n o o?_dx 1
# Rezolvati in R ecuatia 3 R
27
o Cate submultimi cu trei elemente are multimea {0, 1, 2, ..., 10}?

. Aflati distanta de la punctul A(1, 3) la dreapta d: x — 2y = 0.

N U bW

.Dacdae (g,nj sisina= %, calculati tg a.

4



Clasa a Xl-a

3.1. Permutari

48

2

. . 1 2 3) . 1 3 . ,
Se considera permutarile ¢ = 3 sitT= L Calculati o1, 16, 65, T ~.

1

NN W N

. - 1 2 3 4 5) . 1 3 5 _ .
Fie permutarile 6= SIT= . Calculati (o1) 7,
31 2 5 4 5 4 1
o', 1 'siaritatici (o1) '=1 'c .

1 2 3 4

€ Sy.Caleulati **.
4 3 1 2

Se considera permutarea ¢ = (

. . 1 2 3% 1 2 3 L
Se considera permutérile ¢ = SLT = . Determinati x € S,
3 1,2 2 1 3

stiind cd oxt =e.
Se considera urmatoarele permutari de gradul patru:

1 2 3 4 1 2 3»4
o= , T= .
21 3 4 '3 2 4
a) Arataticic’&E T =e, 6 '=0,1 ' =1si 6T % 10.
b) Determinati o permutare o, € Sa, astfel incat o' # oL

1 23
Se considera permutarea 6 = (3 | 2} € Ss.

a) “Calculati ¢°.
b)wRezolvati ecuatia ¢ =e,xe S

. 1 2 3 . 1 23
Fie 6 = € S35l T= € Ss.
321 1 3 2

a) Calculati o7 si t0.
b) Rezolvati ecuatia 6x = 7.
Determinati semnul fiecareia dintre urméatoarele permutari:

1 23 1 2 3 4 1 2 3 4 5
O] = , 00 = ,03= .
3 21 2 4 3 1 351 2 4

2009



3.7. Siruri

3.7. Siruri
1. Studiati monotonia sirului (x,), > daca:
n+1 1 1 1
a) x,= ; b) x,=+—+..+—;
L ) P2’ n’
2" 1 1 1
c) x,=—3; d) x, = + +..+ .
n! n+l n+2 n+n
2. Studiati marginirea sirului (x,),>1 al cdrui termen general este:
a) x,=1+(=1"; b) xn:2;3 ;
2 n
I (1 1 1 1 1
¢) x,=l+—+|-| +..+| = |; d) x,=5¢ =+ 9.
) 2 (2) (2) ) % 12 N2 n’
3. Aratati cd urmatoarele siruri sunt divergente:
-"- .
a) an:—( ) n; b) bn=s1nn—n;
n+2 2
¢) ¢, =n"—n; dd, =2" -3".
4. Calculati limita fiecaruia dintfe urmatoarele siruri, avand termenul general:
Tn+3 2 241
a) a,= ; b) bn:—n n+2; ) cnz—n T
8n—2 n+3 (n+1)
3
(n—1)? A(n%1)? 1+2+4..4n 3n+1
d) d,= s @) e, = n = .
) 2nd ) n+2 R n+2
5. Calculati limita sirului cu termenul general a, in fiecare dintre urmatoarele situatii:
a)a—\/;-l_%' b)a—3\/;+5' 0 a = Nn+2
! no " on+7 " 1431’
d) @, =~n’+1-2n; e) a,=\3n+1-2n+3; 1) a,=Jn’ +1-nn.
6. Calculati limita fiecdruia dintre urmatoarele siruri avand termenul general:

a) an:lnn+3; b) by=In(n+1)—1Inn; c) cnzw;
Inn-2 n+l
n 2
d)dnzln(4—+1); e)[n:m—n’Z; D fi=n—Inn.
In(2" +3) 2+Inn

67



Enunturi e Clasa a Xl-a

19. Se considerd sirul (x,), > 1 definit prin x, =n“(\Vn+3 —+/n+1), unde a € R.

Calculati lim x, (discutie dupa valorile lui a).

n—>+oo

20. a) Determinati a, b € R astfel incat limita sirului cu termenul general @, = \n* +1 —

—a-n+bsafie 2.

b) Determinati a, b € R, b # 0, astfel incat limita sirului cu termenul general a, =

l’l+1 n+2 . 1
=|a+t——— (ne N')sa fie —.
bn"+n+2 e

3.8. Siruri date prin formule de recurenta

1. Fie sirul (x,), > 1 definit astfel: x; = 3 si x,, &, — 2=0, oricare ar fi n € N".

Calculati lim x;,.
n—>+oo

2. Se considera sirul (a,),>1 definit astfel: an& —2 si a,+1 = 4ay, oricare ar fin € N,

Notam cu S, suma primilor #» termeni aissiralui (a,),>1.
a) Determinati a, si S.

)
b) Calculati lim —*2

e Sn+1

: . VY . 1 .
3. Fie (an)n>1 un sif definit prin: a1 € R, a,+1 — a, = Ean , oricare ar fin € N,

Determinati a, in functie de a; si calculati lim a,.

n—>teo

n

4. Fie sirul (x,), 26'definit prinxo =1 si x,,, = %x +%, oricare ar fin € N.

a), Demonstrati ca sirul (x,),>o este monoton si marginit.
b) Calculati lim x,.
n—>+oo
v . . n+l . «
5. Fie sirul (x,),>1 definit astfel: xy =a,a € Rsi x,,, =——x,, oricare ar fin € N'.
n

Determinati x, in functie de a si calculati lim x;,.
n—>+oo

/0



3.14. Regulile lui I'Hospital

20°. Se considera functia f: R — R, £(x) = In(x ++/1+x?). Demonstrati ¢ f(x + 1) —

—f(x)<1,oricare ar fix € R.

3.14. Regulile lui I'Hospital

1. Calculati:

2 2
- . —3x+2 .
2) lim =2 F2¥73 b) lim 222, ) limAng®
=l x“ —5x+4 x=2  x =8 x>l x —
2 x?
d) lim 27X &) lim&—1; I
x>+ D — 3y =0  x F>+ooll
e . L2732
g) lim —; lim L; 1)Wim 3 ;
Xfeo ) xote In(l+e) =5 x—5
i) m 3% k) lim 2™ 1 fmE L
XST X —TC =2 x4+ 2 x—>13x_1
m) li 2s1nx;|—cosx—1; n) limze ‘—x—2_ 0) lim™ ar}ctgx’
x—0 X —x x—0 SIn x x—0 X
D) lime —;c—l : 4 limx—arcsmx; 1) lim2s1nx—'sm2x'
x=0 x—0 x —arctg x x=0  x—sinx

2. Calculati:
a) lim x%e™;
X —>too

d) }Cl{ré X ctg 2x;

3. Calculati:
a) Jim (& —x%);

X3-+oo

d) B (#—lj;
p0smx  x
40 Calculati:

1

a) IYI_I)I%(M)E ;

1

d) lim(1+2 j
x—0 2

b) limx In x;
N0

. T
e) lim x(arctg x+§j;

X—>—o0

b) lim (In(1 +x)—x);
X—>+oo

e) lim L—Lj;
—lx—1 Inx

b) lim(ctg x)&*";

x——
4

e) lim(x+3j ;
xoteol x 41

¢) lim xe”;

X—>—o0

f) lim (x+1)ln(1+l)
X

X—>+oo

¢) lim (2°-Inx);

X—>+oo

f) lim [x—x21n1+x].

X—>+oo X

1
¢) lim(cosx)* ;
x—0

il )
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Clasa a Xll-a

4.1. Legi de compozitie

1.

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x o y =2 ' *; oricare
arfix,ye R.

a) Calculati 1001 o (=1001).

b) Rezolvati ecuatia x o x* = 64.

¢) Demonstrati ¢, daci (x o y) o z=2"", atunei ¥=)

Pe multimea numerelor reale se considerd legea'de compozitie ,,o”, definitd prin
xoy=x+y+11,oricare ar fix, y € R.

a) Arataticd (x oY) oz=xo (y02), oricarerar fix, y,z e R.

b) Gasiti doua elemente a, b€ QA Z pentru care a o b € Z.

c) Determinati cel mai mare numar natural #, pentru care 1 o2 o ... o n < 1000.

Pe multimea numerelor tealé"definim operatia x * y = x* — 4xy + 3y

a) Calculati 3004 100.

b) Ariatati ca(x *w) * y =0, oricare ar fi numerele reale x si y.

¢) Demonstrati‘ed existd o infinitate de numere irationale a pentru care numarul
a * 1feste natural.

Pe multimea numerelor reale definim operatia x o y = xy + 4x + 4y + 12, oricare ar
fi.x, e R.

a) Arataticd (xoy)oz=xo(yoz),oricarear fix, y,ze R.

b) Calculati (—1000) o (<999) o ... o 1000.

¢) Rezolvatiin R ecuatiax ox o x ox =12.

Pe multimea numerelor reale definim operatia ,,o” prin x o y = xy + 2 (x+yp) +
+2 - x/i,oricare arfix,ye R.

a) Demonstraticaxoy= (x+ V2 )y + V2 )— V2 , pentru orice numere reale x si y.
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Enunturi e Clasa a Xll-a

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Pe multimea G = (0, +oo) \ {1} considerim operatia x o y = x* ", oricare ar fi
x,ye G.

a) Demonstraticaxoye G, oricare ar fix,y € G.

b) Arédtaticixoy=yox,oricarear fix,y e G.

¢) Rezolvati in G ecuatia x o x = &°.

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie x * y = 2xy— 6x —

— 6y + 21, oricare ar fix, y € R.

a) Rezolvati in R ecuatia 5° * 5" =11.

b) Demonstrati cd multimea H = [3, +oo) este parte stabila &lui R in raport cu
legea ,,*”.

c¢) Gasiti doud elemente a, b € Q\ Z, astfel incat g * b € %,

Pentru a, b din multimea M = [0, +e0), se defineste legea de compozitie:

a*b=1In(e"+ e’ —1).

a) Aratati cd, pentru orice a, b€ M, rezultaca a* b e M.

b) Demonstrati ca legea de compozitie ,,%’€ste asociativa.

¢) Pentrun € N, n>2, determinati elementelea € M, astfel incat a*a*...*a =2a.

\—ﬁ{—J

de noria

Fie multimea G = [3, +eo), peicare'se defineste legea de compozitie:

x*y=x"+y° =9, oricare ar fixr, y € G.

a) Demonstrati ca ,,*” este lege de compozitie internd pe G.
b) Aratati ca legea este asociativa, comutativa si admite element neutru.
c) Care sunt elementele.simetrizabile 1n raport cu aceastd lege de compozitie?

Pe multimea Z'se defineste legea de compozitie x * y = 5xy + 6x + 6y + 6, oricare
arfix,y e Z

a) Demonstrati ca legea ,,*” este asociativa.
b), Determinati elementele simetrizabile ale multimii Z in raport cu legea ,,*”.

* . .
c) Rezolvati ecuatia x*x*...%x =—1.
%/_/
de 101 ori x

Fie multimea de numere reale G = {a + b\/E| a,be Z,a -2 =1}
a) Demonstrati cd, daci a, b,c,d€ Z sia+ N2 =c+ d\2 ,atuncia=csib=d.

b) Aréatati ca G este parte stabild a lui R fatd de inmultirea numerelor reale.

o . . 1
c) Dovediti cd, dacax=a + 2 sixe G,atuncix#0si — € G.
X
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4.7. Formula Leibniz-Newton

Se considera functia f: R - R, f(x) =

a) Verificati daca functia F : R — R, F(x) =

functiei fpe R.

b) Calculati [’ 7(x) dx.

4.7. Formula Leibniz-Newton

1000x°”
1000 +_1

Se considera functia /: R — R, f(x) = ¢'(sin x + cos x).

In(x'" + 1) este o primitiyd a

a) Verificati daca F': R — R, F(x) = €' sin x, este o primitivé.a functiei / pe R.

b) Calculati [ f(x) dx.

Calculati integralele:

a) J.f(xZ —x+2) dx ;

d [ (x+ jdx

N1
)|, =
IO 4___x2
71
m) |2 dx;

) J. 5 sin’x
Calculati integralele:
a) I
dyy[ dx

2 2%+1

Q) jgsin2x dx ;
6

2017

b)j(x—

e) J-3x2—x+2

)dx

axs

X

1
h) j0x2_4dx;

k)jﬁ;

T
n) J.z,[cosx dx ;
3

b) jol((x+1)5—(x—1)5)dx

h) J.OZ cos3x dx .

a) Determinati ¢ € R, daca I]a (a—4x)dx=6-5a.

b) Determinati a > 0, daci I: 2-4x+3x)dx=a.

= 1
C) .[76 (x + ;j dx

f) J.()z(2"+3")dx;

ot 1
1) IO?Jizizjfijix

1) J‘gsinx dx ;
6

o)jg ! dx .

0 cos®x

2 1
c) IO x+2dx,

f) J.; e dx;

¢) Determinati x € R, astfel incat .[(: e'(2e'=3)dt=0
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4.7. Formula Leibniz-Newton

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Fie f: R = R, f(x) =x° — 3x + 2. Calculati:

(x 0 x? +4
J‘ AN ),[ v
2 x— 1 ' f(x)
Se considerd £ R\ {1, 2} — R /() = —>>
e considera f: 2o R ()= 55—
X =3x+2
a) Determinati a, b € R, astfel incat pentru orice x € R\ {1, 2} sa avem fi(x) =
a b
=—+ .
x—1 x-2

b) Gasiti primitivele lui /'pe (2, +e0).  ¢) Calculati lim 1 s () .
n—>+eo gy

Calculati:
Inx

a) If—

Se considera functia f: R - R, f(x) = {

b) [[e'—e " |dx; & [ "|sinx|dx.

x’,xe (290, 0]

[ +sinx, xe (0, + )
a) Demonstrati ca f este integrabilagpe [-27, 27].

b) Calculati [ f(x)dx.

L ) x,x<0
Se considera functia /: R — R, fi(x) = .
x++x, x>0
a) Demonstrati casf,admite primitive pe R. Determinati primitiva care se anu-
leaza in zero.

b) Calculati [ V(¥ .

¢) Daca Jb feydy= L: f(x)dx,unde a, b, c sunt numere reale si F': R — R este

owprimitiva a functiei f, aratati ca numerele F(a), F(b), F(c) sunt termeni con-
secutivi ai unei progresii aritmetice.

Se considera functia f: (0, +e0) - R, f(x) = ln_x+
X

2

a) Calculati j ( f(x) _ln_xj . b) Demonstrati ca JT f(x)dx= % .

¢) Determinati ratia progresiei aritmetice avand termenul general:

= Lim (f(x)—x)dx, n>1.
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Enunturi e Clasa a Xll-a

4.11. Probleme de sinteza — analiza matematica

. . 1
1. Se considera functia f: [1, +o0) > R, f(x) = ——.
x(1+1nx)
a) Aratati cad orice primitiva a functiei f este crescatoare pe [1, +oo).

b) Determinati primitiva functiei f care se anuleaza in x = 1.
62
¢) Determinati a € (1, €*) daci J. f(x)dx =In3 —1n2.

2. Se considera functia f: (-1, ) = R, f(x) = 2x +23 '
X+

a) Aratati ca orice primitiva a functiei f este strict crescitoare pe. (-1, +e).

b) Calculati | ;L’?dx.
X+

[7 r@yan

¢) Calculati lim==

X—>o0 X
3. Seconsiderif, F:R >R, f(x)=¢"si Flx) = J: f(0)dt.

a) Aratati ca F(x) =1 — f(x), pentru orice x€ R.

b) Aratati ca functia 7 : R - R, A(x) = F(x) — f (x) este concava pe R.

¢) Calculati lim j 1 (.
X—+2 J ()

. . . 1, . 1,
4, Fief, F:R >R f(x)=e sinxsi F(x)= —Ee’* sinx — Ee’” COoS X.

a) Calculati Fex \ (x)d.
0
b) Verificati daca F este primitiva a functiei f.

1
¢)wDemonstrati ca j f(x)dx <1 - l
0 e

x+2,x<0

5¢ Se'considerd functia f: R - R, f(x) =
e +1, x>0

a) Aratati ca f'admite primitive. Determinati primitiva functiei f care se anuleaza
inx=0.

b) Calculati jl F(x)dx . ¢) Aritati ca lef(xz)dx - g
-1
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Teste pentru Bacalaureat,
dupa modelul M.E.

Testul 1

Subiectul | (30.de puncte)

(5p) 1. Calculati [M J -4. {—i} ([x] = partea intreagd a numarului real x, {x} =
= partea fractionara a numarului real x).

(5p) 2. Se considerd functia /: R — R, Aix) = % . Calculati’S = f(-2) + fi-1) +
+A0) + A1) + A2).

(5p) 3. Rezolvati in R ecuatia 2x —~/x—1 =3

(5p) 4. Determinati numarul elementelor multimii.d, stiind ca are exact 11 submul-
timi cu cel mult doua elemente.

(5p) 5. in reperul cartezian xOy se_considerdvdreapta d de ecuatie 3x +y — 1 = 0.
Aratati ca punctele A(2, 5) si'B(—4, 3) sunt simetrice fatd de dreapta d.

(5p) 6. Aratati ca ctgg - tgg =2.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
1 -1 2
1. Se considerfmatricea A(a)=|—-1 0 -3 |, unde a este un numar real.
2 a 1

(Sp) a), Verificati ca det (4(a)) =a+5.

(S5p) b),Determinati a € R, astfel incat inversa matricei A(a) sa fie matricea B =

-12 -7 3
= =5 3 1
4 2 -1

(5p) c¢) Determinati matricea X € .7 3(R), stiind ca X - A(—4) = C, unde C este

matricea (-1 0 1).
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Testul 2

2. Pe multimea numerelor complexe se defineste legea de compozitie z; * z, =

Zl+Zz

=z1+z+ , pentru orice z1, z2 € C.

(S5p) a) Verificati daca (1 +i) * (1 —1i) =3.
(Sp) b) Demonstrati cd multimea M = {x +i|x € R} este parte stabila a lui Cdata
de legea ,,*”.

(5p) c¢) Aratati ca pentru o infinitate de numere complexe z, (-2 + 3i) * z este numar
real.

Subiectul al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia /: R - R, f(x) = ¢ — x.

(5p) a) Calculati Tim —L%)
v f(x+1)
(5p) b) Aratati ca fare un singur punct de extrem.
(5p) c) Demonstrati ca dreapta y = (e — 1)x este tangenta“graficului functiei 1.

2. Se considerd functia f: (0, ) — R{f () =a— ln_x
x

(5p) a) Verificati ca J 12( f(x)+ In dex », .

A3

1

5

(5p) c) Demonstrati ca orice primitiva a functiei fpe (0, 1) este strict monotona.

(S5p) b) Determinati a € (1, ), stiind ca Jla(xz -f (x))dx =

Testul 2

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Aratati cd numerele log, 8, J6, log 3 sunt in progresie geometrica.

(5p)"2. Se, considerd functia f : R — R, fix) = x* — 3x + 2. Determinati semnul

produsului P= £(+2)- f(f3)- F(V5).
(5p)» 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 22! —=2* =/2(2*"' -1).
(5p) 4. Determinati valorile intregi ale lui x pentru care C.™' > 2C5 .

(5p) 5. in reperul cartezian xOy se considera punctele 4(2, 4), B(8, 1) si C(0, 1).
Aratati cd punctul H(2, 5) este ortocentrul triunghiului ABC.

5 6. Determinati x € (0, 1), stiind ca sinx - cos E—2x =Cosx-sin 2x—E .
P ’ i 3 3
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Testul 28

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Fie (an)n=1, 0 progresie aritmetica astfel incat a; = 3 si a; = 15. Calculati a; +.do.

(5p) 2. Determinati numarul real m pentru care punctul 4(m, 2) apartine graficului
functiei /: R — R, f(x) = x> — 2x + 3.

(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia </5—x =3x— L.

(5p) 4. intr-o clasa sunt 12 elevi, dintre care 5 sunt fete. Aflati in cate Moduri se
poate alege un comitet reprezentativ al clasei format din 3 fete si 2 baieti.

(5p) 5. in reperul cartezian xOy se considerd punctele A(142), B(3, 6) si C(~1, 1).
Determinati ecuatia naltimii duse din varful C in triunighiul 4BC.

(5p) 6. Calculati cos 70° + cos 110°.

Subiectul al Il-lea (30 de puncte)
I -1 1
1. Se considera matricea  A(m), 4= 1 2 -1 si  sistemul
m 1 1
X—y+z=2
x+2y—-z=3 ,me Ry

mx+y+z=4m+1
(Sp) a) Aratati ca det A(m)=45 —m.
(S5p) b) Aratati ca péntru m =5 sistemul nu are solutie.
(5p) c¢) Determinati ntimerele naturale m, stiind ca sistemul are o solutie (xo, yo, zo)
formata din numere naturale.
2. Pesmulgimea numerelor reale definim legea x * y = 6x + 6y — 2xy — 15,

pentruerice x, y € R.

(5p) a), Aratati ci e = % este elementul neutru al legii date.

(Sp)b)/ Verificati ca legea ,,+” este asociativa.
(5p)» ¢) Rezolvati ecuatiax *x *x=x,x € R.

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)
1. Se considera functiile f, g : (1, + =) > R, f(x) =x — 1 —x In x si g(x) =
_ Inx
- x—1
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Testul 29

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)
(5p)
(5p)

a) Aratati ca f(x) <0, pentru orice x € (1, +eo).
b) Demonstrati ca functia g este strict descrescétoare.
¢) Ardtati ca (+2)"' > (3)*.

.
2, Pentru fiecare numar natural nenul 7 se considerd numarul 7, = j In" xdx.
1

a) Calculati /.
b) Demonstrati ca [, = ¢ — nl,_ 1, pentru orice numar natural n > 2.
c) Aratatica 3 =6—2e.

Testul 29

Subiectul | (30 de puncte)

(5p)

(5p)
(5p)

(Sp)

(5p)

(5p)

1. Calculati suma primilor cinci termeni ai unei progresii géometrice (b)), > 1,
stiind ca by =1 si by =-2.
2. Se consideri functia /: R — R, f(x) = x> “x™€alculati (fo £)(2).

3. Rezolvati in multimea numerelor real€ écuatia 2°*2 — 2* ' = 28.
6
3 o .
4. Se di dezvoltarea (2\/; + —j #x> 0. Determinati termenul independent de x.
X

5. Se considera un triunghi ABC si punctul M astfel incat BM = 2MC. Deter-

minati numerele reale x, y, stiifd ca AM = xAB + yAC.

6. Fica e (n,:%nj astfebincat sin a = —% . Calculati tgg.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)
(5p)

(5p)

1. Se considerdfunctia f; : . 76(R) — #4(R), fi(X) = AXA™, unde 4 € . 76(R)
si 4feste inversabila.

ayyCalculati f4(I2).

b), Aratati ca f; este o functie bijectiva.

c) JAratati ca f4(X - Y) = f4(X) - f4(Y), pentru orice X, Y € . 7H(R).

2. Se considerd polinomul f= X* — 3X? + 2X + 3 € R[X], avand radicinile
complexe xi, x2, X3, X4.

a) Determinati restul impartirii lui £ prin polinomul X — 3.

b) Aratati ca fnu are radacini rationale.

. 1 1 1 1
c) Aritatici x, + x; + x, + x, + 3| —+—+—+—| =-8.
XX X X,
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Testul 50

Testul 50

Subiectul | (30 de puncte)

4-2i

3+i

(5p) 2. Determinati functia de gradul al doilea /: R — R, f(x) = ax* + bx + ¢ stiind
ca este tangenta axei Ox 1n punctul 4(2, 0) si intersecteaza axa Oy in punctul

(5p) 1. Determinati partea reald a numarului z =

B(0, 4).
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log, (5 + J5) + loge(5 — J5) -
— 2log,x =1.

(5p) 4. Aflati cite numere naturale mai mici sau egale cu 2000 asumacifrelor 2.
(5p) 5. in reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(2, 1){'B(=3, 2) si C(1, —6).
Determinati ecuatia medianei din A4 a triunghiului ABC.

(5p) 6. Calculati sinﬁcoszs—n.
12 12
Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
I -1 —a 0
1. Fiematricele A=|a 3 _3 (,Ade€ 7/4(R)siB=|0|,Be #,(R).
a 1. a 0

(5p) a) Aritati ca det (4) = 3(a* — )

(5p) b) Demonstrati ca rang(4).> 2, pentru orice numar real a.

(S5p) c) Pentru a = 1 4aratati €a exista o infinitate de matrice X € . 74,1(R) astfel incat
AX=B.
2. Fie polinomul fi= X° + aX? + X + 1, fe R[X].

(5p) a) Pentrua= 1, determinati radacinile polinomului 1.

(S5p) b)Daed xi, x2, x3 sunt radacinile polinomului £, calculati (1 —x)(1 —x2)(1 — x3).

(5p) _c) Determinati valorile Iui a € Z pentru care polinomul are cel putin o radacina
intreaga.

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)

1. Se consideri functia /: [0, 1] > R, f(x) ="+ &'~
(5p) a) Calculati f(x), x € [0, 1].

(5p) b) Aratati ca functia f este crescitoare pe [%,1} .
(5p) c) Demonstrati ca e < f(x) <1+ e, pentru orice x € [0, 1].
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

(5p)
(5p)

2. Fie functia £: [0, 2] = R, f(x) = V4 —x".
a) Aratati ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare.

b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei f'in jurul
axei Ox.

(5p) @Cﬁwmgmm%rymm.
x—0 X 0
Testul 51
Subiectul | (30 de puncte)
2
(5p) 1. Arétati ca numarul z = ( ! -— j este real,
3-2i 3+2i

(5p)

(5p)
(5p)

(5p)

(5p)

2. Se considerd functiile £, g : R — R, f(x) 22x* — ¥ + 1, gx) = x — 2.
Calculati (fo 2)(1).

1-x
3. Rezolvati ecuatia [%j =2

4. Aflati probabilitatea ca, alegan@un numar din multimea 4 = {1, 3, 5, 7, ...,
99}, acesta sa se divida cu 3, dar nu ¢t 9.
5. In reperul cartezian xOf se considerd punctele A(3, 2), B(-1, 4), C(5, 4).

Determinati coordonatele punctului M astfel incat AM = 34B — 2AC.

. . . T
6. Determinati x € [0, 7t} pentru care cos 2x = s1n(x+5j.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)
(5p)

(5p)
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1
J siX(a)=h+ad,ae R.

1. Se'considerd matricele 4 = (

a) ‘Calculati det X(-2).

byAratati ca X(a) - X(b) = X(a + b + ab), pentru orice numere reale a si b.
c¢)/Determinati matricele S = X(-2) + X(-1) + X(0) + X(1) si P = X(-2)X(-1) -
“X(0)X(1).

2. Fie G multimea polinoamelor de grad trei cu coeficienti in Zs.

a) Aflati numarul elementelor multimii G.

b) Determinati ridacinile, din Zs, ale polinomului = X> + X + 2 € Zs[X].

¢) Aritati ca polinomul g = X> + X? + 2 € Zs[X] este ireductibil in Zs[X].



Testul 61

Testul 61

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Daci xi, x; sunt radicinile ecuatiei x* + 3x + 5 = 0, aritati cd numarul x; +x;
este Intreg.

(5p) 2. Se considerd functia /: R — R, f{x) = x + 2. Rezolvati ecuatia (f o f)(x)/=

= /().

(5p) 3. Determinati numerele naturale x > 2, stiind ¢ C. +C>< 15.

(5p) 4. Cate numere abc au cifrele din multimea {2, 3,4, 5,6, 7} si a<bp=c.

(5p) 5. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(2, —3) si B@, 1). Gasiti
coordonatele simetricului punctului 4 fatad de punctul B.

(5p) 6. Determinati raza cercului inscris in triunghiul ABG'in gare 4B = AC = 15 si

BC=24.
Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
x  0_.ix
1. Se considerd matricea A(x)=| 0 <1 40.[, unde x este numar real.
=ix 0% x

(5p) a) Calculati determinantul matgicei 4(1).
(S5p) b) Aratati ca A(x) - A(y) = 4(2xy), pentru orice numere reale x si y.
(5p) c) Determinati numerele realefx pentru care (4(x))*"'® = A(x).

2. Se consideri polinomul f=2X>—aX*—aX+2cuac R.
(S5p) a) Calculati f(—L).
(5p) b) Determinati‘valorilelui a pentru care fare toate radacinile reale.
(5p) c¢) Pentru a% I aratati ca radacinile polinomului f/au acelasi modul.

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)
1.4Se ¢onsidera functia f: (0, +oo) = R, f(x) = 24Jx —Inx.

(5p)..a) Aratati ca functia f are un singur punct de extrem.

(S5p) b) Aratati ca ln%<2(\/§—\/§).

(8p).. ¢)" Aritati ca pentru orice m € (2, +o0), ecuatia f (x) = m are doua radicini reale

distincte.
x, x€]0, 1]
2. Se considera functia /: [0,2] > R, f(x) =1 1 i
T30 Xe (15 2]
x

(5p) a) Aratati ca fadmite primitive pe [0, 2].
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

(5p) b) Aratati ca jj F(x0)dx = %

(5p) ©) Determinati a € [0, 1], stiind ca [ f(x)dx = [ " F0)dx .

Testul 62

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Calculati [ 242 |- 5{-1,8}.

(5p) 2. Se considera functia /: R — R, f(x) = x> — 6x + 84Determinati semnul
produsului P= 7(/2)- f(3)- f(5)- F(T).

(5p) 3. Daci log; 3 = a, calculati log)> 18, in functie de a.

(5p) 4. Fie ABC un triunghi si punctele D si E astfel ineat AD=2DB si AE =3CE .
Aratati ca BE || CD.

(5p) 5. Dacatgx+ctgx=3,x€ (0, g) , calculati 9(sin 2x — cos 4x).

(5p) 6. Laturile unui triunghi sunt egale,cu 6, 8 si 10. Determinati raza cercului
circumscris triunghiului.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
1 1 1

1. Se considerd determifantul D(x, y) = | x—1 y-1 0], unde x si y sunt
¥+l Y +1 2

numere reale.
(Sp) a) Caleulati D(2, 3).
(S5p) b) Aratati caD(x, y) = (x — 1)(y — 1)(y —x), pentru orice numere reale x si y.
(5p) o) Rezolyati ecuatia D(2%, 4) = 0.
2. Seconsidera polinomul f=X*+X?+aX~-1,cuac R..
(5p). a) Determinati a, daca feste divizibil cu X — 1.

(8p) b) Determinati radacinile lui fpentru a=— 1.
(5p) c) Dacid a e Z, aratati ci f'(x) # 0 pentru orice x € Q \ Z.

Subiectul al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se consideri functia f: (0,7e0) = R, £ (x) = Vx* +2x+4 —x.

(5p) a) Determinati ecuatia asimptotei la graficul lui f'spre +eo.
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Solutii

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica

1. {-1,0,1,2,3,4}.2. b<d<a<c.3.a=6e N.4.b=2¢e N.5.a= 2, b="1%K[2, m,=

1942

= me=6.6.a=8 b=-41. Jx+49 €7, 10], Vx+ 625 ef25026] = a € [32, 36],

V x e [0, 51]. 8. E(x,y)=y(x=1) +4 +(y+3)’ +1 =/4 +JI% 3, ¥x, y € R. 9. 186.
10.2) 2;b)0;¢c)5;d) 1. 11.a)x e {-3,7};b)xe {-3,5};c)xe {-1,5};d)x=-1.12.a)x €
€ [-1,2]; b) x € (o0, —7] U [1, +oo). 13. 100. 14. E(x) €0, Xe/R. 15. [2x — 3| + 2 — 1| =
=2x 3|+ |2x - 2| =2x -3+ 2 -2 2 |2x - 32 -2 =1, Vxe R 16. x> + 3x + 3 =

373 1y 33
=|x+=|+=>0,Vxe R1LB EX)=*+D||x+=| +=|>>,Vxe R 18. xy -
(x 2} 2 x ) E(x) = (x )([ 2) 4] R xy
—2x-2y+6=(x-2)(y—-2)+2e€ [25+x), Vx,y € [2, +). 21. Fie P(n) = 13"+ 7" -2 : 6,
unde 7 € N. Pentru n = 0 avem 13° + 7% 2 : 6, deci P(0) este adevirati. Presupunem ci P(k)

este adeviratd pentru un numarnatural k; atunci 135+ 7% — 2 = 6p, cu p € N. Rezulta ca 13+ +
TR0 =13 13K+ M _ 2% B(Bp -2 - T + 7T —2=6-13p— 6 75+ 24 = 6(13p —
— 7%+ 4) : 6, deci P(k +1) este adevarata, drept urmare, P(n) este adevaratd pentru orice 7 € N.
22.6.23.192. 24, 60, 25:243. 26. 171. 27. 16. 28. a) §8; b) 25; ¢) 50.

1.2. Progresii

1. a1 =5. 2041 =—1. 3. Fie r ratia progresiei; atunci a1 +2r=5si a1 + 4r=9. Rezultd a; = 1 si

(a,+a,)7

r =2. Prin urmare, S7 = =49. 4. 2007 este al 402-lea termen al progresiei. 5. x = 6.

64 Este’suma primilor 11 termeni ai unei progresii aritmetice cu primul termen 1 si ratia 3;

1+31)-11

avem ca Sy = =176. 7. Termenii sumei formeaza o progresie aritmeticd in care

a1 =1, r =4. Dacad notam cu m numarul de termeni, atunci n = a, = a; + r(im — 1), deci n = 4m — 3.

m(4m—2) _

Astfel, 231 =S, = 2m? — m si cum m € N, obtinem ca m = 11, apoi n = 41.

8. a1 —a, =3,V ne N, deci (a,) este progresie aritmetica de ratie » = 3 si a; = 1. Apoi
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2.1. Radicali si logaritmi

29. Cum sin B = 1, rezultd ca «B = 90°. Avem ca sin 4 = i—g , deci AC = 8. Aria triunghiului

ABC este egala cu 83 . 30. Suscp = AB - AD - sin€BAD = 24+/2 . 31. a)CumA4 +B=n-C,

rezulta ca M: —tgC,decitgd +tgB+tgC=tg A -tgB-tgC;b)tgd+ B),=
1-tgAd-tg B
_ led+igB = —1,deci 4 + B =135° Rezulta ca tg C = 1. Altfel: Folosind relatia de la a),
1-tgA-tgB

obtinem cd tg C =1, deci C =45°.

Clasa a X-a

2.1. Radicali si logaritmi

1. b) Observam ci y11-6v2 = 3—+/2 si \5-2/6 = /32/2% ¢) Se ridica la patrat in
1 (a b) 1 (3-3.3+\3

ambii membri. 2. Avem: —-(—+—):—[—+

Jo \b a) Jo| 6 Lo
—4 <2-33< -3, deci [ﬁ—3¢§]=—4. 5%).0:B)6;¢) 1;d) 27.6.a) E= ~:b)a=
y

jzle@. 3.a=2.4. Se aratd ca
2
.
u 3
7. Cum E(x) = x6 sia= 2", rezulth5(@) = 2 . 8. a) a = 2, decia- b=2;b) a=2.
9. k= 2. 10. a) Aducand radicalii la ordin’comun rezulta V2<i5<34 ; b) \3/2\/5 <34 <
1
< {2743 . 11. a) Avem: @d= 94214 si p>=9++2/18, decia < b; b) Cum g =————
) ’ ) VI3 +412
, rezulta @< b. 12. Aducem la acelasi ordin, deci a > b. 13. a) l; b)—-3;c¢) Z ;

1
NIRRT 2 3

d) %;e) % 14. c<a’< b. 15.a) a=1;b) b=—1.16. a) 2; b) —24; ¢) 3;d) 1. 17. a) 3; b) 2.

sib=

18. a)22;b)0; ¢) 0. 19. a) a = %;b)Fie log:3 =x;atuncia=3+x)- (5+x)—(6+x)(2 +x)=
=3€ Q;¢) —3.20.a=3.21.a) log; 5; b) 2; ¢) logp3 2; d) — 1; ) logs 5. 22. a) Cum 1 <2 <3,
rezultd 0 <logz 2 < 1;b) Cum 3 <4 <27, rezulta 1 < logs 4 <%; c¢) Se arata ca logs 4 <%<

<logs 9, deci logs 4 <logs 9. 23. a) Inegalitatea este echivalenta cu 22<3< 4; b) Folosind a),
2+log,2  2+a
1+2log,2 1+2a

avem a>2 sia<2+ %, deci [a] =2. 24. log,,18 = . 25. Din log4100 = a
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Solutii e Clasa a X-a

2.5. Combinatorica

1 11
1.7.2.b) S=1-——<1.3.a) —;b)0;¢) 12. 4. a
) 100! ) 10 ) ) ) n
7.a)x=5b)x=3;¢c)x=10;d)x=3;e)x=7.8.a)xe {3,4};b)xe {0, 1,2,3,4};¢) In mod
necesar n > 5. Inecuatia este echivalentd cu v’ — 7Tn —8<0,n> 5, decin € [-1, 8] N [5, +oo) AN,
adicane {5,6,7,8}; d) ke {1,2,3,4};e)xe {6,7,8}.9. 6! =720 moduri. 10. 6! = 720 numerc.

11. 3% = 243 moduri. 12. 43 = 60 moduri. 13. C{,= 210 moduri. 14. C>-C% =9900 moduri.
15. C}-CL+C-Cl,+Cf-C, moduri. 16. Cu cele 10 puncte putem forma Ciw= 45 de

n+2

by (-4 o) ——. 5. C.
n+1

drepte. Cum 10 dintre aceste drepte provin din laturi, vom avea 35 de diagonale. 17. Din C,f =

=120 obtinem » = 16. 18. O submultime cu cinci elemente care contine,pe 2.61 pe 3 are forma
{2, 3} U X, unde X este o submultime cu trei elemente a multimii {05 1, 44°5, 6, 7, 8}. Rezulta

cd X poate fi aleasd in C; moduri. Prin urmare, 35 de submultimi ale [4i 4 au cinci elemente si

contin numerele 2 si 3. 19. C; +C; +C; +C¢ =42 . 20.'Submultithile sunt de forma {0} U X,

unde X este o submultime a multimii {1, 2, 3, 4T Exista 2* = 16 asemenea submultimi.
21. Multimea X are forma {4, 5} U 4, unde 4 este,0 sibmultime a multimii {1, 2, 3}. Sunt 2° =

= 8 multimi cu proprietatea ceruta. 22. Ci+@+ C.=2* =16. 23. Cele doua numere pare pot
fi alese in C; moduri, iar cele trei numeéte impare pot fi alese in C;, deci numérul submul-

timilor este C; - C; = 100. 24. Solufia¥l:Numirul de submultimi cu trei elemente este C; = 84.
Dintre acestea trebuie excluse, submultimile care contin toate elementele numere pare, deci
C: submultimi. Numarul submultimilor ciutate este 74. Solutia 2: Submultimile cautate contin
1 numar impar si 2 pare, 2 numere impare si unul par sau 3 numere impare. Numarul lor este
C,-C2+C} -Ch+ChCo(= 74.25. Solutia I: In total sunt 27 = 128 de submultimi. Dintre
acestea trebuie éxcluse submultimile cu toate elementele numere pare, deci 2* = 16 submultimi.
Numarul submultimilor/cautate este 112. Solutia 2: Submultimile cu cel putin un numar impar

cu forma X U ¥ unde X este o submultime nevida a multimii {1, 3, 5}, iar Y o submultime a
multimii {0, 2, 4,"6}. Numdrul lor este (2° — 1)2* = 112. 26. Submultimile lui 4 cu trei ele-

ménte si suma elementelor numar par sunt formate din: trei numere pare, deci C; = 10 sub-
multithigSau un numdr par si doud impare, deci 5 - C; = 50 submultimi. In total sunt 60 de
submultimi cu proprietitile cerute. 27. C; = 35. 28. a) Patru cifre distincte pot fi alese in C140

moduri. Odata alese, ele pot fi ordonate descrescator in mod unic. Obtinem Cj, =210 numere
ca In enunt; b) Prima cifrd nu poate fi 0, deci numerele nu contin cifra 0. Cu acelasi ratio-

nament, gasim C;‘ = 126 numere. 29. O asemenea functie ia valoarea 1 in doua elemente ale

domeniului si 0 in rest. Aceste doud elemente le putem alege in C. = 45 de moduri.
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Solutii e Clasa a Xl-a

Clasa a Xl-a
3.1. Permutari

1 23 1 2 3 1 2 3 123 5 1 2 3 45
l.ot= ,T0 = ,0%°= ,T2= 2. (o1) = ,
321 213 2 31 1 23 2 4513

(12345 (12345 o
o= , T = . 3. Cum o*= e, rezultd ca 6°° = 6. 4. /=
2 31 5 4 52 4 3 1

3 21 2 31 4

1 2 3 1 2 3 %2 3
o2 rezulti ci x = 0 = . 7. a) Avem o1 = si 16 & ;
31 2 31 2 2 31

1 2 3 1 2 3 4
G’l‘t‘lz{ j.S. b)ocz[ j.6. a) 0° = e; b) Deoarece 62 = %74 6% =

1 23

3 2) . 8. Deoarece m(c)'= 3, m(G2) =4, m(c3) =

b) Ecuatia este echivalentd cu x =o7'1 = (

1 2.3 456
6 4 2 3 5

=m(c") =7.10. i =8,j = 3. 11. a) Deoarece 4 =4e, 0,6°, 6>, 6*}, rezultd ci ea are cinci
elemente; b) Avand in vedere ca m(c) = 4, decife(c)'=.1, obtinem &(c?) = &(0) - &(0) = 1 si
g(0’) = g(06*) = g(e) = 1. 12. a) m(c) = 9; b) Daca eCuatia ar avea o solutie x € S, atunci, cum
e(x*) =1 si g(0) = -1, ar rezulta cd 1 = -1, ‘ccearce este fals. Deci ecuatia consideratd nu are
nicio solutie in Se.

=5, rezultd ci g(0)) = -1, &(02) = 1 sie(o3) =—1. 9. a) ol = (

j;b) m(0) =

3.2. Matrice
3 3 1 -4 4 0 -1 -1
1.625.2. A+ B= ;24— 3B = ,A+ A = .3.4-B= ,
2¢ -1 -11 18 0 6 -3 5
1 2 -1 ¢ 4
B-A=4 2 —2.4.X:[ J,a+b+c+d:—6.S.x:2,y:0,z=3.6.B=
=12 1
2n+|_2 2
= [ " +n] .7.a)3;b)x=2.8.¢) (x,») € {(0,4), (1, 1), (4, 0)}. 9. b) Sa presupunem
-n

ca existadoua matrice X, ¥ € . 7#5(C) astfel incat I, = XY — YX. Deoarece tr(XY — YX) = tr(XY) —
< = . a b a, b,

= tr(YX) = 0, rezultd ca tr(/2) = 0, ceea ce este fals. 10. a) Fie 4 = 0 1) B= 0 1

aa, ab,+b

doua matrice din G(a; > 0, a» > 0). Deoarece 4B = ( 0 1

J si aijax > 0, rezultd ca
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3.14. Regulile lui I'Hospital

3.14. Regulile lui I'Hospital

1.a) —%;b) %;c) 1;d) —%;e)O;f)O;g)%o;h)1;i)321n2;j)71;k)n; 1) %;m)72;n) 1;

0) é;p) %;q) —%;r) 6.2. ) 0 b) 0; ¢) 0; d) %;e)—l;t) 1. 3. a) +oo; b) —oo; ¢) +o; @ 0

1 1

e)E;t)EA.a)%;b)e;c)i

VA

6.a) 1;b)e;c)e; d) 1;¢) I; f) 1. 7. a) Nu, deoarece nu existd lim (x —@in.x)’; b) Avem
X—>oo

;d)x/E;e)ez;f)1.5.a)1;b)1;c)1;d)l;e)l;f)l.
e

sin x
I+ sin x
lim f(x) = lim X —1, deoarece lim =0.
Nn—>+oo X—>4oo 1 SIin x Xt
X

3.15. Rolul derivatelor de ordinul I si de ordinul@hll-lea in studiul functiilor

1 . . .
1. Cum f'(x) = e*+ — >0, V x € (0, +o0), rézulta canfunctia feste strict crescatoare, deci
X

. “ . . . 1
graficul sdu intersecteaza axa Ox in cel mult un/punct. Deoarece 11{13 f(x)=—0si f (—) >0,
x e

e 1
rezulta ca graficul lui fintersecteaza axa Ox in A(a, 0), cu ae (0, —j 2. Cum f(x) =" +2x >0,
e

V x € [0, 1], rezulta ca f este strictrcrescatoare, deci minimul functiei este f (0) = 1, iar
maximul este /(1) = e #1. 3. Vom folosi sirul lui Rolle. a) Fie functia /: R — R, /(x) = 2x3 —
— 6x? + 3. Radacinile derivatei, /”(x) = 6(x* — 2x), sunt 0 si 2. Cum lim f(x) =—ee, (0) =3,

f(2)=-5si lim f(x)="Heo, avem:

X —oo 0 2 “+oo
S %) 0 0
S | - + - +

Decijecuatia consideratd are trei radacini reale: x; € (—eo, 0), x2 € (0, 2), x3 € (2, +o0); b) x) €
&(In 2, +e0); ¢) x1 € (0, 1), x2 € (1, +00); d) x1 € (=00, —+/3 ), ;2 € (—/3,4/3), x5 € ({3, +o0).
4. Avem: I. m € (—eo, =2): 0 radacina, x; € (1, +eo); II. m =—2: trei radacini, x; =x, =—1 sixz €
€ (1, +eo); IIl. m € (=2, 2): trei radécini, x; € (—oo, —1), x2 € (=1, 1), x3 € (1, Ho0); IV. m = 2:

sirul Iui Rolle. Considerdm functia f: (0, +e0) — R, f(x) = 18x* — In x — m. Evident, f este
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Solutii e Clasa a Xll-a

Clasa a Xll-a

4.1. Legi de compozitie
1. a) 1; b) Ecuatia este 2 =26 adica x> +x—6=0 si de aici x = 2 sau x = -3; ¢) Avemsca
1 3

(xoy)oz=2""" din 2°7* = 27" rezultda cd 2" =1, decix+y=0.2.b)a= b=

¢) Prin inductie, xj o xp0 ...ox,=x1+tx2+ ... tx, +(m—1)- 11,V x1,x2, ..., x, € Rsi ¥V ne

e N".Rezulticilo2o.. .on= @ + 11(n — 1) <1000. Cum # este maxim, atanci » = 34.

3.9)0; b)) Cumx *x =0, Vx e R, rezultd cd (x * x) * y=3)220, V yie R; c) Avema * 1 =
=a*>—4a+ 3 = (a—2)*— 1. Pentru orice n € N astfel incat n + l¢nu este patrat perfect, luim
a=2+-/n+l. Astfel, gasim o infinitate de valori ale luia € R\ Q, pentru care a * 1 =n e N.
4. a) Folosind faptul cd x oy =(x +4)(y +4) —4,avem cd x c (poz)=(x o y)oz=(x +4)(y +
+4)z+4)—4,V x,y,ze R; b) Observam ca x o (—4) = (-4) oy =4,V x, y € R (numarul
—4 este element absorbant pentru operatia ,,07)¢ Atanci (~1000) o (-999) o ... o 1000 =
=[(-1000) o ... o (=5)] o (4) o [(-3) o ... 2ul000]'= x o (4) o y = —4 o y = —4; c) Ecuatia se
scrie sub forma (x + 4)* — 4 = 12. Cum x.€ R, sezulta ca (x + 4)* = 4, cu solutiile x; = -2 sau
x2=-6.5.b) Dacd x, y € I, atunci x&2£0 si y+x/§ >0, decixoy> —\/5, adicaxoye I

. . e VIR V12 N23 V11
¢) Observam ca operatia este asoeiativa. Atunci | ——— |o| ———= |o...o| ——= | = || ——= |°
Vi ND) Vi3 Vi

o...{_%ﬂo(_ﬁ){(_gj{_%}[_%ﬂ:[ao(_ﬁ)}b: (~2)eb= 4.

6.a) (x + )(ysti)—i=xy +ix +iy—1—i=xoy; b) Demonstram inductiv, folosind a); c)

Ecuatia est€ (x + )*=i =1 - i, deci (x + i)* = 1, de unde x + i € {1, 1, i, —i}, adicd x €
€ {-1-11—-1,0)-2i}.7.a) x oy = (x —4)(y — 4) =y o x; b) De exemplu, observim ca 2 o (3 0 4) =

=8fnsa(2 ¢ 3) o4 =0; c) Avem (m — 4)(n —4) =7, cu solutiile (m, n) € {(5, 11); (11, 5); (3, -3);
(-3.3)1.8.2) (xoy)oz=xo(yoz)= Y+’ +2° ,Vx,y.z€ Rib)e=0;¢)x1 =x0 32, %2 =
= xo% , X3 =x044 € R\ Q. 9.b) e= %; ¢) Se demonstreazad prin inductie matematica.
10. a) Pentru orice x, y € (—eo, 0), avem ca x * y € (—oo, 0), deci * este lege de compozitie pe G;

=x, V x € G, sau inci xe = x> + xe,

c) Fie e € G un eventual element neutru; atunci
x+e

V x € G, fals. Rezulti ci legea nu are element neutru. 11. a) Observim cix oy = ™™ >0,
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Solutii ® Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale,.in
limitele punctajului indicat in barem.

e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la zece a punctajului total
acordat pentru lucrare.

Testul 1

L. 1. 41. 2. 5. 3. x = 2. 4. 4 elemente. 5. AB L d si mijlocul M(-1, 4) € d. 6. ctgg—tgg =

2 T .2 T T
cos” ——sin” — 2cos—
= 8Tc - 8 — Tl:4 = 2 II. 1. b) A’l(a) =B & A(Cl) B = 13. Rezulté a= _4’
sin—cos — sin —
8 8 4

©) X=CA(-4))"'=CB=(16 9 -4).2.b)Dacd x + i §iwe i &, atunci (x + i) * (y + i) =

= MH’ € M;c)z=a-3i,ae R ILA. a) l; b) A(0, 1) este punct de minim;
e

c¢) Dreapta este tangentd graficului functiei fin punctul M(1, e — 1). 2. b) La(xz -f (x))dx =

= laln—xdx = %ln2 a = % = a = e; ¢) Fie F'o primitiva a lui fpe (0, 1). Cum F'(x) = fix) >0
X

(deoarece In x < 0), rezulta ca F este strict crescatoare pe (0, 1).

Testul 2

L 1. log,8-log ;3 = 316892 2log,3 =6 = (V6)'. 2. f(N2) <0; f(3) <0; f(/5) >0.
3.x=-lsix= % 4x € (6,7).5.BH L AC si CH L AB. 6. x = g IL1.b)det 4 #0=

= ae R\ {0, I};.c) Pentru a = 1 sistemul este compatibil simplu nedeterminat cu solutiile

(7-0, 11=20,'@), o. € R. Obtinem solutii formate din numere naturale pentru o. € {0, 1,2, ..., 5},

deci 6 solutii. 2. ¢) Se verifica usor ca ,,*” este asociativa, are element neutru e = 2 si orice
x # 4 este inversabil. Rezultd ca (R, *) nu este grup. III. 1. a) 1; b) Fie ca in 4(a, fla)) si

B(b, fib)) tangentele nu sunt secante, deci sunt paralele. Rezultd f(a) = f(b) = a = b, fals;

¢) Eolosind sirul lui Rolle, ecuatia fix) = 0 nu are solutii. 2. b) J‘f[f (x)—(e—l)zjdx =
X+
5 x x 5 1 ¢ x 2 2 2 _3
:J. e——e—z dx—j(e"-—}dx— ¢ -z e;c)Pentruxe[l,3],e"Ze,
Hlx+1 (x+1) U x+1 x+1|, 6

L3 3 e 3
deci L F(x)dx > Ilmdx = eln(x+1)| =eln2.
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Testul 50

L1.1.2.f(x)=x>-4x+4.3.2.4.10.5.x—y—1=0.6. % II. 1. b) Pentru a # 1, rang(4) =

0
=3, iar pentru a = 1 sau a = —1, rang(4) =2;c) X = | —a |, o € R. 2. a) —1; i; —i; b) act+ 3;
o

¢) Radacind intreagd poate fi —1 sau 1. Rezultd a = 1 sau a = -3. IIL. 1. a) f'(x) = & — e % %€
€ [0, 1]; ¢) min f'= Zx/g; max =1+ e. 2. a) Daca F este primitiva a functieilfatunci F'(x) =

~()>0:0) 50 1
Testul 51
I.1.z= ITIS € R.2.6.3.x=2.4. 4 are 50 de elemente, 17 divizibile cu 3 si 6 divizibile cu 9.

Probabilitatea ceruta este egald cu % 5. 34B —24C= 3(—4;+ 2;‘) - 2(2f+ 2}') = —16i+ 2}' =

= M(-13, 4). 6. Ecuatia este echivalentd cu 2 cos>x — 1 = cos x, x € [0, Tt]. Rezultd x = 0 sau

2 0 2 =1 =l .. .
x=—IL1.a)-1;¢c)S= ; P= . 2.a)Exista2 - 3 - 3 - 3 = 54 polinoame;
3 4 6 20 2

b) f (6) = i f (i) = i, f (i) = 6; 2 este singura radacina a polinomului f; ¢) g nu are

radacini in Zs si grad g = 3, decieste ireductibil. I11. 1. a) feste strict descrescatoare pe (0, 1] si

, V x € (0, +oo) si de aici rezulta

N | =

. . 1 .
strict crescatoare pe [lg+eo); b) min f = > deci f(x) =

concluzia problemei; c)wm € (%ﬁwj. 2.a) Inx +2) —In(x + 1) + x + &, b) % + In 2;

c) n(g—ZlnEJ.
2 2

Testul 52
3

1. 1.189.2.[4,0]. 3. xe{-1,0}.4. T, =2°- C5. 5.a=2.6. - II. 1. b) Sistemul este
compatibil determinat cu solutia (-8, —5, —5); ¢) Sistemul este compatibil nedeterminat cu

solutia (a—%,%,aj, ae R. 2.a)a=8b=-6;b) 1; 3; iﬁ; c)a=-2.1IL 1. a) f'(2) =

= 3In 2; b) f este descrescatoare pe (—oo, 0] si crescatoare pe [0, ), 4(0, 1) este punct de
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b) f(x) =xsinx >0 pe [0, w];c) 0 <x Sg si f crescatoare pe [0, g} =f0)<f(x) <

2 n
Sf(gj. 2. b) e2+1; ¢) Pentru x € [1, 2], 0 < £ () s%: 0 < £7(x) 5(%) , deci 0 <

2 n n
S%nj. 1 (x)dx < (gj ,Vne Nsicum lim (%) = 0, limita ceruta este egala cu zero.
1

n—>+oo

Testul 60
Ll.a=1,b=-52.f(n)#0,V ne N, deci fnu este surjectiva. 3. x € {—1,"1}. 4ul. 5. 3x +

+2y+7=0.6. —% . II. 1. b) 6. 2. a) Radacini rationale ar putea fid sau—1. Cum /(1) # 0 si
f(=1) # 0, rezulta concluzia; b) x; +x; +x; +x; = 0, deci cel putin oyadicina nu este reald. Cum
fe R[X] fare cel putin doua radacini complexe nereale. Cumyf (0) - / (l) <0sif(l)-f(2)<0

4x -1 3N -1 si atunci produsul 2 =( 1 _1)(x2 —D(x; =D(xy -1 _ f(l) __

X X X1 Xy X3Xy f(0)

cix—-3=

II1. 1. a) Daca A(a, b), b = f(a) este punctulde pe graficul functiei f, in care tangenta la grafic
este paralela cu dreapta 2y — x + 1 = 0, rezulta cévpanta tangentei este egala cu panta dreptei,

deci 1 '(a) =%, deci a =~/3 sau a =£+/3 , Pentru A(\/g, \/7_2715) tangenta are ecuatia: y —

-3 +2?n=%(x— \/5); pentry A(—\/g, —\/§+27nj ecuatia tangentei este y +3 - 2%:

(x+f) b)2; ¢ )\f \/_e( 1, 1,% \/17 si f descrescatoare pe (-1, 1) = f(\/lgj>
2 12
L WEACLD) 2 m Z_ 2 (e
>f(\/§J.Z.C)In+1+ln—!(x+l)&dx ! ho=—>—x | 2n+1(2 V2-1).

Testul 61
L4 x' +x=18€Z .2.x=-3six=0.3.x€ {2,3,4,5}.4. C,=20.5. 46, 5). 6. 4. 1I. 1. a) 0;

o) (A(x))" = A2"'x"), n € N. Rezulta 22°17x?%18 = x, deci x = 0 sau x =%. 2.2)f(1)=0;b) f=

=(x + 1)(2x% — (a + 2)x + 2) si are toate radacinile reale dacd A = (a +2)*— 16 > 0, deci a € (—s,

3+i7
4

—6] U [2, +0); ¢) f= (x + 1)(2x? — 3x + 2) si are rddacinile x; = —1, x23 =

Jx -1
x 2

si i = ol =

=l = 1. 1L L a) f/(x) =
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Testul 62

A(1, 2) este punct de minim; b) Cum 2, 3 € (1, o) si feste strict crescatoare pe (1, o), rezulta
cd f(2) < f (3) si de aici rezultd concluzia; c¢) Folosim sirul lui Rolle pentru functia

g:(0, ) = R, g(x) =1 (x) —m.

X 0 1 “+oo

g 0

g |teo 2—-m Foo
+ _ +

[0, 2]; b) If(x)dx = J.f(x)dx + J.f(X)dx = j.xdx + J.x%dx — ;1_ :

1
2x?

7

. 8

>

a a 2 2
c) Relatia data este echivalenta cu: 2 I f(x)dx = I f(x)dx + J.f (x)dx = I f(x)dx = %, deci
0 a 0
Zdex -7 =at= 7 =a=
8 8

Testul 62

.L1.1.2.P>0.3. 1*2a . 4. 4D _AC ydeciDC | BE.5.5.6.5.11.1.a) 2; ¢)x=0saux=2.
a+ a+2 BD CE
2.2)f(1)=0= a=-1;b) x; =x2 241, x3 = 1 ¢) Trebuie demonstrat ca f nu are raddacini

rationale neintregi pentru a €.Z. IIl. 1.7a) y = 1; b) f'(x) < 0, pentru x > 0. 2. b) Fie F' o

’ [.2
primitiva a functiei f, limitaiceruta va fi egala cu lim Fx) 2F(O) = lim (o = lim ~= L

X—>too X X—>too 2x X—>too 2x

1 1
=—; c) Ly = '[ ,_x Ix" Nx?+1) de=x"x*+1 —J.nx"’l X +lde =2 -
0 1 ( ) 0

1 g,
—njﬁdx , deci Loy =<2 = n(ly1 + L),

Va1
Testul 63

K1.36.2.x€ {~1,0,1,2,3}.3.x=2. 4. é. 5.C(-1,4). 6.-3. 1L 1. b) (% 0, —%) : ¢) Sis-

-1-8a 1420

temul este compatibil nedeterminat cu solutiile: [ oc) oaeR six +4y=

b i

2.2a) —24;¢)(1,2); (-3,-2). IIL. 1. a) 0; b) /' '(x) = — e*(x —1)* < 0; ¢) x > 0, f descrescatoare
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Breviar teoretic

1. ALGEBRA

1.1. Formule de calcul prescurtat

(@t by =a*+2ab+b% - b =(a—b)a+b)(a+b+c)Y=a*+ b+ c*+ 2ab# 2be + 2ac;
(ax by =d®+3ab +3ab> £ b*; & + b> = (a £ b)(*> Fab + b?);

al—-b=@-b)a"'+a"h+.. +b" ) ne N,n=2.

1.2. Sume remarcabile

Sk=1+2+3+..+n= M;
k=1 2
n(n+1)(2n+1)

Dk =12422+ Lt nt=
k=1 6

1.3. Modulul unui numar real

)

x, x=20
Definitie. |x| = y
—Xx,0x <0
Proprietdti: 1) |#,2 0, Vix e R;2) x| =0=x=0;3) |x - y|=x| - |, Vx,y e R;
4yl =pull, Ve ye Ry#0;5) x +y < x|+, V x,y € R; egalitatea are loc daca si

numai dacd xy > 030) x| <a<=xe [-a,a],a>0;7) x| 2a < x € (—oo, —a] U [a, +e0), a> 0.

1.4, Partea intreaga si partea fractionara

Definitie. Partea intreagd a unui numar real x este cel mai mare numar intreg, mai mic sau egal
cux'si se noteaza cu [x]. Partea fractionard (zecimald) a unui numadr real x se noteaza cu {x} si
este definita astfel: {x} =x — [x].

Proprietdti: 1) [x] € Zsi {x} € [0,1),Vxe R;2)[x]< x<[x]+1,Vxe R;

Nx+kl=x]+tkVxe R Vke Z;4) {x+k}={x},Vxe R,Vke Z.
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pentru f dacd (X — a)’ divide f, dar (X — a)’ * ! nu divide /. Numirul a € C este radicini
multipla de ordinul p pentru polinomul f daca si numai dacd f(a) =0, f(a) =0, ..., /¥~ Y(a) =
=0, dar /P(a) # 0.

Fie f € C[X] un polinom de grad » > 1, avand radacinile xi, x2, ..., x; multiple de ordine o,
0, ..., O, CU Oy + O + ... + 0k = n. Atunci descompunerea lui / 1n factori liniari estedf =
=a,(X—-x)" (X—x,)%...(X—x,)% ,unde a, este coeficientul dominant al lui 1.

Polinoame cu coeficienti reali. Polinoamele ireductibile din R[.X] sunt cele de gradul I siicele
de gradul al II-lea care nu au radécini in R. Daca f'e R[X], f# 0 si zo = a +.bi, b # 0, este o

radacina complexa a lui f, atunci si zo= a — bi este radacina a lui f; iar cele doud radacini au
acelasi ordin de multiplicitate. Orice polinom cu coeficienti reali are un,numar par de radacini
complexe nereale. Orice polinom cu coeficienti reali de grad impar”are eel putin o radacina
reala.

Polinoame cu coeficienti rationali. Dacd f'e Q[X], f# 0 si xo = a+ N3 (a, b e Q,b>0,

acelasi ordin de multiplicitate.
Polinoame cu coeficienti intregi. Dacad f= ao + aiX +... +a,X" € Z[X], a, # 0 admite o rada-

cind rationala xo = P wp,q€ Z,q+0,(p, q)=1), atunci p divide termenul liber (adica p | ao),
q

iar ¢ divide coeficientul dominant (adicagy| a,):
Relatiile lui Viéte. Dacd xi, x», ..., ¥y sunt radacinile polinomului f=ao + a1 X + ... + a,.X" €

. .. . a,_
€ C[X], a, # 0, atunci au loc relatiile (lui'Viete): x; +x2 + ... +x, = =1, xpxo + x3003 + ... +

n

anZ

a . oo
+ Xpo1Xn = s ooy XXX, = (-1’2 . Daci numerele complexe xi, X2, ..., X, verificd
a a

n n

relatiile x; + x2 + .0 Xp= S, X162 + XXz Xpo1Xs = 82, ..., XiX2... X, = Sy, atunci ele sunt
radicinile polinomului f= X" — S1.X" 1 + X7 2+ .. + (=1)'S,..

2. GEOMETRIE

21, Punctul in plan

Consideram un sistem cartezian ortogonal in plan si pentru orice punct P din plan notdm cu
(xp,4p) coordonatele sale in raport cu sistemul ales. Lungimea segmentului 4B este egald cu

\/(xB —x,)" +(y,—,)" . Coordonatele mijlocului M al segmentului 4B sunt: x,, =%,
Vit Vs . . . P4
Y =T. Coordonatele punctului P, de pe segmentul 4B, cu proprietatea ca E= k
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+kx + . . L

sunt: xp= 248 yp= Ytk . Coordonatele centrului de greutate G al triunghiului ABC
I+k 1+k

suntxg = 48T +X3B e yg= 2at Vet Ve +y35 e

2.2. Vectori in plan
Fie {O, i, } } 0 baza ortonormati asociata unui reper cartezian ortogonal din plan. Wectorul

de pozitie al punctului A(x Y A) este a =x Af+ y A}'. Coordonatele vectorului AB sunt
(x5 —x,, vy —v,),adicd AB=(x,—x,)i+ (y,~y,)J. Suma vectorilor u(ab) si v(a’,b’)
este (z;+\7)(a+a’,b+b’). Produsul dintre vectorul ;(a,b) si scalarul’z este (tf/)(ta,zb).

o - b . . —= -
Panta directiei vectorului v(a, b) este m. =—, iar a vectorului 4B este ms; = R4 Inb iy
a Xp —X

Conditii de paralelism (coliniaritate) pentru vectorii ;l(a,b) si ;(a’,b’): Ile;(:}(EI)Z‘ eR

AT - a
astfel incdt u=t-v & —=— S m- =m-.
a b u v

2.3. Produsul scalar a doi vectori

Produsul scalar al vectorilor u si v{este numarul real:

.- ‘;t‘~‘;‘-cos<(;1,;),dacézjt;tasi;;t() . .
u-v= o . Daca u=ai+bj si v=ai+b'j, atunci
0 , dacd m#0 sau v=0

aa’+bb’ . Conditii de perpendicularitate pentru vectorii u(a,b) si v(a’,b"): u Lv &

u-v
& u-v=0& ad b <0 . Masura unghiului dintre doi vectori nenuli se poate afla cu
B aa’ +bb’
h J2 10 Na? + 72 ’
a +b"-Na”+b

. N - - u-v
ajutorul formulei cos«(u, v) = ‘ —
Ak

2.4,Teoreme remarcabile in triunghi

Teorema/lui Thales: Daca M si N sunt puncte pe laturile 4B, respectiv AC ale triunghiului

. . . . AM AN
ABCgatunci dreptele MN si BC sunt paralele daca si numai dacd —— =—-.
MB NC
Teorema bisectoarei: Semidreapta AD, D e (BC) , este bisectoare a triunghiului 4ABC daca si
.. . BD 4B
numai dacd —=—.
DC AC

Teorema lui Menelaus: Pe dreptele suport BC, CA, AB ale laturilor triunghiului ABC se
considera punctele M, N, respectiv P (doud puncte pe laturi si al treilea pe prelungirea laturii
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