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Cuvant-Tnainte

Examenul de bacalaureat reprezinta pentru fiecare tdnar o placad turnanta in de-
venirea lui intelectuala si personald, avand menirea de a certifica pregatirea stiintifica
si competentele dobandite in liceu, dar si de a deschide un orizont profesional sau aca-
demic adecvat fiecaruia. In consecinta, performanta la acest examen, si indeosebi la
disciplina matematica, presupune un efort de pregitire constant, atat pentru parcurge-
rea continuturilor, cat si pentru fixare, sistematizare, recapitulare. Lucrarea de fata fsi
propune si fie un ghid eficient, cu o strategie completa, care sa raspunda tuturor exi-
gentelor disciplinei si probelor de examen.

Prima parte a lucrdrii contine probleme grupate pe teme, urmarind acoperirea
completd a programei. Acolo unde o anumita tema nu era destul de bine reprezentata,
in variantele examenelor din anii precedenti, au fost adaugate probleme clasice, pentru
o mai buna aprofundare a subiectului. Astfel, un elev isi poate alege singur un capitol
pe care vrea sa il repete si gaseste in carte un numar suficient de exercitii cu ajutorul
carora sa-si atinga scopul. Problemele sunt insotite de solutii detaliate si de comentarii
metodice, unele dintre ele avand chiar mai multe rezolvari.

Partea a doua cuprinde 65 de teste, insotite de raspunsuri si de rezolvari, iar la
sfargit existd un breviar teoretic, care contine principalele notiuni prevazute in programa.

Cartea se adreseazd celor care se pregatesc pentru bacalaureatul la matematica,
indiferent de profilul liceului pe care 1l urmeaza. Din acest motiv, problemele sunt
structurate pe doud niveluri, cele mai dificile fiind evidentiate printr-o steluta. Elevii
care nu urmeaza profilul matematica-informatica pot parcurge doar problemele fara
steluta.

Lucrarea poate fi folositd si pentru invatarea curentd, deoarece permite elevilor
sd se antreneze in conditii reale, de bacalaureat. Ea se poate dovedi un instrument util
profesorilor si elevilor in vederea recapituldrii materiei la finalul unui capitol sau la
sfarsitul anului scolar.

Autorii



Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica

Se considera intervalele A= (-4, 4] si B= (-2, 7). Determinati (A N B) N Z.

Ordonati crescator numerele a = 2,5(1), b—E c=2,51) sid=251.

Aratati ca numarul a_{\/16 +4\/:— \/ﬂJE,/ —J este natural.

Aratati ca numarul b= este natural.

\/i+\/_ J_+f \/_-f-\/_
Se considera numerele a = /98 =+/32 -+/8 si b = 162 +/18 +/72. Calculati

media aritmetica si mediageometrica ale numerelor asi b.
Determinati numerele rationale a si b, stiind ca (x/§+ x/é)z —a-bV3.

Demonstrati ¢, dacd X e [0, 51], atunci numarul a= ~/x+ 49 +/x+ 625 se afla
Tnintervalul [32, 36].

FieE(x, y) = \/x2—2x+5+\/y2+6y+10 ,undex, y € R. Aratati ca E(x, y) > 3,

pentruoricex, y € R.

Stabiliti céte numereirationale contine multimea {1, V2, /3, ..., /199, 200} .

. Caculati:
a) F} + [—E} ; b) {1,64} —{-2,36};
3 2] ’ T

C) [\/ﬂ+[\/§]+[\/§+\/§]; d) {\/§}+{\/§}—{\/§+\/§}



1.6. Trigonometrie

1.6. Trigonometrie

1. Calculati: a) sin5—n; b) 0057—n; C) tgs—n; d) cosﬁ.
6 4 3 6

117x

2. Calculati: a) sin(—%nj; b) cosT, C) tg 53T,

3

d) Ctg(lOO?n]'
. . . . .. . i 3n
3. Aflati cos a, sin b, sin(a + b) si cos(a —b), stiindcia e (E nj, be (7 2n) ,

. 3 . 12
sina=— sicosh=—.
5
4, Daciac (g nj sl cos a :—%, calculati sin a, sin 2a si cos 2a.

. i 1 -
5. Fiexe (g nj sl COS 2X = 5 Se cer cos X si sin x.

. 1 .
Daca x € R pentru care sin x = Z' se cere sin 3x.
Fie x € R, astfel incét ctg x = 6. Calculati sin®x.

Dacate (O, g) astfel incattg t + ctg t=2, calculati sin 2t.

¥ ®© N o

Fietsi o e R, astfel incat sin oo+t cos o = 1.

a) Daca t=1, calculati tg 20
b) Daca t = -1, calculati sin 2c.

10. Calculati tg%, stiind ca sina= g siae (0, gj

11. Calculati: a)sin%; b) cos 75°; ¢) tg 15°; d)cos%,

sin75° _ cos 75°
sin15°  cosl15°

12. Calculati

13. Fiea e (n, 37“) , astfel Incat cos o = —g . Calculati cos(?’?7t + (x) +sin(t—o).
14. Fie a, b € R, astfel incat a — b = . Aratati ca are loc relatia cos a - cos b <0.

. N . . 1
15. Se consideri a, b € R, astfel incat sina + sinb =1 si cosa + cos b = > Calcu-

lati cos(a — b).

19



Clasa a X-a

2.1. Radicali si logaritmi
1. Aratati ca:
7 .81 7 o .
3) 2@—@—5@_\@, b) V3+411-6v2 —/5-24/6 =3:

C) \/6+\/§+\/ﬁ+\/ﬂ=1+\/§+\/§.
2. Se considerd numerele a=+/3—+/3 si b= 3+4/3. Aratati ca

l(a b
Fere)ee

3. Aritati ci numarul a=+17 +12v2 —y3-2v2 -4/6 442 € Q.
4. Calculati [\/5 —3\/5] ([X] reprezinta partea intreaga a lui x).

5. Aduceti la o forma mai simpla:

8 Y202 -2 SRR R
0) VW2 -1-4/3+242 ; d) 274333393 .
: PRTSTo) xJy (XY 7
6. a) Aduceti la forma cea mai simpla: E(x, y) =24 y;{/; [%J ,unde X, y € (0, +e0).

4 9
b) Aratati ca numarul a=3 ﬂ @ este rational.
VV3-32 343

Se considera E(x) = x3/x?/x , unde x > 0. Calculati E(a), unde a =%/8 .
8. a) Fiea=+2-42-%2-92 sib=292 . Aritati ci a - b este numar rational.

b) Aratati ci numarul a=+/3+5-3V5-1-§7-3J5 € Q.

N

k
L 1 .
9. Determinati numarul natural k, daca (3/x*)"* (—j =X, pentru orice x > 0.
X

10. Ordonati crescator numerele:

a) V2, Y4 si 45; b) Y22, 42743 i ¥4

24



Enunturi e Clasa a X-a

2.5. Combinatorica

1.
2.

o wn

9.

10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

34

Care este cel mai mic numar natural n pentru care n! > 1000?

a) Aratati ca 11 _
kI (k+1)! (k+1)!
b) Calculati suma S =i+£+...+£ si aratati ca S < 1.
2! 3! 100!

,oricare ar fik e N".

10
Calculati: a) %; b) A>—6C3; c) A} -AZ-CZ.

20

Calculati:
| | 6, A5 3

) n‘+(n+1)', e N; b)A‘+4A‘,neN,n26; C)%,nEN’nZLL
(n+1Y! —n! A Ci+G

Care este cel mai mare element din multimea A = {C>,C>,C%}?
Demonstrati ca:

a) Cj. =2Cy ,, undene N, b) Cly=Ci+C>undene N,n>4.
Rezolvati ecuatiile: a) C2+A?=30; b) Crys =3;

c) A’ —3A*=21A% d) 6-CL+6-C3.,=13C2,; e) A’,+C2=41.
Rezolvati inecuatiile:

a) C'+C 2 <9; b) (x + 1)! —x! <100; c) C:=C;

d) Ck >ck; e) A2, <12A .

*k*k

Tn cate moduri se poate forma un tren, avand la dispozitie 6 vagoane?

Cate numere de zece cifre distincte incep cu 20 si se termina cu 14?

Tn cate moduri putem Tmparti 5 carti la trei copii?

Dam 3 carti diferite la 5 copii, astfel Tncat niciun copil sa nu primeasca mai mult
de o carte. In cate moduri se poate face Tmpartirea?

Un antrenor are la dispozitie 10 jucatori. Tn cate moduri poate forma o echipa for-
mata din 6 jucatori?

Intr-o clasa sunt 22 de elevi, dintre care 12 sunt fete. Determinati in cate moduri
se poate alege un comitet reprezentativ al clasei format din 3 fete si 2 baieti.
Tntr-o clasa sunt 30 de elevi, dintre care 18 fete si 12 baieti. Alcatuim o echipa for-
mati din 6 elevi care sa contina cel putin 4 fete. Tn cate moduri putem forma echipa?
Aflati numarul diagonalelor unui poligon convex cu 10 laturi.



2.8. Probleme recapitulative din materia claselor a IX-a — a X-a

2.8. Probleme recapitulative din materia claselor a IX-a — a X-a

Varianta 1

1. Aritati ca modulul numarului complex z =5 - 12i este 13.

2. Determinati coordonatele punctelor de intersectie dintre parabola asociata functiei
f:R —> R, f(x)=x*+5x + 6 si axa Ox.

. Rezolvati in R ecuatia 3* + 3*~1 + 3*"2=13,

. Céte numere de doua cifre se divid cu 4 sau cu 5?
. Scrieti ecuatia dreptei ce trece prin A(1, 2) si este paralela cu dreaptad: x +y +1=0.
1

. Aratati ca sin5—7t ==,
6 2

A L h W

Varianta 2

. . - - . 1 1
1. Aritati ca partea imaginara a numarului complex z= ] este ——.
+i

2. Determinati punctele de pe graficul functiei f : R — R, f (x) = 2x — 1 ale caror coor-
donate au acelasi modul.

. Rezolvati in R ecuatia 3x+2 +2=0.

. Cate submultimi ale multimii {1, 2, 3, 4, 5} contin numarul 1?

. Aratati ca vectorii @ =81 + 2] si v = —6i — 4] sunt coliniari.

. Tn triunghiul ABC avem AB = 4, AC = 6 si «A = 120°. Aritati ci BC = 24/19 .

N N h W

Varianta 3
1. Demonstrati ¢ numarul a = y3—2v2 —+/2 este intreg.

2. Demonstrati ca functiaf: R™ — R, f (x) =x - 1 este impara.
X

1
7
4, Cate submultimi cu trei elemente are multimea {0, 1, 2, ..., 10}?
5. Aflati distanta de la punctul A(1, 3) la dreapta d: x — 2y = 0.

- A - 27
3. Rezolvati in R ecuatia 3~ =

6. Dacia e E,n sisina= i, calculati tg a.
2 13

4



Clasa a Xl-a

3.1. Permutari

48

. i 1 2 3) . 12 3 . _—
Se considera permutarile ¢ = sit= . Calculati o7, 10, 6°, T ™.
312 1 3 2
: : 12 3 4 5) 123 45 . 1
Fie permutarile o= sl T= . Calculati (ot) —,
31 2 5 4 5 2 4 1

o %, 1 siaritati ci (o1) =1 oL

2 3 4
Se considera permutarea ¢ = € Sq. Calculati 6®.
4 31 2
. . 1 3) . 1 2 3 .
Se considera permutarile ¢ = sl T= . Determinati x € Ss,
3 1 2 2 13

stiind ca oxt =e.
Se considera urmatoarele permutari de gradul patru:

1 2 3 4 12 3 4
o= , T= .
2 1 3 4 13 2 4
a) Aritaticic’=1=¢,6'=0,T'=15si 6T#10.
b) Determinati o permutare o € Sy, astfel incat o™ # o

1 2 3
Se considera permutarea ¢ = (3 i 2) € Ss.

a) Calculati 6.
b) Rezolvati ecuatia 6= - X =€, x € Ss.

y 1 2 3 . 1 2 3
Fie o= € S35l T= € Sa.
3 21 1 3 2

a) Calculati ot si to.
b) Rezolvati ecuatia ox = 7.
Determinati semnul fiecareia dintre urmatoarele permutari:

1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 45
01 = , 02 = , 03 = .
321 2 4 31 3512 4

2009



Enunturi e Clasa a Xl-a

0
2
a) Aratati ca B € C(A).

2 10
21. Fie matricele A= {3 ] ,B= [1 :J si multimea C(A) = {X € . 75(R) | XA = AX}.

x 0
b) Demonstrati ca daca X € C(A), atunci exista x, y € R, astfel incat X = {y xj :

¢)" Rezolvati ecuatia X + X*> = Ain . 75(R).

3.3. Determinanti

. j e . /(R). Calculati det(l, + A+ A% + A%,

—
.

4
Fie matricea A = ( )
. . -2 0 . .
2. Fie matricea A= 0 3 e #5(R). Rezolvati ecuatia det(A - xl;) =0, x € R.
. a b .
3. FieX= e M(R). Aratati ca det(X - X") = (ad — bc)?.
c
. . 10
4. Se considerda matricea A = ) 1 e AH(R).
. 1 0 . .
a) Aratati ca A" = on 1) pentru oricene N'.
n

b) Calculati det(A) + det(A?) + ... + det(A%*).
c) Calculati det(A + A> + ... + A%,
Z, We C}.

a) Aratati ca, daca A € G, astfel incat det A =0, atunci A = O..
b) Demonstrati ca, daca A, B e G si A - B =0, atunci A= 0, sau B = 0.

5. Se considera multimea G = {[ Z\Tv \;Vj

1 2 3 1 2 3 1 -1 2
6. Calculati determinantii: A, =[0 4 5|, A,=|4 5 0|siA;=|2 1 3|
0 0 6 6 00 -2 0 4

a a+l a+?2
7. SeconsideramatriccaA=|b b+1 b+2|e . (R). Aratati ca:
1 1 a
det(A) = (a - b)(a - 1) si calculati det(A — A").

52



3.7. Siruri

3.7. Siruri
1. Studiati monotonia sirului (Xn)n>1 daca:
n+1. 1 1 1
a) X”:T’ b) xn:1—2+?+...+?,
n
c) xn:2—; d) x, = L + L +..t L '
n! n+l n+2 n+n
2. Studiati marginirea sirului (xn)n>1 al carui termen general este:
2" +3"
a) x,=1+(-1"; b) x, = = :
2 n
1 (1 1 1 1 1
c) X,=1l+—+|=| +.+| = | ; d) x, =%+ —F 44—
1t R I LA L
3. Aratati ¢ urmatoarele siruri sunt divergente:
(-D"-n . Nm
a) a=——F—; b) b, =sin—;
) % n+2 Yy 2
¢) ¢,=n°-n; d) d,=2"-3".
4. Calculati limita fiecaruia dintre urmatoarele siruri, avand termenul general:
n+3 n—n+2 n+1
a =, b) b, =——; C) C,=—7);
) % 8n-2 ) By n+3 ) & (n+1)*
_1\2 _ 2 3
d) O|n=(n 1) —(n+1) o) en:1+22+...+n; ff = 3n+1)
2n+1 n+2 n+2
5. Calculati limita sirului cu termenul general a, in fiecare dintre urmatoarele situatii:
3 /
a) an=M; b) an=3\/ﬁ+5; C) ansz;
n 2Jn+7 1+3¥n+1

d) a,= nZ+1-2n: e) a,=v3n+1-v2n+3; f) an:\/n2+1—n\/ﬁ.

6. Calculati limita fiecaruia dintre urmatoarele siruri avand termenul general:

a) anzlnn+3; b) bn=In(n+1) —Inn; c) Cn:M;
Inn-2 n+1
n 2
d) d, =4+ &)l,= THInn. fyfo=n—Inn.
In(2" +3) 2+Inn

67



3.16. Reprezentarea grafica a functiilor

3.16. Reprezentarea grafica a functiilor

1.

10.

11.

Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei f cu axele
de coordonate, daca:
2
a) F:R - R, f(X)=x —4x; b)f:R—»R,f(x):#.
e* +

Se consideri functiile f: R — R, f(x) =—x*+5,9 : R" — R, g(x) = iz Determi-
X

nati punctele de intersectie a graficelor celor doua functii si rezolvati inecuatia

g(x) < f(x).
Reprezentati grafic functiile:

a) f:R >R, f(x)=3+2x-x% b) g:R— R, g(x) =x3-3x + 2.

Reprezentati grafic functiile:

) R R ()= b)g:R\{l}-»{R},g(x)le.
X X —

Reprezentati grafic functiile:

a) 1[0, +o0) > R, f (X) = /X +1—+/X;

b) f: (=o0, 1] U [1, +o0) — R, F(X) = xa/x? =1.

Reprezentati grafic functia f: R — R, f(x) = (x + 1)e*. Determinati multimea
valorilor reale ale lui m pentru care ecuatia f (x) = m are doua solutii reale.
Reprezentati grafic funetia f : R — R, f (x) = (x* — 3)e*. Determinati valorile reale
ale lui m, stiind ca graficul functiei f intersecteaza dreapta de ecuatie y = m (m € R)
n exact trei puncte.

Fie functiaf: R SR, f (x) = — =2
X“+1

a) Reprezentati grafic functia f.

b) Cate solutii reale are ecuatiax —2 = myx*+1, unde m e R?
2
Reprezentati grafic functiaf: R™ — R, f (x) = xe*.

. . . I
Reprezentati grafic functia f: (0, +e0) > R, f(X) = nx.
X
L . . x3—3x%+m
Se considera functiaf: R* - R, f (X) = —————,unde me R.
X

a) Determinati m, astfel incat functia sa admita un extrem local in x = 2,

95



4.1.

1.

104

Clasa a Xll-a

Legi de compozitie

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x oy = 2**Y, oricare
arfix,ye R.

a) Calculati 1001 o (-1001).

b) Rezolvati ecuatia x o X* = 64.

c¢) Demonstrati ca, daci (x o y) o z=22*1, atunci x = -y.

Pe multimea numerelor reale se considera legea de compozitie ,,°”, definita prin
Xoy=Xx+y+11 oricarearfix,y e R.

a) Aratatica (Xoy)oz=xo (yoz),oricarearfix,y,ze R.

b) Gasiti doua elemente a,be Q\Z pentrucareaob e Z.

c) Determinati cel mai mare numar natural n, pentru care 1 o 2 o ... o n < 1000.

Pe multimea numerelor reale definim operatia x * y = x? — 4xy + 3y

a) Calculati 300 * 100.

b) Aratati ca (X *X) * y >0, oricare ar fi numerele reale x si y.

c) Demonstrati ca exista o infinitate de numere irationale a pentru care numarul
a * 1 este patural.

Pe multimea numerelor reale definim operatia X o y = Xy + 4x + 4y + 12, oricare ar
fix,ye R.

a) Aratatica (Xoy)oz=Xo(yoz),oricarearfix,y,ze R.

b) Calculati (-1000) o (-999) o ... o 1000.

€) Rezolvati in R ecuatia X o X o X o X = 12.

Pe multimea numerelor reale definim operatia ,,o” prin X oy = xy + V2 (x+y)+
+2- /2, oricarear fix,y e R.

a) Demonstrati ci X oy = (X+~/2)(y+~/2)—+/2, pentru orice numere reale x si y.



4.4, Polinoame

18. n . #(Zs3) consideram matricele A = [; gj sily= (é g}

a) Calculati A? si A®.
b)” Determinati A%% si A%0%,
c¢) Demonstrati cd A" # I, oricare ar fin e N’

b
19. Fie multimea de matrice A :{[ ab a]

a,be ZS}.

a) Dati un exemplu de matrice nenula din multimea A care are determinantul

egal cu 0.

2 1
b) Aratati ca exista o matrice nenula M e A, astfel incét ( . A}- M :[
-1 2

¢)" Rezolvati ecuatia X 2 = ( 21 ;] :

20. Se considera multimea A = a,b,cez,

o O D
o » o
L O O

a) Determinati numarul de elemente din A.
b) Aritati ca, pentru orice X € A, X 2= I3 sau X 2= Oa.

¢) Determinati numarul matricelor X din A care au proprietatea ca X ? = Os.

- X
21. In multimea . #5(Zs) se considera submultimea G = {Q yj
y X
a)" Aratati ci, daci X,ye Z, si x> —2y>=0, atunci x=y=0.
b) Daca A,B e G,atunciA+Be GsiA-Be G.
c)Dati exemplu de structura de corp cu 25 de elemente.

X,ye ZS}.

4.4. Polinoame

0 0
0 0)

1. Determinati polinomul f de gradul trei, cu coeficienti reali, pentru care f (1 + i) =

=1+ 2isif@i)=1-i.

2. Se considera polinomul f = (X + 1)!° + (X — 1), cu forma algebrica f = ao + a;X +

+ ...+ aloxlo.
a) Determinati suma coeficientilor polinomului f.

115



Enunturi e Clasa a Xll-a

8.
9.

10.

11.

116

b) Calculati f (i) si deduceti ca ap + as + as = a> + as + auo.
c) Determinati coeficientii polinomului f.
Determinati gradele polinoamelor f + g si fg in fiecare dintre cazurile:

a) f=X3+X+1,9g=-X3-X-1,f ge R[X];
b) f=2X2+3X +1, g=2X’+ X +2, f, g e Za[X].

. Determinati polinoamele f, g € Z[X] cu grad(f ) = 1, grad(g) = 2, in fiecare din

urmatoarele cazuri:
a) f-g=X3-X2-5X+2; b) g(f (X)) = X2.

. Aratati ca polinomul f e C[X] este element inversabil in inelul (C[X], +, -) daca si

numai daca f este constanta nenula.
Se considera polinomul f= 4X +1 e Zg[X]. Calculati f?'si deduceti ca polinomul f

este element inversabil al lui (Zg[X], +, -).

Determinati catul si restul Tmpartirii polinomului f prin polinomul g in fiecare
dintre urmatoarele cazuri:
a) f=X>+2X3-3X+2,g=X2+X+1,f ge R[X];

b) f=2X*-2X3-5X?-X,g=2X?+1,f,ge R[X];
0) f=X3+X2+ 2X+1,9=3X2+1,f ge Zs[X];
d) f=X3-2X3+X-3,g=X2-2,f,ge Z[X];

g) f=X*—(2+)X*+X—-i,g=X+1i,f ge C[X];
f) f=X3+X24X+2,g=X+1,f ge ZsX].

Determinati numerele reale a si b, stiind ci polinomul f = X* + aX + b da restul 2
la.impartirea prin X — 1 si restul —4 la impartirea prin X + 1.

Tmpartind polinomul f prin X — 1 obtinem restul 2, iar la impartirea prin X + 1
obtinem restul —4. Aflati restul Tmpartirii lui f prin X2 - 1.

Se considera polinomul f = (1 + X + X?)*% cu forma algebrica:

f= Ao + aiX + ... + agoosX 2008.

a) Calculati f (-1).

b) Aratati caap+ay +ax + ... + azos €Ste numar intreg impar.

¢) Determinati restul impartirii polinomului fla X 2 — 1.

Determinati polinomul f = X* + aX® + bX? + ¢X + d care prin Tmpartire la X* —
—3X + 1, da restul 2X + 1, iar prin Tmpartire la X? — 1 da restul —=2X + 2.



4.9. Proprietati ale integralei Riemann

4.9. Proprietati ale integralei Riemann

1.

Demonstrati ca:

1. 2 . 1 X2
a) —1sjosm(x +x+1)dx <1; b)1sf0e dx <e.
Demonstrati ca:

a) 13.[12\/x2—x+1dxsx/§; b)?sj‘:\/xz—xﬂdx <1.

X

Fief:[0,1] 5> R, f(X) = —
X+1

1
. Aratati ca 1£'[ f(x)dx<e-1.
0

2

¢ |n

n

X

Pentru fiecare n € N se considera |, ='[ dx . Folosind faptul ca1 <Inx <2,

e

n+l

oricare ar fi x e [e, e%], demonstrati ca 1< <2", oricarearfine N.

n+1

Se considera functia f : [0, +0) > R, f(X) :il. Aratati ca, daca a > 0, atunci
X+

1 a+l 1
—_ < f(x)dx<—.
a+2 -[a ) a+l
. L 1 X X—=1
Fie functia f : [1, +) > R, f (X) = —————— . Aratati ca I f()dt<—,
X(X+1)(x+2) 1 6

oricare ar fi x € [1, +o0).
a) Aratati ca 2 —=xIn2-1>0, oricare ar fi x € R.

. 1 In2
b) Aratati ca I 2¥ dx>1+— .
0 3
a) Aratati ca e* > x + 1, pentru orice X € R.
. 1 et
b) Aratati ca —S.[ e dx<
e Jo 4

2

. Se considera functiaf: R —» R, f(x) = cosx—1+x?. Stabiliti semnul functiei,

, S S 9
apoi demonstrati ca _[O Ccos X“dx ZE :
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Teste pentru Bacalaureat,
dupa modelul M.E.

Testul 1

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Calculati [\/2022] -4 {—%} ([X] = partea intreaga a numarului real x, {x} =

= partea fractionara a numarului real x).
(5p) 2. Se considera functia f : R — R, f(x) = % Calculati S = f(-2) + f(-1) +
+
+1(0) + f(1) + f(2).
(5p) 3. Rezolvati in R ecuatia 2x—+/x—-1=3.

(5p) 4. Determinati numarul elementelor multimii A; stiind ca are exact 11 submul-
timi cu cel mult doua elemente.

(5p) 5. 1n reperul cartezian xOy se considera dreapta d de ecuatie 3x +y — 1 = 0.
Aratati ca punctele A(2, 5) si B(—4, 3) sunt simetrice fata de dreapta d.

(5p) 6. Aratati ca ctgg—tgg: 2.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
1 -1 2
1. Se considera matricea A(a)=| -1 0 -3, unde a este un numar real.
2 a 1

(5p) a) Verificati ca det (A(a)) =a+5.
(5p) b) Determinati a € R, astfel incat inversa matricei A(a) sa fie matricea B =

=12 -7 3
=5 31
4 2 -1

(5p) c) Determinati matricea X € . 7 3(R), stiind cd X - A(~4) = C, unde C este
matricea (-1 0 1).
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Testul 2

2. Pe multimea numerelor complexe se defineste legea de compozitie z; * z, =

Z,+1 .
=+ + % , pentru orice z1, 2, € C.

(5p) a) Verificati daca (1 +1i) * (1 —i) = 3.
(5p) b) Demonstrati ca multimea M = {x + i | x € R} este parte stabila a lui C fata

de legea ,,*".

(5p) c) Aratati ca pentru o infinitate de numere complexe z, (2 + 3i) * z este numar
real.

Subiectul al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functiaf: R — R, f (x) = e*—x.

(5p) a) Calculati XIL@%.

(5p) b) Aratati ca f are un singur punct de extrem.
(5p) c) Demonstrati ca dreaptay = (e — 1)x este tangenta graficului functiei f.

2. Se considera functia f : (0, ©) = R, f(x) = x2= In_x
X

(5p) a) Verificati ca jz(f(x)+|n—x)dx=z.
1 X 3

(5p) b) Determinati a € (1, ), stiind ca La(x2 - f(x))dx:%.

(5p) c) Demonstrati ca orice primitiva a functiei f pe (0, 1) este strict monotona.

Testul 2

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Aritati cinumerele log, 8, v/6, log 3 3 sunt in progresie geometrica.

(5p) ‘2. Se considera functia f : R — R, f(x) = x¥* — 3x + 2. Determinati semnul
produsului P = f(~/2)- f(+/3)- f (\/5).
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 22** —2* =/2(2** -1).

(5p) 4. Determinati valorile intregi ale lui x pentru care C}™ > 2C~.

(5p) 5. Tn reperul cartezian xOy se considera punctele A(2, 4), B(8, 1) si C(0, 1).
Aratati ca punctul H(2, 5) este ortocentrul triunghiului ABC.

(5p) 6. Determinati x € (0, ), stiind ca sinx~cos(§—2xj:cosx-sin(Zx—gj.
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
ax—y—z=-4

1. Se considera sistemul {2x+ay +4z =25, a € R si A matricea sistemului.
X+y+3z=18
(5p) a) Aratati ca det A = 3a® - 3a.
(5p) b) Determinati a € R, daca sistemul are solutie unica.

(5p) c) Pentru a = 1 determinati numarul solutiilor (o, Yo, Zo) ale sistemului cu Xo, Yo,
Zo numere naturale.
. X ;
2. Pe R se defineste legea x * y = 2x + 2y — ?y —4, pentru orice X,y € R.

(5p) a) Arataticax*y=4- % (x—4)(y —4), pentru orice X, y € R.

(5p) b) Aratati ca e = 2 este elementul neutru al legii date.
(5p) c) Stabiliti daca (R, *) are o structura de grup.

Subiectul al lli-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f : (=1, ©) - R, f(X) =2x + 1 — In(x + 1).
(5p) a) Calculati Iirrgw.
X—> X

(5p) b) Demonstrati ca oricare doua tangente la graficul functiei sunt secante.
(5p) c) Aratati ca graficul functiei f nu intersecteaza axa Ox.

X

2. Se considera functia f : (-1, ©0) - R, f (x) = ¢
x+1
oo pLoxe” 5
(5p) a) Aratati ca jo "0 dx:g.
. (2 e”
(5p) b) Caleulati L(f(x)—(XJrl)szx

(5p) c) Demonstrati ca Lsf(x)dx >eln 2.
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Testul 9

Testul 9

Subiectul | (30 de puncte)

. 1-i .
(5p) 1. Se considera numarul complex z =1 Ariatati ca z** este numar real.
+i

(5p) 2. Aflati numarul real m pentru care graficul functiei f : R — R, f(x) = x2 + mx + 4

intersecteaza axa Ox Tn doua puncte distincte.
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 1g°x—3lg x+2=0.

(5p) 4. Fie x un numar real nenul. Determinati rangul termenului, din dezvoltarea

16
1 - . s
T , care 1l contine pe x".
X

(5p) 5. n reperul cartezian xOy se considera vectorii AB=4i+3] si BC=i-

binomului (xz +

—l

Determinati numarul real m, stiind ca AC = (m+1)i+(m-2)].
(5p) 6. Aritati ca sin T sin on =1.
12 12 4
Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
11 1

1. Se considera matricea A(m, n)=|1 m m®| si sistemul de ecuatii

1 n n?

X+y+z=1
X+my+m?z=m?, unde m si n sunt numere reale.
X+ny+n?z=n?
(5p) a) Aratati ca det(A(m, n))=(m-1)(n-1)(n—-m).
(5p) b) Rezolvati sistemul, daca m#1,n#1 si m#n.
(5p) c)" Demonstrati ca, daca sistemul are solutia (-1, 1, 1), atunci cel putin doua
dintre numerele 1, m, n sunt egale.
2. Fie x,,X,,X, radicinile complexe ale polinomului f = X* — 3X? + mX + n,
unde m si n sunt numere reale.
(5p) a) Arataticd x7+x>+x5=9-2m.
(5p) b) Determinati msi n, stiind cd x, =X, =X, .
(5p) c) Pentru m = 1 si n = -3, descompuneti polinomul f in factori ireductibili Tn
C[X].
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f : R — R, f(X) = (x* + 2x + m)e*, unde m este un
parametru real.

(5p) a) Determinati m, stiindca f’(0)=4.
(5p) b) Demonstrati ca, pentru m = 2, functia f este strict crescatoare.
(5p) c) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre — la graficul functiei f.
1 0n
2, Se considera functia f : R— R, f(x) =v1+x* si numarul 1, :j%dx,
X
0
unde n este un numar natural nenul.
1
(5p) a) Calculati j 2xF (X)dx .
0
1
(5p) b) Calculati j f(x)- f/(x)dx.
0
(5p) c) Demonstrati ca nl, = ﬁ—(n —1)1,_,, pentru orice numar natural n, n>3.
Testul 10
Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Aratati ¢ numarul a = log,1001—log,143+3/27 este patratul unui numar
natural.
(5p) 2. Daca g este inversa functiei de gradul intai f: R — R, f (x) = 2x — 1, calculati
g(21).
(5p) 3. Rezolvai in multimea numerelor reale ecuatia [2x -1 =[x +7| .
(5p) 4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar oarecare de trei cifre, produsul
cifrelor acestuia sa fie numar impar.
(5p) ‘5. Tn reperul cartezian xOy se considera vectorii u=6i— si v=8i+48].
Determinati masura, in radiani, a unghiului format de vectorii u si v.
(5p) 6. Demonstrati cd, daca ctgx =2, ctgy =3si X,ye (Ogj ,atunci x+y :% .
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Testul 28

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Fie (an)a=1, 0 progresie aritmetica astfel incat as = 3 si a; = 15. Calculati a; + ag.

(5p) 2. Determinati numarul real m pentru care punctul A(m, 2) apartine graficului
functieif: R > R, f (x) =x*—2x + 3.

(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia v/5—x =3x - 1.

(5p) 4. Intr-o clasa sunt 12 elevi, dintre care 5 sunt fete. Aflati in cate moduri se
poate alege un comitet reprezentativ al clasei format din 3 fete si 2 baieti.

(5p) 5. 1n reperul cartezian xOy se considera punctele A(1, 2), B(5, 6) si C(-1, 1).
Determinati ecuatia inaltimii duse din varful C in triunghiul ABC.

(5p) 6. Calculati cos 70° + cos 110°.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
1 -1 1
1.Se considera matricca A(m) = 1 2 -1 si sistemul
m 1 1
X—y+2=2
X+2y—2=3 ,me R.

mx+y+z=4m+1
(5p) a) Aratati ca det A(m) =5—m.
(5p) b) Ariatati ca pentru m = 5 sistemul nu are solutie.

(5p) c) Determinati numerele naturale m, stiind ca sistemul are o solutie (Xo, Yo, Zo)
formata din numere naturale.

2. Pe multimea numerelor reale definim legea x * y = 6x + 6y — 2xy — 15,
pentru orice X, y € R.

\ 5 ..
(5p) @) Arataticae = > este elementul neutru al legii date.

(5p) b) Verificati ca legea ,,+” este asociativa.
(5p) ¢) Rezolvati ecuatiax * x * X =X, X € R.

Subiectul al lli-lea (30 de puncte)
1. Se considera functiile f, g : (1, + <) > R, f(x) =x -1 - x In x si g(x) =
_Inx
=T
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Testul 29

(5p) a) Aratati caf (x) <0, pentru orice x € (1, +).
(5p) b) Demonstrati ca functia g este strict descrescatoare.
(5p) c) Aratati ca (v2)®* > (4/3)7
2. Pentru fiecare numar natural nenul n se considera numarul I, = J-elnn xdx.
1

(5p) a) Calculati .
(5p) b) Demonstrati ca I, = € — nl,_1, pentru orice numar natural n > 2.
(5p) c) Aratatica lz =6 - 2e.

Testul 29

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Calculati suma primilor cinci termeni ai unei progresii geometrice (by)n > 1,
§tiind ca b1 =1 §I b2 =-2.

(5p) 2. Se considera functia f: R — R, f (x) = x* —x. Calculati (f - f)(2).

(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2**? — 2“1 = 28,

6
(5p) 4. Se da dezvoltarea [2\/; +§j , X>0. Determinati termenul independent de x.
X
(5p) 5. Se considera un triunghi ABC si punctul M astfel incat BM = 2MC. Deter-

minati numerele reale x, y, stiind ci AM = xAB + yAC.

(5p) 6. Fieace (n%’t) astfel incat sina = —%. Calculati tg%.

Subiectul al Il-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia fa : . 75(R) — . 75(R), fa(X) = AXA™, unde A € . 74(R)
si A este inversabila.

(5p) a) Calculati fa(l2).

(5p) b) Aratati ca fa este o functie bijectiva.

(5p) c) Aratati ca fa(X - Y) =fa(X) - fa(Y), pentru orice X, Y € . 74(R).

2. Se considera polinomul f = X* - 3X? + 2X + 3 € R[X], avand radicinile
complexe Xi, X2, X3, Xa.

(5p) a) Determinati restul impartirii lui f prin polinomul X - 3.

(5p) b) Aratati ca f nu are radacini rationale.

5p) c) Aratatica x> + X2 + xX3 + x> +3 i+i+i+ 1 —_8
p H X1 2 3 4
Xl XZ X3 X4
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Testul 41

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Scrieti sub forma trigonometrica numarul complex z = -2i.
(5p) 2. Se considera functia f : R — R, f(x) = X% — 4X + 5. Comparati numerele

f(W2) si f(¥3).

(5p) 3. Rezolvati n multimea numerelor reale ecuatia logx (x + 2) = 2.

(5p) 4. Stabiliti cate numere naturale de trei cifre se pot forma folosind cifre din
multimea {0, 1, 2, 3}.

(5p) 5. Tn reperul cartezian xOy se considera punctele A(2, 1) si B(-3, 2). Deter-
minati coordonatele simetricului punctului B fata de punctul A.

(5p) 6. n triunghiul ABC avem: AB = 6, AC = 8 si «BAC = 120°. Calculati lungimea

laturii BC.
Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
1 1 X
1. Se considera matricea A(X) = | m -1 1 [,A(X) e . Z5(R).
x 1 -1

(5p) a) Daca m =2, aratati ca det A(X) = x2 + 3x + 2.

(5p) b) Daca m = 2, demonstrati ca exista valori ale lui x € R pentru care matricea
A(X) nu este inversabila.

(5p) c) Demonstrati ca, oricare ar fi m € R, exista valori ale lui x € R pentru care
matricea A(x) nu este inversabila.
2. Se considera inelul (Zs, +, -).

(5p) a) Aratati ca elementele inversabile ale acestui inel sunt 1,3,5si7.

(5p) b) Dacda e Zgeste element inversabil, aratati ca ecuatia 2X =anuare solutii in Zs.

(5p) c) Daca b e Zs este element neinversabil, aratati ca ecuatia 2x = b are exact
doua solutii x € Zs.

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)
1. Se considera functiaf: R —» R, f (x) =e* - x.
(5p) a) Calculati f'(x), x € R.

(5p) b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

(5p) c) Demonstrati ca Ve > &
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Testul 42

2. Se consideri functiaf: R — R, f (x) = v/x* +1.
(5p) a) Calculati J': f2(x)dx.

(5p) b) Calculati I:xf (X)dx.

(5p) c)" Fie I' suprafata cuprinsa intre graficul functiei f, asimptota oblica spre +oo la gra-
ficul functiei f si dreptele cu ecuatiile x = 0 si X = 1. Determinati aria suprafetei I".

Testul 42

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Aratati ca numarul a = logs 2 - logs 4 este intreg.

(5p) 2. Aritati ci, pentru orice numar real m, parabola y = x? + mx — m? — 1 inter-
secteaza axa Ox in doua puncte.

(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2* + 22~ * =5,

(5p) 4. Aflati cate numere naturale de trei cifre au suma cifrelor egala cu 25.

(5p) 5. 1n reperul cartezian xOy se considera punctul A(1, 2) si dreapta d: y = x — 1.
Calculati distanta de la punctul A la dreapta d.

(5p) 6. Triunghiul ABC are lungimile laturilor AB = 9, BC = 10 si CA = 11. Calcu-
lati aria triunghiului.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
X 1 1-x
1. Se considerda matriccaA(x)=| 0 -1 0 |,xeR.
1-x 1 X

(5p) a) Aratati ca det A(2) =-3.

(5p) b) Determinati x € R, daca A(x) - A(1 —x) = A(0) - A(2).

(5p) c) Determinati valorile intregi ale lui x pentru care A(x) este inversabila si inversa
are toate elementele numere ntregi.
2. Se consideri polinomul f=6X* - X3~ X + 6 € R[X].

(5p) a) Aratati ca polinomul g =3X? + 4X + 3 divide polinomul f.

(5p) b) Demonstrati ca polinomul f nu are radacini reale.

(5p) c) Aratati ca toate radacinile polinomului f au modulele egale cu 1.
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Testul 58

Testul 58

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Daca z=-4 +i, calculati modulul numarului z — 2z.
(5p) 2. Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficelor functiilor

fg:RoSR,f(X)=x*—2x+2,9(X) =X+ 2.

X—4
P n . . (1
(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia (Ej =+/8".

(5p) 4. Fie multimea A = {0, 2, 4, 6, 7, 9}. Cate submultimi ale multimii A au trei
elemente si contin cel putin un numar impar?

(5p) 5. Tn reperul cartezian xOy se considera punctele A(2, 4) si B(4, 2). Calculati
distanta de la punctul O la drepta AB.

(5p) 6. Demonstrati ca 1+si—n2x=£(1 + tg Xx)%,-pentru orice numar real X, x #
1+cos2x 2
. (2k+1)g, ke Z.
Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
2Xx—y—2=0
1. Se considera sistemul <3x+y+mz=0, m € R si matricca A =
X+2y-2=0
2 -1 -1
=3 1 m
1.2 1

(5p) a) Aratatica det (A) =—5m - 10.

(5p) b) Determinati numarul real m, daca sistemul are solutie unica.

(5p) c) Pentru m = -2, determinati solutia (xo, Yo, Zo) a sistemului, stiind ca xo + 2yo +
+ 320 = 20.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x * y =
=Xy —2X + 3y.

(5p) a) Aratati ca legea * nu este asociativa.

(5p) b) Determinati numerele reale x pentru care (x + 1) * x = 1.

(5p) c)" Aratati ca exista numerele a, b e Q\ Z astfel incata = b e N.
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Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Subiectul al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functiaf: R — R, f (x) =x3 - 3x* + 4.
(5p) a) Calculati lim 1 )= 1(3)
x—3 X—23
(5p) b) Determinati punctele de extrem local ale functiei f.
. 11 . 12
5p) c¢) Comparati numerelea= f|—=|sib=f| —|.
(59) ©) Compara 5)so=f()

X

NN

2. Se considera functiaf: R — R, f (X) =

2
. 1 3
o5p) a) Aratatica | ——dx=—.
() &) Aitafica [ vdx=7
(5p) b) Calculati aria cuprinsa intre graficul functiei g : [0, 1] — R, g(x) = f (X) si
axa Ox.
(5p) c) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia n jurul axei Ox a grafi-

cului functiei g : [0, 1] > R, g(x) =f (X).

Testul 59

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Verificati daca numarul a :Ig(l—%j+Ig(l—%j+...+lg(1—%) este Tntreg.

(5p) 2. Se considera multimile A={xe R|x*+x+m=0}siB={xe R|x*+mx+
+1=0}. Determinati m € R daca AN B = {1}.
(5p) 3. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu AB = 4 si «C = 30°. Daca M este

mijlocul laturii BC, calculati AM - AB .

(5p) 4. Notam cu F multimea functiilor f: {1, 2, 3} — {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Determinati
probabilitatea ca alegand o functie f din F aceasta sa fie injectiva.

(5p) 5. Tn reperul cartezian xOy se considera punctul A(2, — 3) si dreapta d de ecuatie
2x — 3y + 4 = 0. Determinati ecuatia perpendicularei din A pe dreapta d.

(5p) 6. Dacix e (0, gj si ctg x — tg x = 2, calculati tg 2x.
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Solutii

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica

1.{-1,0,1,2,3,4}.2.b<d<a<c 3.a=6e N.4.b=2e N.5.a= 2, b=18/2, m,=

= 192/5_, mg=6.6.a=8b=-4.7. Jx+49¢e[7, 10], vx+625 ¢ [25, 26] = a € [32, 36],

V x e [0, 51]. 8. E(x,y) =/ (x-1)° +4+(y+3)’+1=V/4+1 =3, ¥.x, y € R. 9. 186.
10.a)-2;b)0;c)5;d) 1. 11.a) xe {-3,7}; b)xe {-3,5}; c)x e {-1,5}; d) x=-1.12.a) x e
€ [-1, 2]; b) x € (oo, =7] U [1, +e0). 13. 100. 14. E(x) =0, V x € R. 15. |2x = 3| + 2)x - 1| =
=|2x-3|+[2x-2|=|2x-3|+[2-2x=2[2x-3+2-2X| =1,V xe R. 16. x* + 3x + 3 =

3) . 3 , 1Y 3)_3
= |Xx+=|+—=>0,Vxe R 17.b) EX) = (x*+ 1)| | Xx+=| += |>—,V X e R. 18. xy -
2 4 2) 4) 4

—2X=2y+6=(X=-2)(y-2) +2 € 2, +), V X, y € [2, +). 21. Fie P(n) = 13"+ 7" -2 : 6,
unde n € N. Pentru n = 0 avem 13° + 7°— 2 : 6, deci P(0) este adevarata. Presupunem ci P(k)
este adevarata pentru un numar natural k; atunci 13+ 7X— 2 = 6p, cu p € N. Rezulta ca 13 +
+ 71 _2=13- 13K+ 71 _2=136p+2-7)+7-7*-2=6-13p-6- 7+ 24 = 6(13p —
— 7%+ 4) : 6, deci P(k + 1) este adevarats, drept urmare, P(n) este adevarati pentru orice n € N.
22.6.23.192. 24. 60..25. 243. 26. 171. 27. 16. 28. a) 8; b) 25; c) 50.

1.2. Progresii

1. a1 =5:2. a1 =-1. 3. Fie r ratia progresiei; atunci a; + 2r=5sia; + 4r=9. Rezulta a; = L si

(& +a)7
2

r = 2. Prin urmare, S; = = 49. 4. 2007 este al 402-lea termen al progresiei. 5. x = 6.

6. Este suma primilor 11 termeni ai unei progresii aritmetice cu primul termen 1 si ratia 3;
avem ca Sy = %:176. 7. Termenii sumei formeaza o progresie aritmetica in care
a; =1, r =4. Daca notam cu m numarul de termeni, atunci n = an = a; + r(m — 1), deci n = 4m - 3.
Astfel, 231 = Sy, = m(4m-2) =2m? - m si cum m € N, obtinem cia m = 11, apoi n = 41.

8. a1 —an =3, V n e N, deci (a) este progresie aritmetica de ratie r = 3 si a, = 1. Apoi
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2.1. Radicali si logaritmi

29. Cum sin B =1, rezulta ca «B =90°. Avem ca sin A= i—g deci AC = 8. Aria triunghiului

ABC este egali cu 8v/3 . 30. Sagcp = AB - AD - sin«BAD = 24+/2 . 31.a) Cum A + B =71 - C,

rezulta ca M: —tgC,decitgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC;b)tg(A+B)=
1-tgA-tgB
= M= -1, deci A + B = 135°. Rezulta ca tg C = 1. Altfel: Folosind relatia de la a),
1-tgA-tgB

obtinem catg C =1, deci C =45°.

Clasa a X-a

2.1. Radicali si logaritmi

1. b) Observam ca J11-642 = 3-42 si \/5—2\/_ = 3-2; ) Se ridica la patrat in

. . 1 (a b 1 (3-/3 3+/3
ambii membri. 2. Avem: —:| —+— |=—| ———+ =1eQ.3.a=2.4. Searata ca
AR - ( NN ] ¢
-4 <2-3J3 < -3, deci [ﬁ-sﬁ]=-4. 5/2)0:b) 6:c) 1;:d)27.6.a) E= ~:b)a= %
y

11 3

7. Cum E(X) = x® sia= 21, rezulti E() = ~/2.8.a) a= 2'° ,decia-b=2;b)a=2.
9. k = 2. 10. a) Aducand radicalii la ordin comun rezulta ~2 <45 <34 : b) 322 < ¥4 <

. . 1
< {273 . 11. a) Avem: a2 =9 +2/14 sib?=9++2./18,decia<b; b) Cuma=—"—
) ’ ) V13++/12

sib rezulta a < b. 12. Aducem la acelasi ordin, deci a > b. 13. a) %; b) -3; ¢) % ;

1
INPENTS
d) %;e) %.14.C<a<b_ 15.a) a=1; b) b=—1.16. a) 2; b) —24; ¢) 3; d) 1. 17. a) 3; b) 2.

18.a) 2;0)0;c)0.19.8) a= %; b) Fie log.3=x; atuncia=(3+x) - (5+X) = (6 + X)(2 +x) =
=3e Q;c)=3.20.a=3.21.a) logs 5; b) 2; c) loges 2; d) — 1; €) logs 5. 22. a) Cum 1 <2 < 3,
rezulta0 <logs; 2<1; b) Cum3<4 <27, rezulti 1 < logs 4 <g; c) Se arata ci logs 4 <g<

<logs 9, deci logs 4 < logs 9. 23. a) Inegalitatea este echivalenta cu 242<3<4; b) Folosind a),
2+log;2  2+a
1+2log,2 1+2a

avem a>2 sia<2+ % deci [a] = 2. 24. log,,18 = . 25. Din log4100 = a
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Solutii e Clasa a Xll-a

Clasa a Xll-a

4.1. Legi de compozitie

1. @) 1; b) Ecuatia este 2% =26 adici X2 + X — 6 = O si deaici x =2 sau x = -3; ¢) Avem ci

(Xoy)oz=22"*7; din 227** = 2°*! rezulticd 2" =1,decix+y=0.2.b)a= %, b= %;
¢) Prininductie, Xy o X0 ... o Xn=X1+Xo+ ... +Xp + (N=1) - 11, V Xq, X2, ..., Xn€ Rsi V n'e
e N.Rezulticilo2o...on= @ +11(n — 1) < 1000. Cum n este maxim, atunci n = 34.

390 b)Cumx*x=0,Vxe R, rezultici (x *x) *y=3y>>0,Vye R;c) Avema * 1=
=a?—4a+3=(a—2)?-1 Pentruoricen € N astfel Incét n + 1 nu este patrat perfect, luim
a= 2+J/n+1.Astfd, gasmoinfinitate devalori aleluiae R\Q, pentrucarea*1=ne N.
4. a) Folosind faptul cix oy = (X +4)(y +4) —4,avemcixo(yoz)=(Xoy)oz=(Xx +4)(y +
+4)z+4) -4,V XY, 2e R; b)Observimcia xo (4)=(-4) ocy=—4, V X,y € R (numarul
—4 este element absorbant pentru operatia ,°”). Atunci (—=1000) o (—999) o ... o 1000 =
=[(-<1000) o ... o (-B)] © (4) o [(<3) © ... © 1000] = X o (—4) o y =4 o y = —4; C) Ecuatia se
scrie sub forma (x + 4)* —4 = 12. Cumx € R, rezulti ci (x + 4)? = 4, cu solutiile x; = -2 sau
X2=-6.5.b) Daci x,y € |, aunci X++2 >0si y++/2 >0, deci xoy> —J2,adicixoye I;

¢) Observam ca operatia este asociativa. Atunci [—@J{—Q]o,"{_@] = K */1_1]0

V1 V2 V13 T
o...{_ﬁj}(_ﬁ){[_MJ{_@N_@H_[a (~2)]ob= (2)ob= ~2.
6. x+i)(y+i)—i=xy+ix+iy—1—i=xoy;b) Demonstram inductiv, folosind a); c)
Ecuatiaeste (x + i)* —i=1—i,deci (x +i)*=1,deundex +ie {-1, 1, i, i}, adici x €

e {-1-i,1-1i,0,-2i}. 7. xoy=(x—=4)(y—4) =y o X; b) De exemplu, observim ca 2o (30 4) =
=8,1nsi (203) 0 4=0; ¢c) Avem (m—4)(n—4) =7, cu solutiile (m, n) € {(5, 11); (11, 5); (3, -3);
(-3,3)}.8. @ (xoy)oz=Xo(yoz)= %/m,Vx,y,ze R;b)e=0;¢) x1=%03/2,%2=
= x0%/§, X3=X34 € R\Q.9.b)e= g; €) Se demonstreaza prin inductie matematica.
10. @) Pentru oricex, y € (—», 0), avem ca x * y € (—», 0), deci * este lege de compozitie pe G;

) . Xe -
c) Fiee e G un eventual element neutru; atunci —— =X, V x € G, sau Tnci xe = x? + xe,
X+e

Y x € G, fals. Rezulti ci legea nu are element neutru. 11. @) Observam ci x o y = 3™ > Q,
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Solutii ® Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, Tn
limitele punctajului indicat n barem.

e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin Tmpartirea la zece a punctajului total
acordat pentru lucrare.

Testul 1

I. 1. 41. 2. 5. 3. x = 2. 4. 4 elemente. 5. AB L d si mijlocul M(-1, 4) € d. 6. Ctgg—tgg =

cos? X _sin2 * 2c0s ™

= - n8 = 4 =2 11.1.b) Aa) = B & A@) - B = Is. Rezults a = —4;
sin—cos— sin—
8 8 4

(2]

)X = C(A(-4)):=CB=(16 9 —4).2.b)Dacix+isiy+ie M, atunci (x+i)* (y +1i) =

= MH e M;c)z=a-3i,ae R Il 1.4a) %; b) A(0, 1) este punct de minim;

(2]

) Dreapta este tangenta graficului functiei f Tn'punctul M(1, e — 1). 2. b) J‘la(x2 - f(x))dx =

|
—
o
>

= %InZ a-= % = a=¢;C) Fie F o primitiva a lui f pe (0, 1). Cum F'(x) =f(x) >0
(deoarece In x < 0), rezulta ci F este strict crescatoare pe (0, 1).

Testul 2

I. 1. log,8-log ;3 = 3log,2-2log,3 =6 = (/6)2.2. f(\2) <0; f(+/3) <0; f(+/5) >0.

3.x:—1§ix=%.4.xe{6,7}.5. BHJ.ACsiCHLAB.G.x=g.II. 1.b) detA=0=

= ae R\{0,1}; c) Pentru a = 1 sistemul este compatibil simplu nedeterminat cu solutiile

(7 - 0,11~ 20, o), o € R. Obtinem solutii formate din numere naturale pentru o € {0, 1, 2, ..., 5},

deci 6 solutii. 2..c) Se verifica usor ci ,,+” este asociativa, are element neutru e = 2 si orice
X # 4 este inversabil. Rezulta ca (R, *) nu este grup. Ill. 1. a) 1; b) Fie ca in A(a, f(a)) si

B(b, f(b)) tangentele nu sunt secante, deci sunt paralele. Rezulta f'(a) = f'(b) = a = b, fals;

¢) Folosind sirul lui Rolle, ecuatia f(x) = 0 nu are solutii. 2. b) Lz(f(x)—(e—l)zjdx =
X+

X X / X 2 2 _
= J’Z € _e_z dx = Jz(ex ij dx = € = 2e” —3e ;C) Pentrux e [1, 3], & >,
i x+1 (x+1) 1 x+1 x+1|l 6

deci '[13 f(x)dx > fﬁdx = eln(x+1)|f =eln2.
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Testul 40

daca f'(xo) = 0, deci xo € {-1, 1}. Ecuatiile tangentelor cautate sunty=3siy=-1.2.a) I, =

1
= %;b) l=lnes= [ X'@Q=X)IN@+x)dx 20,n€ N Q) ln< 1y = % pentru orice n & N,
0

Testul 40
I.1.a=3e N.2.A2,1).3.xe {-1,0,1,2}. 4. CZ - C: =100.5.a€ {-5,3}.6.tgB= %.

I1. 1. a) Se arata ci A’B = BAZ; c) Pentru orice X € M, avem: A?2X = XA? & (5A = 5I)X =
=XGBA-5l) & AX-X=XA-X < AX=XA. 2. b) x e [-1, 2]; c) Ecuatia X o y = 7 este
echivalenta cu ecuatia (x — 1)(y — 1) = 2 ale carei solutii sunt (-1, 0), (0, -1), (2, 3) si (3, 2).

I11. 1. a) Iig}f(x) = Ii\rr}f(x) =f(1)=2;b) fs'(l) =1=-1=1f'd (1); c) Functia f are maximul
absolut f (1) =2, deci f (x) + f (x3) + f (x}) < 3f (1) =6,xe R.2.a) l1=1;b) Is= % ; ¢) Integrand,
delaOla g inegalitatea sin"*!x < sin"x, x € {Og} ne N7, obtinem Iy+1<I,,ne N".

Testul 41
l.1.z= 2[cos%+isin37nj. 2. f este descrescatoare pe (—oo, 2), deci f(\/E) > f(\/§). 3.S=

={2}.4.3-4-4=48.5.B'(7,0). 6. 24/37. 11. 1. b) Pentru x € {-2, -1}, det A(x) = 0, deci
A(x) nu este inversabild; c) det A(X) =x2 + (m + 1)x + m; ecuatia x> + (m + 1)x + m = 0 are dis-
criminantul A = (m — 1)2si (m-1)2>0, V m e R, deci vor exista valori ale lui x pentru care

det A(xX) =0. 2. ¢) Daca b = f), atunci S = {6, 21}; daca b = é, atunci S = {i, 5}; daca b = &,
atunci S = {ﬁ, é}; daca b= é, atunci S = {§, ?}. 1. 1.a) f'(x) =e*- 1, x e R; b) f este des-

crescatoare pe (—o, 0] si crescatoare pe [0, +e<); ¢) Din f(ﬁj > f (0), obtinem ca e —

~ L 51 decige 5 20L 2. ) i;b) 2/2-1
100 100 3

1
tiei f are ecuatia y = x. Cum ~/x* +1 > x, oricare ar fi x e R, avem A(I') = '[ (\/x2 +1- x)dx =
0

; €) Asimptota oblica spre +e la graficul func-

_ In(1+\/§)+\/§—1
5 .

Testul 42
l.Ll1.a=0€e Z.2.A=5m?+ 4 >0, oricare ar fi m € R. 3. S = {0, 2}. 4. 6 numere. 5. J2.

6. 30/2. 11. 1. b) x = 0 sau x = 1; ¢) A(X), A"X(x) € . 4(R) = det A(x), det A™L(x) € Z. Cum
A(X) - AY(x) = 13 = det A(X) - det A3(x) =1 = det A(x) =1 sau det A(x) =-1 = 1 - 2x = 1 sau
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Testul 57

Consideram functia g : (1, +) > R, g(x) = Iniz - InX—Jr1 + 1. Cum I|m g(x) = —oosi
X

x-1 o
x"ﬂl g(x) = +oo, rezulta ca exista ¢ € (1, +0) astfel inct g(c) = 0. 2. a) Daca F este o primitiva
a functiei f, atunci F'(x) = f(x) <0, V x € [1, 3], deci F este descrescatoare; b) 3 In 3 - 4;
¢) Obtinem ecuatia a® - 6a%+9a-2=0, a € (1, 3). Solutia este a = 2.
Testul 57

l. 1. 64. 2. 2\/5 . 3. Xx=28. 4. Sunt 90 de numere de doua cifre; 22 se divid cu 4, 19 se divid cu
5, 4 se divid cu 4 si cu 5. Divizibile cu 4 sau cu 5 sunt 37 de numere. Probabilitatea ceruta este

egala cu % 5.3.6.-3. 1. 1.¢) Ao, = §|2n—3| si este minima pentru n =1 sau n = 2.
11 01
2. a) 8 c) De exemplu, A=|_. |, B=1|. .| I.1 a) Avem f'(x) =
01 01

Nlw

S X =
B 7 3 = 5
=0, x = 4. Punctele cautate sunt A O'_E ; B 4,5 i B) (=00, =3] U [1, +0); C) €73. 2. @) o’

) A= j|f(x) g(x)|dx_J' (~x+2—x?)dx =

Nlco

Testul 58

1. 1.5. 2. A(0, 2); B(3, 5). 3. % 4.16. 5. 3\/§ AL L.b)m=#-2;¢) (3,1, 5). 2. a) De exemplu,

0+1)*x2#0=*(L*2);byx=—3saux=1;c)Fiene N,a*b=n:>a=n_32b.Alegemne

€ N,be Q\Z,astfel incat a € Q \ Z; de exemplu, n =0, b—% g.lll.l.a)Q; b) A(0, 4)
punct de maxim, B(2, 0) punct de minim; c) E E E E [0, 2]. Cum f este strict
12 13’ 12" 13

descrescatoare pe [0, 2], rezulta ca a > b. 2. b) J2-1; c) n(l—%).

Testul 59
l.Ll1.a=-1.2.m=-2.3.8. 4. 6:4 : 5.3x + 2y =0.6. 1. Il. 1. a) det (21, — 3A) =

a b
=17 # 0; ¢) Inductiv, A”=(C” d”j, CU an, bn, Cr, dn>0.2.2) e=4;c)x=3.1ll. 1. a) %

n n
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Breviar teoretic

1. ALGEBRA

1.1. Formule de calcul prescurtat

(@axbh)?=a?+2ab+b?%a?-b*=(a-h)(@a+b); (@a+b+c)>=a%+b%+c?+ 2ab + 2bc + 2ac;
(axb)®=a*+3a’h +3ab?th% a*+b3=(ath)@® Fab+b?;

a'-b"=(a-b)@-t+a""%+..+b"");ne N,n>2.

1.2. Sume remarcabhile

Dk=1+2+3+ ..+ _ nn+D).
k=1 2
242 +pPe n(n+1)(2n+1) .
6 )

2
Z”: [n(n+1)) '

1.3. Modulul unui numar real

s X, X=20
Definizie. |x| = { .
-X, x<0
Proprietdri: 1) x| 20, Vxe R;2) X|=0=x=0;3) X -y|=X -V, VX Yye R;
AHx:yl=XlyVXye Ry=0;5) [x+y <X +1yl, VX Vye R;egalitatea are loc daca si

numai dacaxy 2 0; 6) [x| <aeo xe [-a,a],a>0;7) x| 2a < xe (-, —a] U [a, +),a>0.

1.4. Partea intreaga si partea fractionara

Definirie. Partea Tntreaga a unui numar real x este cel mai mare humar intreg, mai mic sau egal
Cu Xsi se noteaza cu [x]. Partea fractionara (zecimala) a unui numar real x se noteaza cu {x} si
este definita astfel: {x} = x - [x].

Proprietati: 1) [X]€ Zsi{x} € [0,1),VXxe R;2) [X]< x<[x] +1,VXxe R;

3)[x+kl=[x]+k Vxe R Vke Z; 4) {x+k}={x}, Vxe R, Vke Z
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Breviar teoretic

sunt: Xp = Xo + K% , Y= Yo+ Ky . Coordonatele centrului de greutate G al triunghiului ABC
1+k 1+k
X, + Xg + X +Yg +
Sunt Xg = A 3B C , Vo= yA ySB yC .

2.2. Vectori in plan

Fie {O, i, i } 0 baza ortonormata asociata unui reper cartezian ortogonal din plan. Vectorul
de pozifie al punctului A(x,,y,) este T, =Xx,i+Y,]. Coordonatele vectorului AB sunt
(Xg —Xar Yg — Ya ), adicd AB =(xg —X, )i+ (Vg —Y,) ] . Suma vectorilor u(a,b) si v(a’,b’)
este (U+V)(a+a’,b+b’). Produsul dintre vectorul v(a,b) si scalarul t este (t-v)(ta,th).

S - b . T -
Panta directiei vectorului v(a,b)este m. =—, iar a vectorului AB este m,. = Yo Ya
> v a AB XB _ XA

Conditii de paralelism (coliniaritate) pentru vectorii u(a,b) si v(a’,b’): ullve (I)teRr

A, - a b
astfel lncait u=t.ve —=—m. =m-.
a’ b' u v

2.3. Produsul scalar a doi vectori

Produsul scalar al vectorilor u si v este numarul real:

. ‘ﬁH\?‘-COS{(rJ, v),daciu=0siv=0 e _

u-v= o . Daca u=ai+bj si v=a’i+b’j, atunci
0 ,dacau=0sauv=0

u-v

aa’+bb’ . Conditii-de perpendicularitate pentru vectorii u(a,b) si v(a’,b’): uLlve
& U-v=0& aa’+bb’=0. Masura unghiului dintre doi vectori nenuli se poate afla cu
aa’+bb’

. . . u-v
ajutorul formulei cos«(u, V) =———— = .
‘qu‘ JaZ +b% a2 +b”

2.4. Teoreme remarcabile in triunghi

Teorema lui Thales: Daca M si N sunt puncte pe laturile AB, respectiv AC ale triunghiului

. . . . AM AN
ABC, atunci dreptele MN si BC sunt paralele daca si numai daca VB = N
Teorema bisectoarei: Semidreapta AD, De (BC), este bisectoare a triunghiului ABC daca si
., _BD AB
numai daca —=—.
DC AC

Teorema lui Menelaus: Pe dreptele suport BC, CA, AB ale laturilor triunghiului ABC se
considera punctele M, N, respectiv P (doua puncte pe laturi si al treilea pe prelungirea laturii
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