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ENUNTURI
clasa a |X-a

1. olimpiade

ETAPA LOCALA

B Arad

9.0.1. Se dau punctele fixe 4, B si punctul M exterior dreptei AB. Aritati ca rezultanta vectorilor

2MA si 5SMB trece printr-un punct fix.

9.0.2. Numerele reale strict pozitive verifica relatiile: a = mx, b = ny, ¢ = pz. Aratati ca, daca
tripletele a, b, ¢ si x, y, z sunt progresii geometrice, iar tripletul m, n, p este progresie aritmetica,
atuncim =n = p.

9.0.3. Aritati ca, dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci:

E <24 b + ¢ <2.
2 b+c c+a a+b
9.0.4. Aratati ci, pentru orice numdr natural nenul », numarul 2*' — (=2)""' — 1 se divide cu 9.
Gazeta Matematica nr. 9/2018

D Arges

9.0.5. Aritati ¢ numarul 4 = 399..97600...056, n € N, se poate scrie ca suma patratelor a patru
2018 cifre 2018 cifre

numere naturale pare consecutive.
Adrian Gobej

9.0.6. Aritati ca H[1+k1—4j<%, VneN,
k=1

Silviu Graure
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9.0.7. Fie x numir real si a, b, p numere naturale nenule, (a, b) = 1, astfel incat | +x + x>+ ... +x" #
# 0, oricare ar fi n € N. Aratati ca, daci (1 +x + x>+ ... +x") e Qsi (1 +x+x*+ .. +x")" € Q,
oricare ar fin € {p,p + 1}, atuncix € Q.

Cosmin Manea si Dragos Petricd

9.0.8. a) Demonstrati ca doua triunghiuri ABC si A'B'C" au acelasi centru de greutate daca si numai
daca A4'+ BB +CC'=0.

b) In planul triunghiului 4BC se considerd punctele M, N, P astfel incat AM =2MB, BN =2NC,

CP=2PA. Fie G\, Gy, G; centrele de greutate ale triunghiurilor AMP, BNM, CPN. Demonstrati ca
triunghiurile ABC si G,G,G; au acelasi centru de greutate.

B Bihor

. : I 1 1 . o
9.0.9. Fie x, y, z > 0 numere reale cu proprietatea —+—+—= 3. Demonstrati inegalitatile

Xy z
urmatoare:

a)x +ty+z>3;

b)(x+ 1)+ + 1)+ (E+1)7>12.

9.0.10. Fic (a,),

partea intreagd a numarului

r r r
A=\/1+ +\/1+ +..+ /1+ ,n>2.
a,a, a,a, a,d, .

9.0.11. Pe laturile triunghiului 4BC se considera punctele 4, € (BC), B, € (CA) si C, € (4B), astfel
incat AA4,, BB, si CC, sunt concurente. Cercul circumscris triunghiului 4,8,C; intersecteaza
(a doua oard) BC, CA si AB, respectiv, in punctele 4,, B, si C,. Arétati ca:

a) AC1 . AC2 = AB1 . ABQ,
b) dreptele 44,, BB,, CC, sunt concurente.

9.0.12. in patrulaterul convex 4BCD se noteazi cu G centrul de greutate al triunghiului BCD si cu
H ortocentrul triunghiului 4CD. Demonstrati ca punctele 4, B, G, H reprezinta, in aceastd ordine,
varfurile unui paralelogram, daca si numai dacd G este centrul cercului circumscris triunghiului
ACD.

19 Botosani

L . . - . 1 o
., O progresie aritmetica cu ratia pozitiva r g1 primul termen a; 25. Determinati

. g y . - 1 . oL
9.0.13. Aritati ca, daca numarul real a satisface conditia {a} =—, atunci a este irational.
a

1 1

9.0.14. Daca xy, x,, ..., x, sunt numere reale pozitive astfel incat +..+ = ,
X, +2019 x +2019 2019

atuncix; - xp - ... - x, > (n—1)" - 2019".



9.0.15. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P, O, R, S astfel incat BM =kMC , CN =
=kNA, AP=kPB, AM = pMQ BN = pNR si CP= pPS unde &, p € R. Aratati cd triunghiu-

rile ABC, MNP si QRS au acelasi centru de greutate.

9.0.16. Fie ABCD un patrulater convex cu unghiurile B si D congruente si M, N, P, Q puncte pe
laturile AB, BC, CD, respectiv AD, astfel ca BM = DQ, BN = PD. Daca R, S, T sunt mijloacele
segmentelor MQ, BD, respectiv NP, demonstrati ca:

a) bisectoarele unghiurilor 4 si C sunt paralele;
b) R, S'si T sunt coliniare.

1D Brasov

9.0.17. Determinati numerele reale x pentru care x - [x] = {x}, unde [x] si {x} reprezintd partea
intreagd, respectiv partea fractionard a numarului real x.

9.0.18. in planul patrulaterului convex ABCD se considerd un punct O. Fie G punctul din plan astfel
incit OG- (04+0B +0C+0D).
a) Fie E si F ' mijloacele laturilor [AB] si, respectiv, [CD] ale patrulaterului. Aratati ca G € EF.
b) Aratati ca orice dreapta care trece prin G imparte patrulaterul ABCD in doua figuri geometrice
cu arii egale daca si numai dacd ABCD este paralelogram.
Catalin Ciupala
9.0.19. a)Fiea, b € R. Aratatica |x —a | + | x —b|>|a = b |, pentru orice numdr real x.
b) Fie n > 2 un numar natural. Determinati valoarea minima a expresiei E(x) = |x—1|+|x—-2 |+
+ ... +|x —n|, cand x parcurge multimea numerelor reale.
Aurel Bérsan
9.0.20. Fiea, b, c>0.
a) Demonstrati inegalitatea @’ + b° + ¢’ > 3abc.
b) Presupunem o’ + b° + ¢ = 3. Aritati ci:
a+b+c<3;
i) ab + bc + ac £ 3.
Romeo llie

1 Braila

9.0.21. Pentru orice numere reale pozitive a, b, c, aritati ca:
a b’ c’ a+b*+c’
+ + >
b+c c+a a+b 2
9.0.22. Aritati cd 16" + 4" — 2 se divide cu 9, pentru orice numar natural 7.

Florin Rotaru

. 1 .
9.0.23. Demonstrati ca (g —-Xx j(x —~1) <[x] +{x}*, pentru orice numir natural .

Valentin Florin Damian
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clasa a X-a
1. olimpiade

ETAPA LOCALA

D Arad
10.0.1. Se dau numerele:x=i/7+5\/5 ,y=3/7—5\/§.

a) Determinati a € QQ astfel incat x = a + V2.
b) Arédtaticax +y € N.

10.0.2. Fiezy, z;, z; € C  astfel inct z, + z; # 0 8i | 2y + zy+ 23| = | z, + z3 | =| 2, |. Calculati valoarea

Z
Z,+ 2,

expresiei

10.0.3. Se considera inegalitatea log , (2+x°)>1,a € R.

a+l

a) Rezolvati inecuatia care se obtine pentru a = —3.

b) Determinati a € R pentru care inegalitatea data este adevarata pentru orice x € R.

10.0.4. Rezolvati ecuatia (logs x) - logs (27 — x) = 1.

1 Arges

10.0.5. Rezolvati in R ecuatia 1 + 27 =311 (Prin [x] se intelege partea intreagd a numarului x.)
Supliment Gazeta Matematicanr. 4/2013
10.0.6. Fica, b, c,d> 1 cuabcd=16. Demonstrati ca:
log., (a + b) +logy. (b + ¢) +1og.y (¢ + d) +logy, (d + a) > 4.
Gazeta Matematicanr. 2/2018
10.0.7. Fie a, b, ¢ > 0 cu abc = 1. Rezolvati in R ecuatia:
1 1 1 1
+ +— =,
(@+bY +4 (b +c)Y+4 (c"+a’)Y+4 4

Marin Chirciu
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10.0.8. Se considera punctele 4, B, C, D cu afixele z, = —4 + i,z =4 - 3i,zc =3 +i,zp = -1 + 3i.
Fie M, N mijloacele segmentelor AB, CD si P € AD n BC. Demonstrati ca punctele M, N, P sunt
coliniare.

Marian Teler

B Bihor

10.0.9. a) Aritati ca %< log, 3 <§.

b) Determinati numarul natural » pentru care 7 < log, 3 + log; 4 + logs 6 +logs 8 <n + 1.
10.0.10. Determinati numerele reale a < 1 si b > 0, pentru care ecuatia

2
X +b+1
Ja+x+ila—x ="—F—=
VX' +b
are solutii reale.

10.0.11. Consideram familia de functii f;, : N — T, £, (n) = cos no + i sinno, unde oo € Rsi ' =
={zeC]||z|=1}.
a) Demonstrati ca f;, nu este surjectiva, pentru nicio valoare reald a lui o.
b) Demonstrati ca oricare ar fi m € N, existd a € R, astfel incat imaginea functiei £, si aiba
m elemente.
¢) Demonstrati ca oricare ar fi a € R, functia f; este sau injectiva, sau periodica.

10.0.12. Consideram triunghiul ABC cu varfurile de afixe a, b, ¢, cu|a|=|b | =| ¢ | = R. Inaltimea

dusa din varful 4 intersecteaza cercul circumseris triunghiului in punctul D, de afix d.
a) Exprimati d in functie de a, b, c.

b) Fie multimea R, ={zk :R( cosﬁﬂ'sinzk—nj

OSkSn—l},undenZ 5 este impar si fie
n n

k,j, 1 € {0, 1, ..., n — 1} fixate, doud cate doua distincte, astfel incat a = z;, b = z;, ¢ = z;. Este
posibil ca d sa fie element al multimii ,,? Justificati raspunsul.

1 Botosani

10.0.13. Fica, b e C,cub # 0. Daca ecuatia x> + ax + b* = 0 are ambele radicini de acelasi modul,
a2
aratafi ca — € R.
b

Gazeta Matematicdnr. 12/2018
10.0.14. a) Aritati c3, dacd x, y € R astfel incitx +y €Q si xy € Q, atunci pentru V n € N avem
xX'+y"'e Q.
b) Daca n > 2 este un numar natural dat, aratati ca nu exista ¢ irational astfel Incat numarul

'(/a—i-\/az -1 +'\'/a—\/a2 -1

sa fie rational.
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10.0.15. in planul complex vom nota cu O originea si cu z,, afixul unui punct oarecare M.

a) Considerand triunghiul isoscel AOB cu AO = BO si m(«A0B) = a., aratati ca:

z4 = zp(cos a + isin a) sau zz = z4(cos o + isin ).
b) Daca triunghiul RST este isoscel cu RS = ST si m(«RST) = o, atunci demonstrati ca:
zp —z5 = (zr —zs)( cos o + isin a) sau zy —zg = (zz —zs)(cos o + isin ).

c¢) Pe laturile 4B, BC, CD, DA ale unui patrulater convex se construiesc in afara acestuia patratele

cu centrele M, N, P, respectiv Q. Aratati ca MP 1L NQ si MP = NQ.
10.0.16. Rezolvati in multimea (—1, ) ecuatia (x> + 4x + 3)" + (2x + 4)" = (x> + 4x + 5)".

Gheorghe Lobont, Gazeta Matematica nr.11/2018

1D Brasov

10.0.17. Fie z;, z, € C, cu proprietatea ¢ | z; + z, | =| z; | = | z» | = 1. Determinati toate numerele

.
n € N pentru care z =z, .

Romeo llie

10.0.18. Fiex, xy, ..., x, € [2, 5]. Demonstrati inegalitatea:

log, (7x,-10)+log, (7x;-10)+..+log (7x,—-10)=2n.

Aurel Aldea

. 11 1 1 1

10.0.19. Rezolvati in R ecuatia —| —+—+— [=————.
9\ 5" 15 3° 2-15%+1

loana Masca

10.0.20. Rezolvati in R ecuatia v1=x" =3x—4x’.

1D Braila

10.0.21. Considerdam un numir real pozitiv fixat a. Aratati cd toate numerele complexe z ce au
2

<=,
a

z a

Re z > g verifica inegalitatea

10.0.22. Rezolvati ecuatia x’— 6 =113/6+11x .
Roxandra Murea
10.0.23. Fiex,y, z € (1, ©). Demonstrati c logyz2 x+log . y+ logxy2 z>1.

Carmen Botea si Viorel Botea
x> —2019x 1

10.0.24. Rezolvati ecuatia 2019 """ 4+
2019°

Mihaela Florina Giurca

I Bucuresti
10.0.25. Determinati numerele reale x si y stiind ca 3" + 3" =30 si logz x — log; y = —1.

33



CUPRINS

enunturi solutii

clasa alX-a

1. Olimpiade

ELAP@ J0CAIA ..ot LR 110

Etapa judeteana si a municipiului BUCUTESTI.......ocvueuneirieneereireerereeese s 20 ..o 136

Etapa nationald 2019, DEVA ... 20 .. 137

2. CoNCUrSUN INTEIUABTENE .....cvceeeeereecieeeeei st 21 i 139
clasa a X-a

1. Olimpiade

EtAP@ 10CAIG ...t b e s K] [ 158

Etapa judeteana si a municipiului BUCUIESti. ... itiienscce et 44 ... 182

Etapa nationald 2019, DEVA ... 45 .. 183

2. CoNCUrSUN INTEIUABTENE .....vceeeereeeceeeseee et siie et 46 .............. 185
clasa a Xl-a

1. Olimpiade

o T oL OO 99 e 204

Etapa judeteana si a municipiului BUCUFESTI........ccoceveiriuneerinreercreee s 70 .. 232

Etapa nationald 2019, DEVA ........oceeeiiiiee et YA R 233

2. Concursuri iNtErUAETENE ... ettt 72 .. 235
clasa a Xll-a

1. Olimpiade

EtaP@ 10CAIG...ccie it 82 e 254

Etapa judeteana si a municipiului BUCUTESTI. ..o 98 . 282

Etapa nationald 2019, DEVA ..ot 98 .. 283

2. CoNCUIrSUN INTEMUABTENE .....cvuceeeerireeeteee sttt 100 .............. 285





