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Algebra

Capitolul |
Ecuatii si sisteme de ecuatii liniare

m Competente specifice

Ci. ldentificarea unei situatii date rezolvabile prin ecuatii sau sisteme de
ecuatii liniare

Ca. Utilizarea regulilor de calcul cu numere reale pentru verificarea solutiilor
unor ecuatii sau sisteme de ecuatii liniare

Cs. Utilizarea transformarilor echivalente in rezolvarea unor ecuatii si
sisteme de ecuatii liniare

Cs. Redactarea rezolvarii ecuatiilor si sistemelor de ecuatii liniare

Cs. Stabilirea unor metode de rezolvare a ecuatiilor sau a sistemelor de
ecuatii liniare

Ce. Transpunerea matematica a unor situatii date, utilizand ecuatii si/sau
sisteme de ecuatii liniare

@ 1. Ecuatii de gradul I cu o necunoscuta

Ecuatiile sunt propozitii matematice cu una sau mai multe variabile, in care apare
o singura data semnul egal (,,=").

Exemple:
1.2x-7=x+2; 2.3y+2y-8=0; 3.3z+2)=3z+6.

Observatii:

® x, ), z,... poartd denumirea de variabile (necunoscute).

® Ceea ce este scris 1n stanga semnului egal se numeste membrul stang al ecuatiei, iar
ceea ce este scris in dreapta semnului egal poarta denumirea de membrul drept al ecuatiei.

DEFINITII: Un numadr real se numeste solutie pentru o ecuatie dacd, inlocuind necu-
noscuta cu acel numar in ecuatia data, propozitia obtinutd este adevarati. Multimea
solutiilor unei ecuatii se noteaza cu S.

O ecuatie de forma ax + b =0, unde a, b € R si a # 0, se numeste ecuatie de gradul 1

cu o necunoscuta. Numerele reale a si b se numesc coeficienti (a este coeficientul necu-
noscutei, iar b se numeste termen liber), iar x se numeste necunoscuta sau variabila.

O | Matematicd. Clasa a VII-a
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Se numeste solutie a ecuatiei ax + b = 0, unde a, b € R si a # 0, un numar xo € R

pentru care propozitia axo + b = 0 este adevarata.

A rezolva o ecuatie inseamna a determina toate solutiile sale. Aceste solutii formeaza
multimea solutiilor ecuatiei date si se noteaza, de regula, cu S.

Daca dupa o ecuatie urmeaza o precizare de forma x € M, aceasta indicd multimea in
care ia valori necunoscuta. Se spune ca ecuatia daté este definita pe multimea M (sau ci se

rezolva in multimea ). Daca nu se face nicio precizare, se considerda M = R.

Exemple:

® Numdrul 9 este solutie a ecuatiei 2x — 7 = x + 2 pentru cd, inlocuind n ecuatie pe x
cu 9, se obtine o propozitie adevarata: 2 -9-7=9+2 (A).

® Orice numar real este solutie pentru ecuatia 3(z + 2) = 3z + 6; din aceasta cauza,
ecuatia se mai numeste si identitate.

@ Existd ecuatii care nu au nicio solutie reala.
Exemple: 4(x —3) =4x +10; 2z+5=2(z+9) etc.
Multimea solutiilor acestor ecuatii este &.

1.1. ECHIVALENTA ECUATIILOR .

Inlocuind necunoscuta x cu numdrul 3 in ecuatia 3x + 2 = 11, constatim ci obtinem o
propozitie adevaratid: 3 - 3 + 2 = 11. Deci, numarul 3 este solutie a ecuatiei. Putem spune
ca am rezolvat ecuatia? Nu incd, deoarece nu suntem siguri ca am aflat toate solutiile. Sa
presupunem cd numadrul a este solutie (si el) a ecuatiei 3x + 2 = 11. Atunci, inlocuind
necunoscuta x cu numarul @, obtinem propozitia adevarata (egalitatea) 3¢ + 2 = 11. Vom
scadea din ambii membri ai ei numarul 2, de unde rezulta ca 3a+2 -2 =11 -2, adicd 3a=9.
Vom imparti ambii membri cu 3 siobtinem a=9 : 3. Deci, a = 3.

Numai acum putem afirma ca am rezolvat ecuatia; ea are o singura solutie, si anume
numarul 3. Si ecuatia x = 3 are ca solutie doar numarul 3.

Deci, ecuatiile: 3x + 2 = 11 si x = 3 au aceeasi solutie, ele fiind echivalente.

Doua ecuatii sunt echivalente in cazul in care au aceleasi solutii. O ecuatie simpla de forma
x = a, unde a este numar real dat, are ca solutie doar numarul a. Atunci cand rezolvim o
ecuatie oarecare, incercam sa gasim o alta, de forma x = a, care sa fie echivalenta cu cea
datd. Putem folosi urmatoarele reguli, care conduc la ecuatii echivalente:

1) Se pot trece termenii dintr-un membru 1n celdlalt, schimbandu-le semnul.

2) Se pot inmulti (iImparti) ambii membri ai ecuatiei cu numere diferite de zero.

1.2. ECUATII DE GRADUL | CU O NECUNOSCUTA.
'\ ECUATII REDUCTIBILE LA ECUATII DE GRADUL | CU O NECUNOSCUTA

in general, o ecuatie de forma ax + b = 0, unde a si b sunt numere reale (iar a # 0),
va fi numita ecuatie de gradul I cu o necunoscutd.

O asemenea ecuatie se rezolva in doua etape:
1. Scadem din ambii membri pe b si obtinem ax = —b.

- . . . C b . . .
2. Impartim ambii membri cu a si obtinem x =——. Aceastd ultima ecuatie are evident
a

. . b . . .
ca unica solutie numarul real —— si este echivalenta cu ecuatia ax + b = 0.
a



Observagii:

® Daca a =0 si b =0, atunci propozitia cu o variabild ax = —b se scrie Ox = 0, deci
orice numar real este solutie a ecuatiei.

® Dacid a =0, b # 0, atunci propozitia cu o variabila ax = —b devine Ox = —b, ceea ce
este imposibil, deoarece produsul niciunui numar real cu zero nu este un numar real diferit
de zero. In general, ecuatiile nu se prezinti sub aceastd forma simpla, insa le putem aduce
la aceasta folosind regulile care conduc la ecuatii echivalente.

1.3. RELATIA DE EGALITATE iN MULTIMEA NUMERELOR REALE. PROPRIETATI |

Spunem ca@ doua numere reale a si b sunt egale
daca se reprezinta in acelasi punct pe axa numerelor.

v

Exemple:
1.Dacaa=3si b =9 , atunci a = b, deoarece Jo=3.

2. Daca a:(Z—\/g)2 si b=7—4\/§,atuncia=b, deoarece (2—\/5)2 =7-4J3.

Proprietatile relatiei de egalitate pe multimea numerelor reale:
1. Reflexivitatea: x = x, pentru orice x € R.

2. Simetria: dacd x =y, atunci y = x, pentruorice x, y € R.

3. Tranzitivitatea: daca x =y si y = z, atunci x = z, pentru orice x, y, z € R.

Egalitatea se pastreaza daca adundm (scddem) din ambii membri ai unei egalitati
acelasi termen sau daca inmultim (impartim) o egalitate printr-un factor nenul. Adica au
loc urmatoarele echivalente, numite proprietati de compatibilitate intre relatia de egalitate
si operatiile cu numere reale:

a=bsa+tx=b+x,(V)a, b,xe R,

a=bsa—-x=b-x,(V)a, b,xe R,

a=bsa-x=b-x,(V)a,b,xe R (x#0);

a=b&saix=b:x,(V)a, b,xe R(x#0).
Pe scurt, putem spune ca:

® dacd se aduna, se scad, se inmultesc sau se impart membru cu membru doud
egalitati, se obtine tot o egalitate. Altfel spus, avem:

a-c=b-d
. |la+te=b+d .

daca , atunci Sidg b .

c=d a—c=b—-d —=3(c¢0;d¢0)

C

Exemplu: Demonstrati ci daca x* + y? = 2xy, atunci x = y.

Adunand in ambii membri ai egalitatii numarul real —2xy, obtinem egalitatea x> + y* —
— 2xy = 2xy — 2xy, care este echivalenta cu egalitatea (x — )? = 0. Deoarece patratul unui
numdr real este zero doar cAnd numarul dat este zero, rezultd x — y = 0. Adunand in ambii
membri ai egalitatii numarul y, rezultd x = y.

N | Matematicd. Clasa a VII-a
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® ® @ activitdti de invatare ® ® @

PE]intelegere *

1. Determinati valorile reale ale lui x pentru care egalitatile de mai jos sunt adevarate:
a)2x+3=7, b)dx-7=9; c)2x—1=-9; d)6x—-5=7,
e) 3x + 14 =23; f)d4x-3=-19; g)2x—-9=-17, h)2x+13=35;
)2x+5=13; j)3x+7=16; k)2x—1=x+3; 3x—2=x+6;
m)4x+7=31; n)—2x+5=11, 0)5x+6=-14; p)—6x+11=-25.
2. Stabiliti multimea solutiilor pentru fiecare ecuatie in parte:
a)3x+8=14; b)2x -3 =x+2; ¢)3x+2=x-6; d)dx+3=x-15;
e)3x—8=x+4; D3x—11=x-23; g4x+5=2x+13; h)S5x-9=3x+1;
1) 3x+11=-10; D-Tx+19=-16; k)5(x+3)=-20; 1)3x=x-18;

(~2]

m) —6x+22=-20; n)-11x-91=30; o)dx+15=-5;  p)8x=x+49.

- Rezolvati ecuatiile:

a)-9x +17=-10; b)3(x +2)=27; )x+2):3=-6;, d)2(x+1)-3=5;
e)7-2(x+3)=-11; HI5+3x—-1)=-6; g)7(x—2)—13=8; h)6(x—3)+7=-35

N4-3x+5)=-17, j)Bx+1):5=5, k)3x-8=13; -9+7x=5x+11;
m)6x—13=2x—1; n)25x-3(1,5x+2)=4.8, 0)5x—9+2x=19;
p) 2x + % = 0,6); 1)2x+ % = 0,75 + %x; 9= _5 g
. Aratati ca urmatoarele ecuatii sunt echivalente:
a)2x+1=7513x—4=75; b) 3(x—2)=12si 3(x +5) = 33;
) 7(x+1)=6xsi3(x+1)=-18; d)3x+24=-65i2(x—1)=22;
e) S(x +4)=25si—6(2x —5)=18; f)dx—13=11si7(x +3)=63.

. a) Determinati valoarea numarului real m, stiind ca 3 este solutie a ecuatiei:

4m+1)x —Smx+7=2m—6.
b) Determinati valoarea numarului real m, stiind ca —2 este solutie a ecuatiei:
3(m—2)x —2mx +9=5m + 56.
¢) Calculati valoarea numarului real m, pentru care 2 este solutie a ecuatiei:
Tmx —-3C2m+5)x—11=4m—17.
d) Aflati valoarea numarului real m, pentru care —3 este solutie a ecuatiei:
—9mx +83m—4)x + 18 —m =36+ 6m.
e) Determinati valoarea numarului real m, pentru care —4 este solutie a ecuatiei:
3mx —2(3m—4)x + 13+ Tm =14 + 8m.

. a) Determinati valoarea reald a numarului a, stiind ca —3 este solutie a ecuatiei:

4x —a(x + 5) =2ax + 16.
b) Determinati a € R, stiind ca 4 este solutie a ecuatiei: a(7 — x) — 2x = Sax + 26.

¢) Determinati numarul real a pentru care ecuatia 2x + a = 4x + 3 are solutia —2.
d) Determinati numarul real a pentru care ecuatia 2ax + 5(x — 1) = 7x + 13 — 3q are

solutia 1.

e) Determinati numarul real a pentru care ecuatia a(x + 2) + 3(x — 1) = ax — 3 are

solutia 2.

f) Determinati numarul real @ pentru care ecuatia 2x — a(x + 3) = 7ax + 27 are solutia —5.



Capitolul 1I

Elemente de organizare a datelor

m Competente specifice

Cu.
Ca.

Cs.

Cs.
Ce.

Identificarea unor informatii din tabele, grafice si diagrame

Prelucrarea unor date sub forma de tabele, grafice sau diagrame in vederea
inregistrdrii, reprezentarii si prezentdrii acestora

Alegerea metodei adecvate de reprezentare a problemelor in care intervin
dependente functionale si reprezentari ale acestora

Descrierea in limbajul specific matematicii a unor elemente de organizare
a datelor

Analizarea unor situatii practice prin elemente de organizare a datelor

Transpunerea unei situatii date intr-o reprezentare adecvata (text, formula,
diagrama, grafic)

Fie o multime nevida formata din doud elemente, notate a si b. Daca stabilim o ordine de

1. Produsul cartezian a doua multimi nevide.
Sistem de axe ortogonale in plan. Reprezentarea
punctelor intr-un sistem de axe ortogonale.
Distanta dintre doua puncte din plan

scriere a lor in multime, spunem ca am format o pereche ordonati, pe care o notam (a; b).

Observa;ii:
® Ferechea ordonata (a; b) este o multime distinctd de {a; b}.
® I[n timp ce {a; b} = {b; a}, in general (a; b) # (b; a).

Exemple: (2; 5) # (5; 2).

DEFINITIE: Produsul cartezian al mul{imilor nevide 4 si B este multimea formata din

toate perechile ordonate (a; b), unde a € A si b € B.

Intr-o pereche ordonata, ordinea scrierii elementelor conteaza, adicd, in general avem
(a; b) # (b; a) si A X B # B x A. De fapt, perechile ordonate (a; b) si (¢; d) sunt egale daca

AXB={(a;b)|ae Asibe B}

sinumaidacia=csib=d.

Exemplu:

A=1{2;3;5}siB={1;2}

AXB={(2;1);(2;2); (35 1); (3;2); (5; 1); (5; 2)}
BxA=1{(1;2);(1;3); (1;5); (2; 2); (2; 3); (2; 5)}
Se observiaca A X B# B X A.

Matematica. Clasa a VII-a
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Reprezentarea geometrica a produsului Reprezentarea geometricd a produsului
cartezian 4 X B din exemplul anterior este: ~ cartezian B X 4 din exemplul anterior este:

A
y A y
571
2 f———rr——1 [0
| o 34—+
! + ++ + > 2 *:ﬂ:
Ol 123 5 «x Lo
ol 12 X

Se observa si din cele doua reprezentari ca A X B # B X A.

Regula produsului: Daca multimile A4 si B sunt finite (au un numar finit de elemente),
iar card 4 = p si card B = ¢, atunci card(4 X B) =p - q.

Exemplu: Daci intr-o clasa de 30 de elevi sunt 20 de baieti si 10 fete, atunci numarul
perechilor distincte baiat-fata din clasa este 200.

Intr-adevir, notdnd cu B multimea biietilor si cu F multimea fetelor, orice pereche
(baiat; fatd) este element al produsului cartezian B X F, iar card(B X F) = card B - card F =
=20-10=200.

Numerele reale se reprezinta pe o dreapta numita axa numerelor. Elementele pro-
dusului cartezian R X R pot fi reprezentate in plan intr-un sistem ortogonal de axe.

Prin sistem de axe ortogonale intelegem figura formata din doud axe ale numerelor
care sunt perpendiculare si care au un punct de intersectie, numit origine.

In figura alaturatd, xOy este un sistem de axe ortogonale cu: A

— originea O, Y

— unitatea de masura AB; B

— axa Ox se numeste axa absciselor; b P P(a; b)
— axa Oy se numeste axa ordonatelor. P
Un astfel de sistem se mai numeste si sistem cartezian. 0] a x’

Planul in care se reprezintd un sistem cartezian este impartit
de acesta 1n patru cadrane.

Asociem fiecarei perechi (a; b) de numere reale un punct in plan obtinut astfel: pe axa
Ox reprezentam punctul P’ de coordonatd a, iar pe axa Oy punctul P" de coordonatd b.
Prin punctul P’ ducem o paralelad la axa ordonatelor, iar prin punctul P"” ducem o paralela
la axa absciselor. Intersectia celor doua paralele A
este punctul P cautat, pe care il notam P(a; b) si Y
citim ,,punctul P de abscisa a si ordonata b”.

Punctele de forma A(0; y) se afld pe axa Oy ok S — - B(0; 2)
si se numesc puncte de abscisa 0 (zero). 3

Punctele de forma B(x; 0) se afla pe axa Ox si , ; , ABG:0)
se numesc puncte de ordonata 0 (zero). -4 -3 )

In figura alaturatd sunt reprezentate in sis-
temul ortogonal de axe xOy punctele A(3; 0), D(-3;-2) !
B(0; 2), C(-4; 2), D(-3; -2); E(1; -3). S3TCE(L-3)

X




Doud puncte M(a; b) si N(m; n) se afld pe o dreaptd paralelda cu axa ordonatelor Oy
dacd au aceeasi abscisd, adica a = m. De exemplu, punctele M(4; 5) si N(4; —3) se afld pe o

dreapta paraleld cu axa Oy, deoarece au abscisele egale.

Doui puncte P(c; d) si Q(p; ) se afla pe o dreapta paraleld cu axa absciselor Ox daca
au aceeasi ordonatd, adicd d = r. De exemplu, punctele P(-3; 2), O(0; 2) si R(7; 2) sunt

situate pe o dreapta paraleld cu axa absciselor dusa la 2 unitati deasupra acesteia.

Distanta dintre doui puncte din plan
Fie punctele A(x1; y1) si B(x2; y2) reprezentate in sistemul A

ortogonal de axe x(Oy. Distanta dintre doua puncte A(x1; y1) si 4
B(x2; y2) se calculeaza dupa formula: B
AB:\/(xz—x1)2+(y2—yl)2 . y2*/
|
Aplicand teorema lui Pitagora intr-un triunghi dreptunghica V1| ™ 4] }
carui ipotenuza este segmentul 4B, iar catetele sunt paralele cu ! E
axele de coordonate, obtinem formula de mai sus. 0 x L x x;
Exemple:

1. Calculati distanta intre punctele A(-2; 4) si B(1; =3).
Rezolvare: AB=+/(—2—1)>+(4+3)’ =/9+49 =/58 .

2. Stiind ca A(a; 1) si B(0; 5), determinati numerele reale a pentru care AB = 5.

Rezolvare: AB=1\J(a—07 +(1-5) =\a*+16 & @ + 16 =25 & i* =9 & |a| = 3 =

=ae {-3;3}.
3. Stiind ca A(—a; 2) si B(0; 7), determinati numerele reale a pentru care AB = 13.

Rezolvare: AB=1/(-a—0) +(2=7) =Va’+25 & +25=169 < a* = 144 & |d| = 12 =

—=ae {-12; 12}.
4. Stiind ca M(a; 3) si N(1; 2), determinati numarul natural a pentru care MN = V7.

Rezolvare: MN =\/(a—17+(3-2) =\J(a—-1)+1 & Ja-1’+1=V17 o (@-1P=16

ola-1=4ea-1=4sava-1=-4<a=5saua=-3.Cumae N=a=5.

Mijlocul unui segment

Pentru oricare doud puncte A(x4; y4) si B(xg; yg), coordonatele mijlocului M al segmen-

Xy T X siy, = Vit Vs .
2

Fie M € AB astfel incat AM = MB si A', M', B'— proiectiile
punctelor 4, M si, respectiv, B pe axa Ox, A", M", B" — pro- y
iectiile punctelor 4, M si, respectiv, B pe axa Oy. Cum
AM = MB = A'M'= M'B' si A"M" = M"B". Deci, A'M' = g
= M'B'si A"M" = M"B", de unde se obtine: 4'M' = xpr— x4 si
MB'=Xp—XM = XM — X4 =Xp— XM => 22Xy =X+ X4 = Yy

+ .
4 2xB . Analog, A"M" = yy — y4 $i M"B" =

tului 4B sunt x,, =

A

= X, =
M V4

=SVB— VM DIV —V4=YB—Yu=>2yu =Ygt 4=

+ o
= Yy =% , unde M(xus; yum).

Matematica. Clasa a VII-a
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Exemple:
1. Mijlocul segmentului AB, unde A(3; 8) si B(1; 2), este punctul M(2; 5), deoarece
x,+x; 3+1 4 . Y, ty, 8+2 10
:—:—:—:2 1 ===
2 2 2 ST 2 2
2. Determinati coordonatele simetricului punctului A(—1; 2) fata de punctul M(1; 4).
Simetricul lui 4 fatda de M este punctul B'(a; b) cu proprietatea ca M este mijlocul

. . + X, . + )y . -1
segmentului AB'". Atunci x,, = oY 2x3 si vy, =%, de unde se obtine x,, =4 =

Xur

—1=a=3si yM=¥= 4= b=6. Deci, B'3; 6).

® ® O activitdti de invatare ® ® @
PE]intelegere *

1. Se dau multimile 4 = {-3; —1; 1} si B= {1; 2; 3}.
a) Determinati produsele carteziene 4 X B si B X 4.
b) Determinati produsele carteziene 4 X A si B X B.
¢) Reprezentati geometric cele patru produse carteziene.
2. Dacid={xe Z, |2x+3<9}siB={xe Z_|3x + 721}, calculati 4 M B si produsele
carteziene A X B si B X A.

3. Reprezentati geometric produsele 4 X B $i B X 4, unde A = {x € Z" | |x| <2} si B =
={-1,0; 1}.
Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele:
A(2; 5); B(3; 0); C(=15 3); D(4; —4); E(=3; -2); F(=3; 0); G(0; —1).
5. Fie punctele A(1; 3), B(-2; 2) si C(4; 1).
a) Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele 4, B si C.
b) Fie A', B’ si C' simetricele punctelor 4, B si C fatd de axa Ox. Determinati coordo-
natele punctelor 4', B'si C".
6. Fie punctele M(-3; 3), N(2; 5), P(4; -3), O(0; 2), R(-2; 0).
a) Reprezentati punctele M, N, P, O, R intr-un sistem de axe ortogonale.
b) Calculati distantele MN, PQ si PR.
¢) Reprezentati punctele urmatoare si scrieti coordonatele lor:
1) punctul 4 este simetricul punctului P fata de dreapta Ox;
ii) punctul B este simetricul punctului P fatd de dreapta Oy;
1i1) punctul C este simetricul punctului P fatd de punctul O.
7. Fie punctele A(0; 2), B(2; 6) si C(0; -3).
a) Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele 4, B si C.
b) Calculati lungimea segmentului 4B.
¢) Calculati aria triunghiului ABC.
8. Fie punctele A(0; —1) si B(3; —4).
a) Reprezentati intr-un sistem de axe ortogonale punctele 4 si B.
b) Daca A’ si B’ sunt simetricele punctelor 4 si B fatd de Ox, aflati aria patrulaterului
astfel format.

P
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