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Cuvant-Tnainte

Examenul de bacalaureat reprezinta pentru fiecare tdnar o placéd turnanta in de-
venirea lui intelectuala si personald, avand menirea de a certifica pregéatirea stiintifica
si competentele dobandite in liceu, dar si de a deschide un orizont profesional sau
academic adecvat fiecdruia. In consecintd, performanta la acest examen, si indeosebi
la disciplina matematica, presupune un efort de pregitire constant, atat pentru par-
curgerea continuturilor, cat si pentru fixare, sistematizare, recapitulare. Lucrarea de
fata isi propune sa fie un ghid eficient, cu o strategie completd, care si raspunda
tuturor exigentelor disciplinei si probelor de examen.

Prima parte a lucrarii contine probleme grupate pe teme, urmarind acoperirea
completd a programei. Acolo unde o anumita tema nu era destul de bine reprezentata,
in variantele examenelor din anii precedenti, au fost adaugate probleme clasice, pentru
o mai buna aprofundare a subiectului. Astfel, un elev isi poate alege singur un capitol
pe care vrea sa il repete si gaseste in carte un numar suficient de exercitii cu ajutorul
carora sa-si atinga scopul. Problemele sunt insotite de solutii detaliate si de comentarii
metodice, unele dintre ele avand chiar mai multe rezolvari.

Partea a doua cuprinde 65 de teste, Insotite de raspunsuri si de rezolvari, iar la
sfarsit existd un breviar teoretic, care contine principalele notiuni prevazute in
programa.

Cartea se adreseaza celor care se pregitesc pentru bacalaureatul la matematica,
indiferent de profilul liceului pe care il urmeaza. Din acest motiv, problemele sunt
structurate pe doud niveluri, cele mai dificile fiind evidentiate printr-o stelutd. Elevii
care nu urmeaza profilul matematica-informatica pot parcurge doar problemele fara
steluta.

Lucrarea poate fi folosita si pentru invatarea curenta, deoarece permite elevilor
sd se antreneze in conditii reale, de bacalaureat. Ea se poate dovedi un instrument util
profesorilor si elevilor in vederea recapituldrii materiei la finalul unui capitol sau la
sfarsitul anului scolar.

Autorii



Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica

Se considera intervalele A = (-4, 4] si B = (-2, 7). Determinati (4 N B) N Z.

Ordonati crescator numerele a =2,5(1), b= 2 ,c=2,51)sid=2,51.

Aratati ca numarul a—{x/16 +44/—— 1/ ]{,/ —j este natural.

Aratati ca numarul b = este natural.

N TR EB N EN At
Se considerd numerele a = /98 —/32 —/8 si b = 162 +/18 +/72. Calculati

media aritmetica si media geometrica ale numerelor a si b.

Determinati numerele rationale a si b, stiind ca (\/5 +/6 )2 —a—b\3.

Demonstrati ca, daca x € [0, 51], atunci numarul a = Jx+49 +x+625 seafla
in intervalul [32, 36].

Fie E(x, y) = Vx> —2x+5+1/y* +6y+10 , unde x, y € R. Ardtati ca E(x, ) > 3,

pentru orice x, y € R.

Stabiliti cate numere irationale contine multimea {\/I , V2 , NE) 5 e N199, VZOO} .

. Calculati:

a) {%} + [—%} ; b) {1,64} — {-2,36};

C) [x/f}+[x/§]+[\/§+x/§]; d) {ﬁ}+{ﬁ}—{ﬁ+ﬁ}



Enunturi e Clasa a IX-a

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

22,
23.
24.

25.
26.
27.

Rezolvati in R ecuatiile:

a) x—2|=35; b) x— 1] +]2 -2x| =12;

c) |1 =2x|=|x+4; d) = 1]+ +1]=0.
Rezolvati in R inecuatiile:

a) |l —2x] <3; b) [x + 3| > 4.

Determinati numarul elementelor multimii 4 = {x € Z | |2x + 1| < 100}.

Aritati ca valoarea expresiei £(x) = |[4x — 8| — 2|4 — 2x| nu depinde de numérul real x.
Demonstrati ca |2x — 3| + 2|x — 1| = 1, pentru orice numdr real x.

Demonstrati ci x> + 3x + 3 > 0, pentru orice x € R.
Fie E(x) =x*+x* + 2x* + x + 1, unde x € R. Demonstrati ci:

a) E(x) = (x* + 1)(x* + x + 1), oricare ar fi x € R;
b) E(x) > %, oricare ar fix € R.

Demonstrati ca, daca x, y € [2, =), atuncixy —2x — 2y + 6 € [2, o).
Demonstrati, prin inductie, ca urmatoarele egalititi sunt adevarate pentru orice
ne N
A)l+3+5+...+2n-1)=n"
b)L+L+...+ ! S
-5 59 (4n—-3)4n+1) 4n+1
Demonstrati, prin inductie, ca urmatoarele inegalitati sunt adevarate pentru orice
numar natural » care indeplineste conditia indicata:
a)2">2n+1,n=3;
1 35 2n—1 1

b) ——-—- < 7
)2 4.6 2n  \2n+1

Demonstrati ca numarul 13" + 7" — 2 se divide cu 6, oricare ar fin € N,

=1

Aflati cate numere naturale de trei cifre au suma cifrelor egala cu 25.

Stabiliti cate numere naturale de patru cifre se pot forma utilizand cifrele 0, 1, 2, 3.
Stabiliti cate numere naturale de trei cifre distincte se pot forma utilizand cifrele
1,2,3,4,5.

Aflati cate numere de trei cifre au exact doud cifre egale.

Aflati cate numere naturale de trei cifre au produsul cifrelor egal cu 0.

Se considera multimea 4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Aflati cate perechi (a, b) € 4 X 4
au proprietatea ca produsul @ - b este impar.



1.2. Progresii

28. Se considera multimea 4 = {1, 2, 3, ..., 199, 200}.

a) Aflati cate dintre elementele multimii 4 se divid cu 6 si cu 8.
b) Aflati cate dintre elementele multimii 4 se divid cu 6, dar nu se divid cu 8.
c¢) Determinati cate dintre elementele multimii 4 se divid cu 6 sau cu 8.

1.2. Progresii

1.
2.
3.

“ »

® N o

9.

Determinati primul termen al progresiei aritmetice a1, a2, 13, 17, 21, ... .

Fie (an)»>1 0 progresie aritmetica de ratie 2, in care az + a4 = 8. Determinati a;.

Se considera progresia aritmetica (an), > 1, astfel Incat az = 5 si-as = 9. Calculati
suma primilor sapte termeni ai progresiei.

Stabiliti daca numarul 2007 apartine progresiei aritmetice 2, 7, 12, 17, ... .
Determinati numarul real x, stiind cd numerele 2, x si x + 4 sunt in progresie
aritmetica.

Calculatisumal +4+7+ ... +31.

Determinati numarul natural » din egalitatea L +5+9+ ... + n=231.

Aratati ca sirul (a,), > 1, a, = 3n — 2 este o progresie aritmetica. Determinati »,
daciai+ar+ ... +a,=51.

Calculati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a,)n=1, daca:
ar—arx=4sia+a+tas+as=30.

10. Gasiti suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (ay),=1, daca:

aes+ as + ap + as =20.

11. Fie (a,)s21 un sir cu proprietatea ci ai + a» + ... + a, = n* + 2n, oricare ar fin € N'.

Aratati ca sirul (a,).>1 este o progresie aritmetica.

* .o . . . . . .o N . -
12".Demonstrafi ca nu existd nicio progresie aritmetica avand ca termeni (nu neaparat

consecutivi) numerele 1, \/E si \/5 .

13".Se considera multimea M = {1, 2, ..., 10}. Cate progresii aritmetice de trei ele-

mente, cu ratia pozitiva, se pot forma cu elementele lui M?

14. Determinati numarul real pozitiv x, stiind ¢ x, 6 si x — 5 sunt In progresie geome-

trica.

15. Determinati primul termen al progresiei geometrice cu termeni pozitivi by, 6, bs,

24, ...

16. Stiind ca doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b3 = 2 si bs = 4, determi-

nati b.

17. Calculati ratia progresiei geometrice (b,)» > 1, cu termeni pozitivi, daca b + b, =3

$1 by + by =12.



Enunturi e Clasa a IX-a

18.

19.
20.
21.
22,
23.
24,

25"

T . . . .. . < 7
Determinati primul termen si ratia unei progresii geometrice, dacd a, +a, =—,
16

. 7
iar a,—a, +a =3

1

Se considera numarul real s =1+ % + 2—2+ et . Demonstrati ca s € (1,2).

2008
2

Aratatica 2(1 +3+ 3%+ ... +3%) <3’

Calculatis=1-2+22-23+ ... +2!%

Aritati ca sirul (bn)n>1, b =6 - 2" % n > 1 este o progresie geometrica. Deter-
minati n daca by + b+ ... + b, =93.

Fie (b,),>1 un sir cu proprietatea ca by + by + ... + b, = 10" — 1, oricarcar fin € N'.
Aratati ca sirul (b,),>1 este o progresie geometrica.

Determinati numerele reale a, b, daca numerele 2, a, b sunt in progresie geo-
metricd, iar numerele 2, 4, a sunt in progresie aritmetica.

.Fie (x,)n >0 un sir pentru care xo = 1, iar 2x,¢1 = X, + 2, oricare ar fin € N.

a) Aritati ca sirul (b,), > 1 definit prin b, = x; — %21, oricare ar fi n € N, este o

progresie geometrica.
b) Determinati formula termenului general al sirului (x,), > o.

1.3. Functii. Functia liniara

1.

by

10

a) Se considera functia f: R — R, f(x) = —x — 1. Calculati produsul P =f(—9) -
S(=8) - f8) - S(9).

b) Se considera functia /: R — R, f(x) = x* + 2x + 3. Calculati suma S =1(1) +
+f(2)+...+£(10).

¢) Se considerd functia /: R* = R, £ (x) :XTH. Calculati produsul P = £ (1) -
-f(2)-...- £(100).

Determinati numarul functiilor /: {1, 2, 3, 4}— {1, 2, 3, 4, 5, 6} cu proprietatea:

a) f()=/(3); b) /(1) #7(3); )/ ()=2/03).
Determinati numarul functiilor /: {0, 1, 2}— {0, 1, 2} astfel incat /(1) - /(2) = 0.

Determinati domeniul maxim de definitie al functiei /: D — R, unde:

D/W=F5r D @WEa s 9f@=r

2
X



1.3. Functii. Functia liniara

10.

11.

13.

14.

15.

16.

.Se considera functiile: f, g : R —> R, f(x) = {

2
Se considera functia f: R \ {1} — R, f(x) = Lx:6 Determinati

coordonatele punctelor de intersectie dintre graficul functiei f'si axele de coordonate.
a) Aratati ca functia /: R* > R, f(x) =x° 1 este impara.

X
b) Aratati ca functiaf: R — R, /(x) =x* + |x] este para.

¢) Determinati numarul functiilor impare /: {— 1,0, 1}— {- 1,0, 1}.
x+1

Demonstrati ca 3 este o perioadd a functiei f/: R — R, f(x) = { } (unde {-}

reprezintd partea fractionard).

Se considera functia /: R = R, f(x) = x + x*. Calculati (fo /o £)(1).
Se considera functiile f; g : R = R, f(x) = x — 1 si g(x) =x* + 1. Determinati
functiile fo gsigo f.

Se considera functiile £, g : R = R, f(x) = ax + b si g(x) = x* — x. Determinati
numerele reale a si b, astfel incat fo g=go f.

Fie functiile /': (0, +o0) = (1, +oo), f () =x7 +1 si g : (1, +o0) = (0, +o0), g(x) =
=Jx-1. Determinati functiile fo g si g o f. Sunt egale functiile fo g si go f?
2-3x, x<2 .

x—1, x>2’ tar g(x) =

x—1, x<0 Deterthinati /+ g, / 7 i f
= . Determinati f—g, f-gsifog.
2x—4, x>0 { &J/—8 ] &%J°8&

a) Se considera dreapta de ecuatie d : 2x + y — 1 = 0. Determinati functia care are
ca grafic dreapta d.

b) Exista o functie al carui grafic sé fie dreapta d': 2x + 1 = 0?7 Dar pentru dreapta
d':2y+1=0?

Determinati functia de gradul I al carei grafic trece prin punctul 4(0, — 2) si
pentru care f(1) = 2.
. ) 2x+1, x<1 . .
Fie functia f: R - R, f(x) = L x>l Determinati numarul real a, stiind ca
x—1, x=

punctul 4(a, 2) se afla pe graficul functiei 1.
Se considera functia f: R — R, f(x) = 2x — 6. Determinati aria triunghiului

format de graficul functiei f'si axele sistemului de coordonate.

1



Clasa a X-a

2.1. Radicali si logaritmi

1. Aritati ca:

7 8 1
a Nﬁ—\ﬁ—s\ﬁz—; b) V3+11-632 —y/5-2:/6.=3;
) N =T ) 34y v
c) \/6+\/§+\/ﬁ+\/ﬂ=1+\/§+\/§.
2. Se considerd numerele a =~/3—+/3 si b=+/3++/3 . Ardtati ca L(ﬂ éje Q.

+
6\b a
3. Aritati ¢ numarul a=+/17+12v2 =322 — /6442 € Q.
4. Calculati [\/5 33 ] ([x] reprezinta partea intreaga a lui x).

5. Aduceti la o forma mai simpla:

a) Y22 -2 b)\/E.%/E:QE;
&) VW2 -1-33+2V2 ; d) V27 33 393 .
7
| — I ESE
6. a) Aduceti la forma cea mai simpld: E(x, y)=3 = NP {%J ,unde x, y €
€ (0, +oo).
4327 16

b) Aratati ca numarul a =3 este rational.

V332 3%

Se considera E(x) = xm , unde x > 0. Calculati E£(a), unde a = s

8. a) Fiea=2-42-82.92 sib="92 . Aratati ca a - b este numir rational.
b) Aratati cd numarul a=\/3+\/§ -i/\/g—l -9/7—3\/5 e Q.

N

k
o o (1 .
9. Determinati numarul natural , daca (}/x*)"* (—j =x, pentru orice x > 0.
X

10. Ordonati crescator numerele:

a) V2, 44 si 45 ; b) J242, 42743 si V4 .
24



2.1. Radicali si logaritmi

11.

12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

Comparati numerele:

a) a=\2+7 sib=\/§+\/g;

b) a=V13-12 sib=~12-11.

Comparati numerele a=+/1+ V2 si h=32+ NE)

Calculati:

a) log, 8\/5; b) log, 0,125; c) log 5 4%/5; d) log, %;
¢) 41w s

Ordonati crescator numerele a = 64 , b=log, 2i7 sic= log, 3%

a) Aratati cd numarul a = logs 8 + logy 27 — Y8 este natural.

b) Demonstrati ¢ numarul b =log . 33 +log , 4 este intreg.

Calculati:
a) log: (6++/8) +log: (6-+/8) — log.7;

c) log,3-log,5-logs8;

Calculati:
a) log, 8 - logz 9 - logs NG
Aduceti la o forma mai simpla:
a) log ;9+log, 3;
g
c) log, 3:log, 5—log,3-log, 5.
Aratati ¢ numarul a este rational, unde:

a) a =10gx5100 - logi625 — 2logi65;

¢) a=log:9+ log,12  log, 6

log;2  log,,2

N

b) 1g0,01+ 2" —9&>;

log,5-log, 11
log, 5-log, 11"

b) log» 82 —logs 34/3.

1 N 23
log,2 log,4 log,,8’

_log,24 log,192

b

b) a

B log,,2 log,2

este natural.

Aratati ca numarul a =

Care numar este mai mare?
a) logs 5 sau logs 4;
d) log, 4 sau—1;

3

9
lo +1lo
SN

3
815126

b) log, 3 sau 2;
e) logs 5 sau logy 5.

c) logos 2 sau logs 3;

25



Enunturi e Clasa a X-a

22. Demonstrati ca:

a) 0 <log;2<l; b) 1<10g34<%; ¢) logs4 <logs9.

23. a) Aritati ca %< logx 3 <2.

b)" Calculati partea intreagi a numarului a = log, 3 + logs 2.
24, Daca log; 2 = a, calculati logi» 18 in functie de a.
25. Daci logao 100 = a, calculati logag 50.
26. Stiind ci logy, 18 = a, aratati cd logys 36 = 25+ 2a.

—da

27. Stiind ca log, 5 = a, calculati log; i+L in functie de a.
12 log,

28. Aratati ca:

a) 4lg5 :51g4 : b) 4/21g3 :(\/g)lg«/z .

29. a) Daci notam log, 5 =%, aratati ca 2 =52,

b) Demonstrati cé log, 5 este numar irational.

2.2. Numere complexe

1. Se considerd numerele complexe z; = 3 — 2i si zo = —4 + 3i. Calculati z; + z2;
3z1 —2z.

2. Calculati: a)i-i- ... ' b) 1+i+#+...+i"
3. Calculati:
a) (1—i)(1 +2i)— 32— i); b) 2+ )3 —2i)— (1 =202 —i):
. . 2
0 1+4l+1—4l; d) L_L :
447 4-7i 1—i 141

) [(1—21-)5(31-—1)}4; 5 L%f'

4. Demonstrafi ci:
25 25 1+3i 1-3i
a)

€ Z; b) + eR; ¢ (1+i3)ez;
d) 1+i3)12+1-i3)1’e Z; e (1-ieR

+
4+3i 4-3i 1-3i 1+3i

26



2.2. Numere complexe

10.
11.

12.

13.
14.

15.

Determinati:
o L. 2430
a) partea imaginara a numarului z = 3o ;
—2i
< DR 2—i
b) partea reald a numaruluiz = ——;
3i+4
5 o L s . 5+8i
c) partea reald si partea imaginara ale numarului complex z = T ;
—=5i

d) partea imaginar a numarului complex z= (1 + )"+ (1 —i)"°.
a) Determinati @ € R pentru care z = 3(a — 2i) — 2i(3a — i) este numar real.

b) Determinati a € R, stiind ca z = _2E este numar real.
a(l+i)+i
1+2x 2+
a) Determinati x, y € R, astfel incat AALLP Y
1-2i 1+2i

b) Determinati a, b € R, astfel incat sa avem egalitatea (1— i3 Y =a+ib.
Determinati forma algebrica a numerelor complexe:
103 2 9
1-i (1-i 1—i
a) z=+2 ﬁ +i0%, b) z=l+— 4| — | 4.+ — .
1+i 1+i \1+i 1+

Determinati conjugatul numarului 7 + 2.

Fie z un numar complex. Aratati c¢a i(z — ;) este numar real.
Y ~1+i3
Se considera numarul complex z = —
a) Calculati z + ) b) Ardtati ca 2% = z.
VA
Determinati z € C, daca:
a)z+3i=67; b) 2z +z=3+4i; o 2
z
Determinati numerele complexe z care verifici egalitatea z> = iz.
Calculati modulele numerelor complexe:
8+1i
21= (3 = 4i)(1 + i); =2 —1+i(N2+1); 7= i;
—4i
z, = (N2 = )3 +i); z = (2+3i); zo=(2—i) +(2+i).

Fiez=a+ 2i,a € R. Calculati |z|, stiind ca 1 +i(z + E) e R.

27



Enunturi e Clasa a X-a

16. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:

a) 22 =-9; b)2-2z+2=0; «¢)z*?-8z+25=0; d) 2> =2i.
17. Fie z1, z; solutiile ecuatiei 2z° + z + 50 = 0. Calculati |z1] + |z|-
18. Rezolvati ecuatia x> — (a + i)x+ 1 +i=0, a € R, stiind ca are o solutie reala.
19. Se considera functia /: C — C, f(z) =3z — 4z .

a) Aratati cd f(a + bi)=—a+Tbi,a, b e R.

b) Aratati ca (fo f)(z) = 25z — 24z.

¢) Aratati ca f(z) = 0 daca si numai daca z = 0.
20".Fiez=1+i+/+...+i" ne N.

a) Daca n =102, calculati |z|. b) Determinati #, astfel incat z € R.
21".Fie z € C, astfel incat (z + i)!° + (z—)!° = 0.

a) Ardtatica |z +i|=|z -] b) Demonstrati ¢d z € R.

2.3. Functii

1. Determinati domeniul maximal de definitie D al fiecdreia dintre functiile:

a) f(x) = Jx(x —1) +/x(x+1)3 b) f(x) = x+log,(2—x—x%);
1

) f ()= 20+
x—1

) /()= Vx+lg

x+1
2-x_

2. a) Se considera functiaf: R - R, f(x) = 1 . Calculati (fo f)(512).
X

I
b) Fie /1 R' > R, £(x) = 2? Calculati (o /) (— %j .
¢) Se considera functia f: (0, =) — R, £(x) = log, x. Calculati (fo /)(256).
3. Caleulati S =f(1)+%f[%j+%f@)+...+%f(%j, ne N, unde:
f(x)=

4. Se considerd functia /: R — R, f(x) = 1 — 2x. Demonstrati ca functia fo fo f este

18049 (0. )
X

strict descrescatoare.

28



Clasa a Xl-a

3.1. Permutari

48

. . 1 2 3) . 1 3 . gy
Se considera permutarile ¢ = 3 SiT= L Calculati ot, 10,067, T .

1 2 1

NN W

. . 1 2 3 4 5) . 1 3 5 . 0
Fie permutarile 6= SIT= . Calculati (o1) 7,
31 2 5 4 5 4 1
o', 1t 'siaratati ci (o1) '=1 'o .

1 2 3 4

€ S4. Calculati 62°%.
4 3 1.2

Se considera permutarea ¢ = (

) . 1 2 3y . 1 2 3 L
Se considerda permutarile ¢ = S1T= . Determinati x € S3,
31 2 2 1 3

stiind ca oxt =e.
Se considera urmatoarele permutari de gradul patru:

1 2 3 4 1 2 3 4
o= , T= .
21 3 4 1 3 2 4
a) Arataticic’ =T =e,06'=0,1 ' =1si 6T #10.
b) Determinati o permutare o, € Sa, astfel incat o' # oL

1 2 3
Se considera permutarea G = (3 | 2} € Ss.

a) Calculati 6°.
b) Rezolvati ecuatia ¢ =e,x€ S;.

. 1 23 . 1 2 3
Fie o= € S35l T= € Ss.
3 21 1 3 2

a) Calculati o7 si t0.
b) Rezolvati ecuatia 6x = 7.
Determinati semnul fiecareia dintre urmatoarele permutari:

1 23 1 2 3 4 1 2 3 4 5
O] = , 00 = ,03= .
3 21 2 4 3 1 351 2 4
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3.2. Matrice

) 1 23 456
9. Seconsiderd 6= e S
2 45 3 61
a) Determinati 6.
b) Aritati cd ¢ si 6 ' au acelasi numir de inversiuni.
_ 1 23 456 7 89 . O
10. Fie permutarea ¢ = € So. Determinati i $i j,
127 4 i 56 j 9
astfel incat ¢ sa fie o permutare para.
1 2 3 45 , _ *
11. Se dau permutarea 6 = € Sssimultimea 4 ={c" |[ne N'}.
2 3 4 51
a) Determinati numarul elementelor multimii 4.
b) Aratati ca toate elementele multimii 4 sunt permutéri pare.
1 23 456
12. Fie 6= € Ss.
4 52 3 6 1
a) Determinati numarul inversiunilor permutarii G.
b)" Aratati ci ecuatia x* = ¢ nu are nicio solutie in Ss.
3.2. Matrice
1. Cite elemente are multimea M= {( j a, e, U‘ <2,ij=1 2}
a4y Ay
. 2 1
2. Se dau matricele 4 = L3 siB= .Calculati4 + B,24 3B, A+ A".
. : I -1 0} . . :
3. Se considerd matricele 4 = 5 : siB=| 0 2 |.Calculati4-BsiB-A.
1 -1
, ) 4 -2 -4 1) . a by . .
4. Fie matricele 4 = ,B= siX = din M>(R). Calculati
2 0 2 3 c d
atb+c+d, stiind ca2X—AB=A.
1 x x+y 1 -1 4
5. Determinatix, y,ze R, stiindcda 3|0 —-1|-2| -1 z|= -9 .
z 1 2y 5 3
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Enunturi e Clasa a Xl-a

6.

10.

11.

50

k

. . 28 2k L .
Se considera matricea Ay = ( ] . Determinati matricea B= A4+ A>+ ... + Ay,

unde ne N
x 1 1

Se considera matricea A(x)=|1 x 1 |, unde x este un numar real.
1 1 x

a) Calculati suma elementelor matricei A(x + 1) — A(x).
b) Determinati x € R, stiind ca 54(x) — (4(x))* = 4.
¢) Demonstrati ca i A(k)=nA (nTH) , pentru orice n € N,
k=1
I x x
Se considera matricea A(x)=|x 1 x |, unde x este un numar real.
x x 1
a) Aratati ca A(-2) + A(-1) + A(0) + A(1) + A(2) = 5L.
b) Aratati ca A(1) - A(2) =5A4(1).
¢) Determinati numerele naturale x si y astfel incat suma elementelor matricei
A(x) - A(y) sa fie egala cu 27.

b
Daca 4 = (a d] € #(C), atunci numarul tr(4) = a + d se numeste urma
¢

matricei 4.
a) Aratati cd tr(X + Y) = tr(X) + tr(Y), tr(XY) = tr(¥YX) si tr(AX) = Atr(X), oricare ar
fiX,Ye /(C)sihe C.

b)" Demonstrati ¢i nu existd X, ¥ € . #4(C) astfel incat I, = XY — YX.

b
Se considera multimea G = { X = (g 1]

a,beR,a> 0} .

a) Aratati ca, daci 4, Be G, atunci 4B € G.

b) Determinati doud matrice C, D € G pentru care CD # DC.
¢) Aritati cidacid e G, atunci, —A+ A€ G.

0 -1
Se considerd matricea A = [1 Oj € 4H(R). Ardtati ca daca X € 74(R)

a —-b
verifica relatia AX = XA, atunci existd a, b € R astfel incat X = [b ] .
a



3.2. Matrice

12.

13.

14.

15.

16.

17"

19.

20.

7
Determinati matricea (1 J .

0
Se considera matricea 4 = (1 0 J e /5(R). Calculati 4%,

101
Fied=|0 0 0| e ./(R). Calculati 4"(n e N°).
10 1
111
Fied=|0 1 1|e . /4[R)siB=A— L.
00 1

a) Calculati B* si B°.
b) Calculati 4" (n€ N, n>2).

Calculati B" (n € N"), stiind ca B = [

NES

]. Calculati A" (n € N).
1 3

cost —sintJ

sint  cost

Se considerda matricea 4 = {

, ) 5 10) . 1+5a 10a . .
.Fie matricele 4 = siB= e unde a € R. Calculati 4" si

-2 -4 —2a 1-4a
B"(ne NY).
1+2a 2a

Se considera matricea X (a) = [
—a l-a

j, unde a este un numar real.

a) Aratati cd X(a) - X(b) =X((a+ 1)(b+1)—1).

b) Calculati (X(a))", unde n € N".

¢) Determinati € N, stiind ca X(1) - X(2) - ... - X(n)=X(t— 1), unde ne N,

-2 2 =22
Se considera matricele A = | 1 1 1 | si X(a) = Iz + ad, unde a este un
1 1 1

numar real.

a) Calculati 4%

b) Demonstrati ca X(a) - X(b) = X(a + b), pentru orice numere reale a si b.
¢) Determinati matricea M = X(-9) - X(-8) - ... - X(9) - X(10).

o1



Enunturi e Clasa a Xl-a

2 0 1 0
21. Fie matricele 4 = (3 2],B= {1 J si multimea C(4) ={X e /4(R) | X4 = AX}.

a) Aratatica B e C(A).
x 0
b) Demonstrati ca daca X € C(4), atunci existd x, y € R, astfel incat X = ( j .
yox
¢)  Rezolvati ecuatia X + X* = 4 in . /4(R).

3.3. Determinanti

1 j e . /4(R). Calculati det(l, + A + A* + 4.

4
1. Fie matricea 4 = (

0
2. Fie matricea 4 z( 0 3) € #/hH(R). Rezolvati ecuatia det(4 —x») =0, x € R.

c

b
3. FieX= (a dj e /5(R). Aritati ca det(X - X) = (ad — bc)*.

1 0
4. Se considerd matricea 4 = [2 lj € M(R).
: 10 . .
a) Aratatica 4" = 5y 1) pentru orice n € N'.
n

b) Calculati det(4) + det(4%) + ... + det(4*").
¢) Calculati det(4 + A*+ ... + 4%°').
z, WE (C}.

a) Ardtati ca, daca 4 € G, astfel incat det 4 =0, atunci 4 = O,.
b) Demonstrati ca, daca A, Be GsiA - B= 0, atunci A = O, sau B = O-.

. . z W
5. Se considerd multimea G = {[ _j

-w z

1 2 3 1 2 3 I -1 2
6. Calculati determinantii: A, =|0 4 5|, A,=[4 5 0|siA,=]2 1 3|
0 0 6 6 0 0 -2 0

a a+l a+2
7. Seconsiderd matriccad=|b b+1 b+2 | e  /(R). Aritati ci:
1 1 a
det(4) = (a — b)(a — 1) si calculati det(4 — A".
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Solutii

Clasa a IX-a

1.1. Multimi si elemente de logica matematica

1. {-1,0,1,2,3,4}.2. b<d<a<c.3.a=6e N.4.b=2¢e N.5.a= 2, b= 18/2, m, =

1942

= me=6.6.a=8 b=-41. Jx+49e[7,10], Jx+625 € [25,26] = a € [32, 36],

V x e [0,51]. 8. E(x,y)=+(x=1) +4+(y+3)’ +1 =4 +1 =3, V.x, y € R. 9. 186.
10.a) -2;b)0;¢) 5;d) 1. 11.a)x e {-3,7};b)xe {-3,5},¢c)xe {-1,5};d)x=-1.12.a)x e
€ [-1,2]:b) x € (~00, ~7] U [1, +eo). 13. 100. 14. Ex) = 0, V.x € R. 15. [2x — 3| + 2 — 1| =
=2x 3|+ |2x-2|=2x-3|+]2-22|2x-3+2-2x=1,Vxe R 16. x> + 3x + 3 =

373 1y 33
=|x+=|+=>0,Vxe R 1) EX)=x*>+ D||x+=| +=[>>,Vxe R 18. xp —
(x 2} 2 x ) E(x) = (x )(( 2) 4] R xy
—2x-2y+6=(x—-2)(y—-2)+2€ [2,+), Vx,y € [2, +). 21. Fie P(n) = 13"+ 7" -2 : 6,
unde 7 € N. Pentru n = 0 avem 13% + 7°~ 2 : 6, deci P(0) este adevirati. Presupunem ci P(k)

este adeviaratd pentru un numar natural k; atunci 135+ 7% — 2 = 6p, cu p € N. Rezulta ca 13+ +
TR0 =13 13K+ T2 = 13(6p+ 2~ T + 7T —2=6-13p—6 - 75+ 24 = 6(13p —
— 75+ 4) : 6, deci P(k + 1) este adevarata, Drept urmare, P(n) este adevarati pentru orice n € N,
22.6.23.192. 24, 60. 25. 243. 26. 171. 27. 16. 28. a) §; b) 25; ¢) 50.

1.2. Progresii

1. a1 =5.2. ay =-1. 3. Fie r ratia progresiei; atunci a; + 2r =5 si a1 + 4r=9. Rezultd a; = 1 si

(a,+a,)7

7 = 2. Prin urmare, S7 = =49. 4. 2007 este al 402-lea termen al progresiei. 5. x = 6.

6. Este suma primilor 11 termeni ai unei progresii aritmetice cu primul termen 1 si ratia 3;

1+31)-11

avem ca Sy = =176. 7. Termenii sumei formeaza o progresie aritmeticd in care

a1 =1, r =4. Dacad notam cu m numarul de termeni, atunci n = a, = a; + r(m — 1), deci n = 4m — 3.

m(4m—2) _

Astfel, 231 =S, = 2m? — m si cum m € N, obtinem ca m = 11, apoi n = 41.

8. a1 —a, =3,V ne N, deci (a,) este progresie aritmetica de ratie » = 3 si a; = 1. Apoi
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1.2. Progresii

(Bn—-1n
2

atat...t+ta,=51=> =51,deunde n=6.9. Vom avea a; =2, r =2, Sy = 420.

10. Observam ca ag + a9 + ain + ais = (a1 + 5r) + (a1 + 8r) + (a1 + 117) + (a1 + 14r) = 4a; + 38r,
(a, +ay,)-20
2
11.Pentrun =2 avem: a, = (a1 + ... +a,) — (a1 + ... v a)) =n* +2n—(n— 1 - 2(n—-1) =
=2n+1.Cuma;=1>+2-1=3,rezulticia,=2n+1,Vn=>1. Atunci gy —a,=2,Vn =1,
asadar (ay).=1 este progresie aritmetica de ratie 2. 12. Presupunem, prin absurd, ca existd o

prin urmare 2a; + 197 = 10. Atunci Sy = =10(a; + a; + 19r) =10 - 10 = 100.

progresie aritmeticd (a,)n>1 In care a, = 1, a, = V2 sia,= NG ,cup,q,s€ N Atunci 1 = a; +
+@- V2 =a + (g — Drsi B =a+ (s — D)r, unde r este ratia progresiei (r # 0).

1-V2 _p-q
V23 q-s
dreapta este rational. 13. Exista 8 progresii de ratie 1, 6 progresii de ratie 2, 4 progresii de ratie
3 si 2 progresii de ratie 4, in total 20 de progresii. 14. x = 9.15. Din b; = 6 - 24, obtinem ca

Deducem ca , contradictie: numarul din stdnga este irational, iar cel din

. . b . b . . . .

by = 12. Ratia progresiei va fi ¢ = == =2, deci b; = =% = 3. 16. Fie q ratia progresiei; atunci
p) q

big*> =2 si big* = 4. Rezultd ¢> = 2 si by = 1. Prin urmare, b7 = b1¢°® = 8. 17. Fie ¢ > 0 ratia

progresiei. Rezultd by + b1g = 3 si big* + big® = 12. Deducem ci g = 2. 18. Daci ¢ este ratia

.. . 7. 7
progresiei, atunci ai1(1 + ¢*) = a1(1 + ¢)(1 — g + ¢%) = Y - ar a(l-q+q¢»)= . Deducem ci

1 1 1 3’ -1
q:_E’alz 3'19'S:2_22W e (1,2).20.2(1 +3+32+ ... +3%=2. =37-1<3
2% 41 b .
21. 5= . 22. Deoarece L =2,V n e N, (b,) este progresie geometrici de ratie g = 2

sibi=3;b1+by+...+5,=93 &3(2"-1)=93 & n=>5.23. Analog solutiei problemei 11,
avem: b, = (10" = 1) — (10"~ 1) =9 - 10", V n > 2. Cum b, = 10' — 1 = 9, putem spune ca
9-10"

10T =10, V n > 1, asadar (b,).=1 este o progresie

b,=9-10"1 V' n>1. Atunci % =

n

) . . . b
geometricad de ragic 10. 24. Din ¢®> = 2b 51 8 = 2 + a rezulti a = 6, b = 18. 25. a) =L =

b
(1 x,+ 1]—(1 X, +1j
b xn+l _'xn — 2 2

n
xn - xn—]

, V n =1, deci (b,):=1 este o progresie geometrica

=
|
| —

n n-1

.1 1 1 .
de ratie 5; b) Cum b = 5—1 = —, rezulti cd b,=by - g"' = PYE V n2>1. Atunci x, = (x, —

\S}

1 -
—x,,,1)+(x,,,1—x,,,z)+...+(x2—x1)+x1:b,,+b,,,1+...+b2+ % =2 z—n,Vne N, iar

aceastd egalitate se verifica si cand n = 0.
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Solutii e Clasa a IX-a

1.3. Functii. Functia liniara

1. a) 0; b) 525; ¢) 101. 2. a) 216; b) 6* — 63 = 1080; ¢) 3 -36 = 108. 3. 15. 4. a) R\ {- 3, 3};
b) R\ {1, 2}; ¢) [1, teo) U {0}. 5. A1(-3, 0) si A2(-2, 0), respectiv B(0, —6). 6. ¢) Din f (- x) =
=—f(x), Vxe {-1,0, 1}, deducem ca f(0) = 0. Exista 3 functii impare. 7. Din {a} =a —[a],
deducem ca f(x + 3) ::(XTH+1)— [XTH+1} =f(x),Vxe R 842.9.fog,gof: R SR,

(fo g)(x) =22 (g0 f)x) =x> = 2x + 2. 10. (a, b) € {(0, 0); (0, 2); (1, 0)}. 11. fo g: (1, +o0) —
= (1, +0), (fo @)x) =x; g o /1 (0, +o0) = (0, +o), (g o )(x) = x, decifo g # g o f 2. f+ g, f =g,

1-2x, x<0 3—-4x, x<0
f'g,fog:R—)R, (f+g)(x):: —X—Z,OS)C<2, (f_g)(x): 6_5x$ 0Sx<23
3x—=5, x=2 3—x, x=2=2

(2-3x)(x-1), x<0 93 5 5-3x, x<0
(f2)(x) =1(2-3x)(2x—4), 0<x<2, (f o 2)(x) ={ - g(f)’ g(x):zz 14-6x, 0<x<3.
(x=1)2x—4), x>2 RN PP

13.2) f: R > R, f(x) =—2x + 1; b) Nu exista; ¢) f: R—)R,f(x)z—%. 4. R->R, f(x)=

=4x—-2.15.a€ {%, 3} . 16. Intersectiile graficului cu axele sunt A(0, —6) si B(3, 0), iar aria

triunghiului O4B este 9. 17. x = m;i 1 ¢ (0, +o0). 18. A(0, a), B(—%, oj siAB = /ai;mz >
>4 =2, deci AB = 2. 19.x=%,y=%. 20. a) Im f=R; b) Im = (—e0, 4); ¢) Im f'= [-1, 7].
21. V2-5.22.me R\ {2}.23. (fo g)(x) = —2x, f o g este strict descrescatoare. 24. Daca f'(x) =
= ax + b, atunci (fo /) (x) = a’x + ab + b. Gasim a = -3 si b=—%. 25.a)x=2;b)x e [2,3].

26.a)xe (2,6];b)xe (-1,8];c)x e l:%, +ooj.27. a)xe [1,2];b)xe {—%, %}

1.4. Ecuatia de gradul al ll-lea. Functia de gradul al ll-lea
1.2) S={0,9}:b) S={-5, 5} 0) §= {10, 1}: ) {-1-V3, 1443} . 2.2) S={-1, 2} b) § =
- {—1,0};0)S={%, 1};d)S= (—1,1}.3.2) S=[-2, 1];b) S=[2, 3]; ¢) S = [-3, 0) U [3, +o0).

51«/@}_
2 b

4.5={-4,-3,-2,-1,0,1}. 5.S=(—oo, %ju (1, +e0). 6.5=(0,1).7.2) S= {l, 2,

b) S ={-1,0, 2}. 8. a) § = (—oo, 0] U [3, +o0); b) § = (o0, =2] U [-1, 0] U [1, +oo).
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1.4. Ecuatia de gradul al ll-lea. Functia de gradul al ll-lea

9. Sz[%, 1} U [3, +e0). 10. Se impune conditia A >0, de unde a € [—oo, %) U (1, +e0). 11. %

12. a) 5x* — 2x = 0; b) x> — 2x — 1 = 0. 13. Ecuatia cu radicinile yi, y2 este y* — (y1 + y)y +

+y1-12=0,deci 2)> -9y +6=0. 14. a) ? ;b) —%; c) —%; d) Folosind relatia 2x12+ 3x1 —
-6 -6
—4 =0 rezulta ca x12 =2 _3n si atunci £ N0, 270 Deducem ci E = —g. 15.2) S1 =
2 3x 3x, 6

=3, 8 =17, b) Avem x7 —3x; —4=0si x; — 3x2 — 4 = 0, de unde deducem ca

X" =3x™ —4x! =0si xJ*? —3x)" —4x) =0 si, prin adunare, gasim relatia Sy — 38,1 — 4S, =

=0;¢) Ss=1023. 16. a) —%; b) 0; ¢) Ridicand la patrat, avem xl2 — 2x1x2 +x§ = 1, deci, gasim

1 . ) ..
m= e 17.a) A=4(m* +m+1)>0,V me R, decixi, x2 € R, x| # x2; b) Se impune conditia

X1 -x2 <0, deunde m € (— oo, —1) U (0, +o0). ¢) Se impun conditiile x; - x» > 0 six; +x2 >0
care conduce la solutia m € . 18. Se impun conditiile A < 0 si m < 0, de unde rezulta ca m =

1 8 .
== 19.m e {5, +oo). 20. Deducem ci ax* + 2(a+ Dx + a < 0, V x € R. Se impun

conditiile A<0sia<0,deciae (—oo, —%} 21. Deoarece x> + 1 >0, V x € R, deducem ci

¥+2x—12a(*+1),Vxe R,deciac (—oo, —\/5:| .22, a)Sz{(—l, 1); (%, I—;j};b)Sz
= {0, -3); (1, =1)}; c) S= {(-1, 5); (-3, 19)}. 23. a) Daca notdim x + y = s $i x - y = p, atunci
s+p=5sis?—2p=>5,deci(s, p) e {(3,2); (-5, 10)}. Obtinem S = {(1, 2); (2, 1)}; b) S=

C (L 2 @ D o [1 lj.[l lj' —3+433 3-33 ) (3-33 —3+/33
PR g o)) : : ’ '

12 12 12 12
24. inlocuind y cu 1= x in a doua ecuatie, obtinem ecuatia 2x2 + (a — 4)x = 0, care are solutie
unica pentru @ = 4. Solutia S = {(0, 1)}. 25. f(x) =x*> = x. 26. f (x) =x* — 2x + 3. 27. f (x) =
—-a a-—1

=x? — 2x — 3 si f(2) = —3. 28. Cadranul IV. 29. Avem xy =1—, yy =——, deci xy = — yy.
a a

30. Se impune conditia f (a) = b, Vme R* & m(@®>+2a+1)-2a+3-b=0,Vme R".

Deducemcid a*> +2a+1=0si—2a+3-b=0,deundea=-1sib=5.31.5={-2,0}.32.a=0
sib=3.33.a=-4sib=4.34. Abscisa punctului de intersectie dintre d si & verifica ecuatia
ax*+(a—-1x+3==x+2ca’+ax+1=0.a) A=0,deunde a=4;b) A>0, decia e

€ (=o0, 0)U (4, +o0). 35. a € {—3, —%} .36. Gy G = {(0, 1); (2, 7)}. 37. Gy G = {(—1, 0);

(3, 12)}. 38. Deoarece f este strict descrescatoare pe (2, +eo) si cum 2 < 1 +2<1+3< 3,
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Solutii e Clasa a IX-a

deducem c@ f (3) < f(1++/3) <f(1++2). 39. Folosim faptul ca f (x) = =, V x € R.

3
4
40. a) [-3, +o); b) [-2, 22]; ¢) [-3, 6]. 41. Im f= {%, 2]

1.5. Vectori

1.2) AB si CD;b) AC si BD.2. |MN+ NP+ PM|=0.3.a) | AB+AC+AD| = PAC| =

N Y .

=2J2:b) |@+§)|=\A—O|=—2;c) |OB+0A|=|DO+0A4|=|DA| =1; d) | DC=A0| =

2
— — . .
= \AB+OA|=|OB|=T.4. | AB+ AC | =5=| AB— AC|.5. a) Ambele sume sunt egale cu
AC; b) 2AM +BC=AB+BC=AC ; ¢) Ambele diferente sunt egale cu MC ; d) CA+CB =
:(a+m)+(@+m)=C—M+C—M:2C—M. 6. a) Tinand seama de faptul ca ABDE si
ACDF sunt paralelograme, avem (E+E)+(E+ ﬁ’)+A—D=3E=6A—O; b) Patru-

laterul ABCO este romb, deci AC = AB+ AO = AB + %A—D . 7. Fie O punctul de intersectie

a diagonalelor paralelogramului. Cum O este mijlocul diagonalelor AC si BD, avem

MA+ MC =2MO = MB+ MD . 8. Din %=% obtinem ca 2BM = —-CM. Avem AM =

= AB+BM si AM = AC+CM . Deducem ca 3AM =2A4B + AC, de unde rezultd cerinta.
9.0) BP = 25D = 2 (BA+BC): b) AP = AB+ BP = 4B+ (~AB+ AD)= 4B+ 4D.

10. Vectorul b - AB are lungimea egalad cu bc, la fel ca vectorul ¢ - AC . Punctul D este
al patrulea varf al paralelogramului AB'DC"’, unde AB'=b- AB, AC’=c- AC.Cum AB' =
= AC", paralelogramul AB'DC’ este romb, deci diagonala AD este bisectoarea unghiului «BAC.

11. Din teorema lui Thales rezultd ca A—M = A—N
MB NC

= 4. Deducem C—N:l, deci CN = _lﬁ
c4 5 5

b _AE

EC

este linie mijlocie in trapezul ABCD, deci MN || AB. Apoi, NP este linie mijlocie in triunghiul
ABC, asadar NP || AP. Din axioma paralelelor urmeaza coliniaritatea punctelor M, N si P.

12. Din =2, conform reciprocei teoremei lui Thales, rezulta ca DE || BC. 13. MN

14. Cum AM = AN =3, din reciproca teoremei lui Thales rezulta ca MN || BC. Altfel: BC =
MB NC
= AC - 4B = %(Ef—m) = %W,deciBC | MN. 15. AF = AE+EF = %A— +

+ %(EZ+A—5) = %E+%(—%E+Ej=éﬁ. Rezultd ca punctele 4, C si F sunt
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