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Cuvânt-înainte 

 
Examenul de Bacalaureat reprezint� pentru fiecare tân�r o plac� turnant� în devenirea 

lui intelectual� �i personal�, având menirea de a certifica preg�tirea �tiin�ific� �i 
competen�ele dobândite în liceu, dar �i de a deschide un orizont profesional sau academic 
adecvat fiec�ruia. În consecin��, performan�a la acest examen, �i îndeosebi la disciplina 
matematic�, presupune un efort de preg�tire constant, atât pentru parcurgerea con�inutu-
rilor, cât �i pentru fixare, sistematizare, recapitulare.  

Cartea se adreseaz� celor care preg�tesc bacalaureatul la matematic�, de tip M_�t-nat �i 
M_tehnologic. Lucrarea de fa�� î�i propune s� fie un ghid eficient, cu o strategie complet�, 
care s� r�spund� tuturor exigen�elor disciplinei �i ale probelor de examen. 

Trebuie men�ionat c� aceast� carte este adaptat� la forma de organizare a probei de 
matematic� din cadrul examenului men�ionat. Elevii profilului �tiin�e ale naturii �i cei ai 
profilului tehnologic au o program� de examen asem�n�toare pentru clasele a XI-a – a XII-a, 
dar cu diferen�e importante de con�inut pentru clasele a IX-a – a X-a. De aceea, am evi-
den�iat problemele �i testele specifice doar elevilor de la profilul �tiin�e ale naturii. Astfel, 
acestea sunt marcate cu semnul „∗”. 

Cartea are un pronun�at caracter metodic, fiecare paragraf având trei componente: una de 
ini�iere, una de consolidare �i una de evaluare. Primele patru capitole sunt rezervate antre-
namentului specific pentru examen. Problemele sunt grupate pe teme, urm�rind acoperirea 
complet� a programei. Acolo unde o anumit� tem� nu era destul de bine reprezentat� în 
variantele examenelor din anii preceden�i, au fost ad�ugate probleme clasice, pentru o mai 
bun� aprofundare a subiectului. A�adar, un elev î�i poate alege singur un capitol pe care vrea 
s� îl repete �i g�se�te în carte un num�r suficient de exerci�ii cu ajutorul c�rora s�-�i ating� 
scopul. Problemele din partea de ini�iere sunt înso�ite doar de r�spunsuri. Problemele din 
partea de consolidare sunt înso�ite de indica�ii �i r�spunsuri, dar �i de solu�ii detaliate acolo 
unde acest lucru se impune. Problemele din partea de evaluare nu au r�spunsuri decât la 
testul de tip gril�. 

Capitolul al cincilea este rezervat testelor. Acestea au o structur� specific� examenului de 
Bacalaureat. Testele sunt dispuse pe dou� categorii. Prima categorie este format� dintr-un set 
de 30 de teste propuse, dup� modelul subiectelor date la examenul de bacalaureat din ultimii 
ani �i înso�ite de rezolv�ri complete. Testele din a doua categorie sunt pentru autotestare �i 
nu sunt înso�ite de rezolv�ri. 

Lucrarea poate fi folosit� �i pentru înv��area curent�, deoarece permite elevilor s� se 
antreneze în condi�ii reale, de bacalaureat. Ea se poate dovedi un instrument util profe-
sorilor �i elevilor în vederea recapitul�rii materiei la finalul unui capitol sau la sfâr�itul 
anului �colar. 
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Teme recapitulat ive 

Clasa a IX-a 
1. Mul�imi �i elemente de logic� matematic� 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Tipuri speciale de ra�ionament 

Metoda reducerii la absurd: Pentru a demonstra o implica�ie de tipul: Dac� 
p (ipoteza) atunci q (concluzia), putem presupune concluzia p ca fiind fals� �i apoi 

împreun� cu ipoteza p construim un ra�ionament care conduce la contradic�ie. 
Metoda induc�iei matematice: Se aplic� pentru propozi�ii de forma: Demonstra�i c�, 
oricare ar fi n ∈ �, 0n n≥ , are loc ( )p n , unde ( )p n  reprezint� un enun� care 

depinde de variabila n. Se verific� valoarea de adev�r a propozi�iei ob�inute în cazul 

0n n= , se presupune ca fiind adev�rat� propozi�ia ob�inut� în cazul n k=  �i se 
demonstreaz� valoarea de adev�r a propozi�iei ob�inute pentru 1n k= + . 

1.1.2. Mul�imi �i cardinale 

Teorem�: Orice mul�ime A cu n elemente, unde ,n∈�  admite 2n submul�imi. 
Defini�ie: Pentru o mul�ime finit� A, numim cardinalul s�u �i not�m Card ( )A  ca 
fiind num�rul s�u de elemente. 
Propriet��i: Sunt adev�rate urm�toarele propriet��i: 
P1. ( ) ( ) ( ) ( )Card Card Card CardA B A B A B∪ = + − ∩ ;     
P2. ( ) ( ) ( )Card Card CardA B A B× = ⋅ . 

1.1.3. Mul�imea numerelor reale � 

Defini�ie: Numim modulul unui num�r real x  �i not�m |x| ca fiind distan�a de la 
originea axelor la pozi�ia num�rului pe ax�. 
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Propriet��ile modulului:  
P1. 0,  ;x x≥ ∀ ∈�     P2. 0 0;x x= ⇔ =    P3. ;x y x y= ⇔ = ±  
P4. ,  0 ( ;  );x c c x c c< > ⇔ ∈ −    P5. ,  0 ( ;  ) ( ;  );x c c x c c> > ⇔ ∈ −∞ − ∪ ∞  

P6. 
,   dac� 0

,dac� 0

x x
x

x x
≥�

= �− <�
;     P7. x y x y⋅ = ⋅ , , ;x y∀ ∈�  

P8. ,  ,  ;
x x x y
y y

∗= ∀ ∈ ∈� �     P9. ,  ,  .x y x y x y x y− ≤ ± ≤ + ∀ ∈�  

Defini�ie: Numim parte întreag� a num�rului real x  �i not�m [x] ca fiind cel mai 
mare num�r întreg, mai mic sau egal cu x. 
Propriet��ile p�r�ii întregi: Pentru orice ,x ∈�  au loc propriet��ile: 
P1. [ ] ;x x x= ⇔ ∈�        P2. [ ] [ , 1)x k x k k= ∈ ⇔ ∈ +� . 
Defini�ie: Numim parte frac�ionar� a num�rului real x  �i not�m { }x  ca fiind dife-

ren�a dintre num�r �i partea sa întreag�. 
Propriet��ile p�r�ii frac�ionare: Pentru orice ,x∈�  au loc propriet��ile: 

P1. { } 0 ;x x= ⇔ ∈�        P2. { } [ )0,1x ∈ .  
 

1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1.  Determina�i num�rul de submul�imi ale mul�imii A = {a, b, c}.   
I2.  Determina�i num�rul de submul�imi nevide ale mul�imii A = {a, b, c, d}.   
I3.  Reuniunea a dou� mul�imi, cu câte 20 de elemente fiecare, are 31 de elemente. 

Determina�i num�rul de elemente comune ale celor dou� mul�imi.   

I4.  Demonstra�i c� ( ) ( )2 2

3 1 3 1+ + − ∈� . 

I5.  Ar�ta�i c� num�rul ( ) ( ) ( )5 0, 4 0,1 5a = − ⋅ +� �� 	  este întreg. 

I6.  Determina�i a, b ∈ � dac� avem egalitatea de intervale [a – b; a + b] = [1; 7].  

I7.  Fie A = {1, 2, 3, 4, 5}. Determina�i cardinalul mul�imii:  
B = {x = (a – 1)(a – 2)(a – 3) + 4 | a ∈ A}.   

I8.  Determina�i intersec�ia mul�imilor ( )1, 5A =  �i [ ]3, 11 .B =  

I9.  Determina�i partea întreag� a num�rului 2,13 1,88b = + . 

I10. Rezolva�i în � ecua�ia |x – 2| = 5. 

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Fie mul�imea A = {a, b, c, d}. Determina�i num�rul de submul�imi ale lui A 

care îl con�in pe d.   EDITURA PARALE
LA
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C2. O mul�ime admite 31 de submul�imi nevide. Determina�i num�rul de elemente 

ale acestei mul�imi.   
C3. Dou� mul�imi, cu câte 28 de elemente fiecare, au 11 elemente comune. Deter-

mina�i num�rul de elemente ale reuniunii lor.  
C4. Fie mul�imea A = {1, 2, 3, 4}. Determina�i num�rul de submul�imi care con�in 

simultan pe 1 �i pe 3.   

C5. Demonstra�i c� ( )1
4 2, 6 5

3
+ + = .  

C6. Determina�i elementele mul�imii 
6

2 1
x

x
� 
∈ ∈� �+� �
� � .   

C7. Determina�i toate valorile reale ale num�rului x ∈�  pentru care:  

2 ∈ (4x – 2; 2x + 6). 

C8. Elevii unei clase sunt angrena�i fiecare într-o activitate sportiv�, 12 la volei, iar 

25 la fotbal. �tiind c� 7 dintre ei practic� ambele sporturi, determina�i num�rul 
de elevi ai clasei.   

C9. Determina�i cel mai mare num�r natural al mul�imii \ ,A B  dac� A = [5, 6] �i  

B = [5, 10].   
C10. Determina�i câte elemente întregi con�ine mul�imea ,A B∪  unde A = (–2, 3) �i 

B = (0, 5).   
C11. Ordona�i cresc�tor numerele a = 2,010, b = 2,0(10) �i c = 2,(010). 

C12. Determina�i cardinalul mul�imii A = 
2

3
x

x
� 
∈ ∈� �−� �
� � .  

C13. Fie num�rul ra�ional 1 2 3

11
1, ... ...

9 na a a a= . Calcula�i produsul P = a1 ⋅ a2 ⋅ … ⋅ a10.  

C14. Fie num�rul ra�ional 1 2 3

13
2, ... ...

6 na a a a= . De câte ori apare cifra 3 printre 

cifrele a1, a2, …, a2004?   

C15. Se consider� num�rul ra�ional 1 2 3

23
1, ... ...

15 na a a a=  . Calcula�i suma:  

S = a1 + a2 + … + a2009. 
 

C16. Fie mul�imile ( ]3;4A = −  �i ( ]1;5B = . Determina�i cardinalul mul�imii:  

( )\A B ∩� . EDITURA PARALE
LA
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C17. Fie numerele 98 32 8a = − −  �i 162 18 72b = + + + 72 . Calcula�i 
media geometric� a numerelor a �i b.  

C18. Rezolva�i în � ecua�ia |1 – 2x| = |x + 4|. 

C19. Demonstra�i c� 2 5 3 5− + −  este num�r natural. 

C20. Rezolva�i în � ecua�ia 3 2 11x − = . 

C21*. Calcula�i 
17 11

5 6
� � � 
+ � � �� 	 � �

, unde [ ]x  �i { }x  reprezint� partea întreag�, respectiv 

partea frac�ionar� a num�rului real x. 

C22*. Determina�i partea întreag� a num�rului 17a = . 

C23*. Determina�i partea frac�ionar� a num�rului 25 26b = + . 

C24*. Se consider� num�rul A = 2 2( 2 3) ( 2 1)− + − . Demonstra�i c� A ∈ �. 

C25*. Ar�ta�i c� A = 
1 1 1

...
1 2 2 3 99 100

+ + +
+ + +

 este num�r natural.   

C26*. Demonstra�i c� 3 25 4 19� � � �+ = +� 	 � 	 , unde [ ]x  reprezint� partea întreag� 

a num�rului real x. 

C27*. Demonstra�i c�, oricare ar fi n ∈ �*, are loc egalitatea:  

( )1
1 2 3 ... .

2

n n
n

+
+ + + + =  

C28*. Demonstra�i c�, oricare ar fi n ∈ �*, avem:  

( )( )
1 1 1

...
1 3 3 5 2 1 2 1 2 1

n
n n n

+ + + =
⋅ ⋅ − + +

. 

C29*. Demonstra�i c� num�rul 5 7+ este ira�ional. 

C30*. Ar�ta�i c�, pentru orice num�r natural nenul n, frac�ia 
2 1

2 1

n
n

−
+

 este ireductibil�. 
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1.4. TESTE DE VERIFICARE 

Testul 1 

1. Determina�i elementele mul�imii A B∩  dac� ( )2003, 2015A =  �i ( )2014, 2016B = . 

2. Calcula�i suma 3 5 2− + − ⋅ . 

3. Demonstra�i c� 4 36 64+ = . 

4. Câte submul�imi ale mul�imii { }2,  3,  4,  5,  6A =  con�in doar numere impare? 

5. Ordona�i cresc�tor numerele 4 4,a = −  9 9b = −  �i 16 16.c = −  

6. Demonstra�i c� num�rul ( ) ( )2 2

2 5 2 5A = + + −  este natural. 

Testul 2* 

1. Determina�i cel mai mic num�r întreg al mul�imii A B∩  dac� ( )2010, 2016A=  �i 

( )2013, 2020B = . 

2. Determina�i partea întreag� a num�rului 8 18 32.x = + −  

3. Rezolva�i în � ecua�ia 2 1 3 5x − − = . 

4. Compara�i numerele 5 3a =  �i 3 7.b =  

5. Fie num�rul ra�ional 1 2 3

5
1, ... ...

4 na a a a= . Calcula�i suma 1 2 3 2014... .a a a a+ + + +  

6. Demonstra�i prin induc�ie matematic� c� egalitatea 2 11 2 2 ... 2 2 1n n++ + + + = −  
este adev�rat� pentru orice .n ∈�  

Testul 3 

1. Rezultatul calculului urm�tor 21,2 1,1 1,3− ⋅  este: 
A. 0,1; B. –0,1; C. 0,01; D. –0,01. 

2. Partea întreag� a num�rului 13x = −  este egal� cu: 
A. –3;  B. –4; C. 3; D. 4. 

3. Fie ( )5;11A =  �i [ ]7;12B = . Cel mai mare num�r al mul�imii A B∩  este: 
A. 9; B. 12; C. 11; D. 10. 

4. Num�rul de elemente al mul�imii 
3

,
2 1

A x x n
n

� 
= ∈ = − ∈� �−� �
� �  este:  

A. 2; B. 4; C. 0; D. 1. 

5. Valoarea num�rului natural a  din rela�ia ( ) ( )0,5 0, 3 1,1 6
2020

a+ + =   

A. 2020; B. 2; C. 1010; D. 4040. EDITURA PARALE
LA
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Clasa a X-a 
1. Numere reale 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Radicali 

Defini�ie: Numim radical de ordin ,n∈�  2n ≥ , din num�rul pozitiv a  �i not�m 
n a  ca fiind acel num�r pozitiv x unic cu proprietatea .nx a=  

Observa�ie: Dac� ,x ∈�  atunci, pentru orice , 2,n n∈ ≥�  dac� ,n x ∉�  atunci 

\n x ∈� � . 

Propriet��ile radicalului: Urm�toarele rela�ii sunt adev�rate pentru orice ,  0a b ≥  �i 
,  m n∈� , ,  2.m n ≥  

P1. m m ma b ab⋅ = ;  P2. 
m

m
m

a a
bb

= , 0b ≠ ; 

P3. mn nmp pa a= ;  P4. n m mna a= . 
Observa�ie: Dac� n  este impar, putem calcula n x  �i dac� 0x < . În aceste condi�ii 
n nx x− = − . 

Observa�ie: Avem ( )n
n x x= , dar 

,  este impar

, este par
n n x n

x
x n

��= �
��

. 

1.1.2. Puteri cu exponent real 

Observa�ie: No�iunea de ridicare la putere se poate generaliza astfel: 

1
, 0,n

nx x n
x

− ∗= ≠ ∈� ; 
1

, 0,nnx x x n ∗= ≥ ∈� ; , 0, ,  
m

n mnx x x m n ∗= ≥ ∈� .  

Propriet��ile ridic�rii la putere: Pentru orice , 0x y >  �i orice ,  ,p r ∈�  au loc rela�iile: 

P1. ;p q p qx x x +=   P2. ;
p

p q
q

x x
x

−=   

P3. ( ) ;
qp pqx x=   P4. ( ) p p pxy x y= . EDITURA PARALE

LA
 45



Enun�uri • Clasa a X-a 

 44

1.1.3. Logaritmi 

Defini�ie. Fie , 0,  1.a b a> ≠  Solu�ia (unic�) a ecua�iei xa b=  se nume�te logaritm în 
baza a din b �i se noteaz� cu log .ab  
Propriet��ile logaritmului: Logaritmul are urm�toarele propriet��i valabile pentru 
orice ,  ,  ,a b x  0,y >  ,  1a b ≠ : 

P1. log log loga a axy x y= + ;  P2. log log loga a a
x x y
y

= − ;  

P3. log log ,a ax xα = α α ∈� ;  P4. log
log

log
b

a
b

xx
a

= . 

Observa�ie: Dac� ,  a b∈�  sunt numere prime diferite, atunci log \a b∈� � . 
 
1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1. Calcula�i (–1)5 + (–2)4 + (–3)3 + (–4)2 + (–5). 
I2. Calcula�i (–1)1 + (–1)2 + … + (–1)100. 

I3. Calcula�i 
11

3 1
8

2

−
� �− � �
� �

. 

I4. Calcula�i 3 3125 16 27+ + − . 

I5. Calcula�i 11 7

1
log 11 log

7
+ . 

I6. Calcula�i 3 5log 81 log 25 lg100000+ − . 

I7. Ordona�i cresc�tor numerele a = 3 27− , b = 2

1
log

16
, c = –2. 

I8. Demonstra�i c� 
2

3
4

1
log 64 1000 16

3

−
� �+ = + � �
� �

. 

I9. Demonstra�i c� 3
11log 121 27< . 

I10. Dac� 2log 3 ,a=  demonstra�i c� 2log 6 1 a= + .  
 
1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Calcula�i 18 32 50 72− − + . 

C2. Ar�ta�i c� 
7 8 1

2 14 5
2 7 14

− − = . 

C3. Demonstra�i c� 3 3 316 54 250+ = .  

C4. Demonstra�i egalitatea 3 3729 64 1.− =  EDITURA PARALE
LA
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C5. Dac� lg 3 = a, demonstra�i c� lg 90 = 2a + 1.  
C6. Demonstra�i c� log2 12 + log2 14 – log2 21 = 3.  

C7. Ar�ta�i c� num�rul 3
4 3log 16 log 9 27a = + +  este natural. 

C8. Demonstra�i c� 
2 10

lg lg ... lg .
1 2 9

3+ + + ∈�  

C9. Demonstra�i c� 
2

31331 .∈�   
C10. Compara�i numerele a = 233 �i b = 322. 

C11. Compara�i numerele 3 2008  �i 2008 3 .  

C12. Calcula�i b – a, unde a = log2 3 �i b = log2 6. 
C13. Calcula�i lg 12 + lg 15 – lg 18. 
C14. Demonstra�i c� log4 9 = log8 27.  
C15. Demonstra�i c� log2 3 ⋅ log3 5 ⋅ log5 8 = 3.  

C16. Demonstra�i c� num�rul 3
9 4log 3 log 2a = +  este ra�ional.  

C17. Demonstra�i c� num�rul 2 2 2log (5 7) log (5 7) 2log 3+ + − −  este întreg. 

C18. Demonstra�i c� 22 2
log 3 3 log 3= .  

C19. Compara�i numerele log5 2007 �i 4.  

C20. Demonstra�i c� 3
8 11log 512 512 121 log 121+ > − . 

C21*. Se consider� numerele a = 2 2−  �i b = 2 2+ . Ar�ta�i c� 2
b
a

−  ∈ �. 

C22*. Determina�i a, b ∈ �, �tiind c� 2(1 2) 2a b+ = + . 

C23*. Ar�ta�i c� 2

3
log 3 2

2
< < .  

C24*. Demonstra�i c� 3 9 5 7+ < + .  

C25*. Demonstra�i c� 32 3< .  

C26*. Demonstra�i c� 2 ∈ 3(log 4, 5) .  

C27*. Demonstra�i c� 3
3 5log 5 log 9 9⋅ < .  

C28*. Demonstra�i c� lg 2 3100 27 0+ − > . 

C29*. Dac� log3 2 = a, demonstra�i c� log1218 = 
2

2 1

a
a
+
+

.   

C30*. Demonstra�i c� log3 7 > log7 3.  
 EDITURA PARALE
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1.4. TESTE DE VERIFICARE 

Testul 1 

1. Demonstra�i c� ( )2
349 1000 3 0.+ − + =  

2. Demonstra�i c� num�rul 
50 18

32 8
a +=

−
 este natural. 

3. Demonstra�i c� lg 20 lg50 3.+ =  

4. Demonstra�i c� 3 3 3 3log 5 log 7 log 72 log 2.+ < −  

5. Ordona�i cresc�tor numerele 
3

1

2
a

−
� �= −� �
� �

, 3 125b = −  �i 
1

lg
1000

c = . 

6. Demonstra�i c� 2 3

3 2

3 2
log log

2 3
= . 

Testul 2* 

1. Demonstra�i c� 3
3216 144 log 729.− + =  

2. Demonstra�i c� 
3 9 27

1 2 3
0.

log 2 log 4 log 8
+ − =  

3. Demonstra�i c� numerele a = 10lg7 �i b = 3 343  sunt egale. 

4. Ar�ta�i c� num�rul a = log25 100 ⋅ log16 25 – 2log16 5 este ra�ional. 
5. Demonstra�i c� 11 7 7 11log 3 log 5 log 3 log 5⋅ = ⋅ . 

6. Demonstra�i c� 10 12 7+ < . 

Testul 3 

1. Cel mai mic num�r natural n care verific� rela�ia 3 31 n<  este: 
A. 1; B. 2; C. 3; D. 4. 

2. Fie 3 3log 63 log 7a = − . Atunci: 
A. \a ∈� � ; B. \a ∈� � ; C. \a ∈� � ; D. a ∈� . 

3. Valoarea num�rului ra�ional x din egalitatea 
1 5

3 92 4 8x = ⋅  este: 

A. 1

3
; B. 5

3
; C. 7

3
; D. 8

3
. 

4. Dintre numerele 2 , 3 3 , 3log 10  �i 4log 15  este mai mare decât 2 num�rul: 

A. 2 ; B. 3 3 ; C. 3log 10 ; D. 4log 15 . 
 EDITURA PARALE
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5. Num�rul 
4

9512 apar�ine mul�imii:  
A. \� � ; B. � ; C. \� � ; D. \� � . 

6. Dac� 3log 5 a= , atunci 15log 45  este egal cu: 

A. 2

1 2

a
a

+
+

; B. 2

1

a
a

+
+

; C. 1 2

2

a
a

+
+

; D. 1 2

2 2

a
a

+
+

. 

2. Func�ii �i ecua�ii 

2.1. NO�IUNI TEORETICE 

2.1.1. Func�ii bijective 

Defini�ie: Func�ia :f A B→  se nume�te:  

� func�ie injectiv�, dac� pentru orice , ,u v A∈ cu ,u v≠  avem ( ) ( )f u f v≠ ; 

� func�ie surjectiv�, dac� pentru orice w B∈  exist� ,u A∈  astfel încât ( )f u w= ; 

� func�ie bijectiv�, dac� este injectiv� �i surjectiv�. 
 

Propriet��i ale func�iilor injective: 
P1. Func�ia :f A B→  este injectiv� dac� �i numai dac� pentru , ,u v A∈  cu 

( ) ( ) ,f u f v=  avem u v= ; 

P2. Fie A ⊂ � . Orice func�ie :f A →�  strict monoton� este injectiv�. 
Propriet��i ale func�iilor surjective: Func�ia :f A B→  este surjectiv� dac� �i numai 
dac� Im .f B=  
 

Propriet��i ale func�iilor bijective: Func�ia :f A B→  este bijectiv� dac� �i numai 

dac�, pentru orice ,w B∈  ecua�ia ( )f x w=  admite o singur� solu�ie .x A∈  

2.1.2. Func�ii inversabile 

Defini�ie: Func�ia :f A B→  se nume�te func�ie inversabil� dac� exist� o func�ie 

: ,g B A→  astfel încât ( )( ) ,g f x x=�  pentru orice ,x A∈  �i ( )( ) ,f g y y=�  pentru 

orice .y B∈  
Observa�ii:  
� Dac� exist�, func�ia g se nume�te inversa func�iei f �i se noteaz� 1f − . 

� Avem rela�ia ( ) ( )1 ,f x y f y x−= ⇔ =  cu x A∈  �i .y B∈  

Teorem�: O func�ie este inversabil� dac� �i numai dac� este bijectiv�. EDITURA PARALE
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Clasa a XI-a 
1. Matrice 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Generalit��i  

Forma general�: 

11 12 1

21 22 2

1 2

 ...  

 ...  

.......................

...

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

, unde 11 12,  ,  ...,  mna a a  se numesc coeficien�i.  

Not�m cu ( )m n K×� mul�imea matricelor cu m  linii �i n  coloane �i coeficien�i în 

mul�imea K. 

Dac� m n= , matricele se numesc p�tratice �i avem ( ) ( )
not

.n n nK K× =� �  

Cazuri particulare: 

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 0

nO

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

� �  �
 – matricea nul�, 

1 0 ... 0

0 1 ... 0

0 0 ... 1

nI

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

� �  �
 – 

matricea unitate.  

Fiind dat� matricea ( )
11 12 1

21 22 2

1 2

... 

...

.......................

...

n

n
m n

m m mn

a a a
a a a

A K

a a a

×

� �
� �
� �= ∈� �
� �� �
� �

� , transpusa sa este matricea 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

.......................

...

m

mt

n n nm

a a a
a a a

A

a a a

� �
� �
� �= � �
� �� �
� �

( ).n m K×∈�   
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1.1.2. Rela�ii între matrice �i opera�ii  

Se consider� matricele:  

( )
11 12 1

21 22 2

1 2

...  

...  

.......................

... 

n

n
m n

m m mn

a a a
a a a

A K

a a a

×

� �
� �
� �= ∈� �
� �� �
� �

�  �i ( )
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.......................

...

n

n
m n

m m mn

b b b
b b b

B K

b b b

×

� �
� �
� �= ∈� �
� �� �
� �

� .  

 

Egalitatea a dou� matrice: 
Avem A B=  dac� ij ija b= , pentru orice { }1,  2,  ...,  i m∈  �i { }1,  2,  ...,  .j n∈  

Dac� A B=  �i ,B C=  atunci A = C. 
 

Adunarea matricelor:  

Avem ( )
11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

...

...

......................................................

...

n n

n n
m n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

A B K

a b a b a b

×

+ + +� �
� �+ + +� �+ = ∈� �
� �� �+ + +� �

� . 

Propriet��ile adun�rii matricelor: Adunarea matricelor este o opera�ie:  
� asociativ�, adic� ( ) ( )A B C A B C+ + = + + , pentru orice ( ),  ,  m nA B C K×∈� ; 

� care admite element neutru, adic� ,n nA O O A A+ = + =  pentru orice ( )nA K∈� . 
 

Înmul�irea matricelor cu un scalar: 

Avem ( )
11 12 1

21 22 2

1 2

... 

... 

...............................

...

n

n
m n

m m mn

a a a
a a a

A K

a a a

×

α α α� �
� �α α α� �α = ∈� �
� �� �α α α� �

� , pentru orice Kα∈  �i ( )m nA K×∈� . 

 

Propriet��i ale înmul�irii matricelor cu un scalar:  
Sunt adev�rate rela�iile ( )A B A Bα + = α + α  �i ( ) ,A A Aα + β = α + β  pentru orice 

,  Kα β∈  �i ( ),  m nA B K×∈� . 
 

Înmul�irea matricelor:  

Dac� ( )
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.......................

...

n

n
m n

m m mn

a a a
a a a

A K

a a a

×

� �
� �
� �= ∈� �
� �� �
� �

�  �i ( )

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
,

.......................

...

p

p
n p

n n np

b b b
b b b

B K

b b b

×

� �
� �
� �= ∈� �
� �
� �
� �

�  atunci 
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11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.......................

...

p

p

m m mp

c c c
c c c

AB

c c c

� �
� �
� �= � �
� �
� �
� �

( )m p K×∈� , unde 1 1 2 2 ... ,ij i j i j in njc a b a b a b= + + +  pentru orice 

{ }1,  2,  ...,  i m∈  �i { }1,  2,  ...,  j n∈ . 
 

Propriet��ile înmul�irii matricelor: Opera�ia de înmul�ire a matricelor: 
� este asociativ�; 
� în general nu este comutativ�;  
� opera�ia de înmul�ire a matricelor p�tratice admite element neutru matricea unitate In; 
� este distributiv� în raport cu adunarea matricelor. 
 

Puterile unei matrice p�tratice:  
Fiind dat� o matrice ( ) ,nA K∈�  atunci ...k

k

A A A A= ⋅ ⋅ ⋅�����  pentru orice k ∗∈� . 

Propozi�ie: Sunt adev�rate rela�iile k l l k k lA A A A A += =  �i ( )lk klA A=  pentru orice 

( )nA K∈�  �i ,  k l ∗∈� . 

1.1.3. Urma unei matrice p�tratice  

Dac� ( )
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
,

.......................

...

n

n
n

n n nn

a a a
a a a

A K

a a a

� �
� �
� �= ∈� �
� �� �
� �

�  atunci urma sa este ( ) 11 22 ... nnTr A a a a= + + + . 

Propriet��i: Pentru orice ( ),  nA B K∈�  �i ,Kα∈  avem: 
T1. ( ) ( ) ( )Tr A B Tr A Tr B+ = + ;     T2. ( ) ( )Tr A Tr Aα = α ;     T3. ( ) ( )Tr AB Tr BA= . 
 
1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1.  Determina�i valorile numerelor reale a, b, pentru care matricele:  

 A = 
2 3 4

3 5 7

a
b

+� �
� �−� �

 �i B = 
11 4

16 7

� �
� �
� �

 sunt egale. 

I2. Calcula�i suma matricelor 
2 4 6

3 5 8
A � �

= � �
� �

 �i 
1 1 1

2 3 4
B

−� �
= � �− − −� �

. 
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I3. Fiind dat� matricea 

2 0 4

3 5 2

2 1 3

A
−� �

� �= −� �
� �− −� �

, determina�i matricea 3A− . 

I4. Determina�i produsul matricelor 
2 3

4 5
A � �

= � �
� �

 �i 
1 2

4 1
B � �

= � �
� �

. 

I5. Consider�m matricea 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

B
� �
� �= � �
� �
� �

. Calcula�i B2. 

I6. Se consider� matricea A = 
2 3

4 5

� �
� �
� �

. Demonstra�i c� A2 – 7A = 2I2.   

I7. Pentru matricele A = 
2 3

4 5

� �
� �
� �

 �i 
1 2

4 6
B � �

= � �
� �

 demonstra�i c� ( ) ( )Tr A Tr B= . 

I8. Fie 
2 3

2 3
A � �

= � �
� �

. Determina�i ,x∈�  pentru care 2 .A xA=  

I9. Consider�m matricele 
2 1

1 2
A � �

= � �
� �

 �i 
3 4

4 3
B

− −� �
= � �− −� �

. Demonstra�i c� .AB BA=  

I10. Fie 
1 1

1 1
A

−� �
= � �−� �

. Determina�i cel mai mic num�r natural n, pentru care 2
nA O= . 

 
1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Demonstra�i c�, oricare ar fi num�rul real a, matricele A = 
2 2 5

3 3 2

a
a

+� �
� �+� �

 �i B =  

= 
2 7

3 8

� �
� �
� �

 nu pot fi egale. 

C2. Fie matricele A = 
3 12

6 18

� �
� �
� �

 �i B = 
2 8

4 12

� �
� �
� �

. Demonstra�i c�:  

 (2x + 2)A – (3x + 3)B = O2, pentru orice .x∈�  

C3. Fie matricea Ak = 
2 2

1 0

k k
−

� �
� �
� �

, unde k ∈ �. Determina�i suma elementelor 

matricei B = A1 + A2 + ... + A5.    EDITURA PARALE
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C4. Fie matricele A = 
1 2 3

2 4 6

� �
� �
� �

 �i B = 

1 2

1 2

1 2

−� �
� �−� �
� �−� �

. Demonstra�i c� AB = O2.  

C5. Fie matricele A = 
4 2

2 0

−� �
� �
� �

, B = 
4 1

2 3

−� �
� �−� �

 �i X = 
a b
c d
� �
� �
� �

, unde a, b, c, d ∈  

∈ �. �tiind c� 2X – AB = A, calcula�i a + b + c + d. 

C6. Se consider� matricea A = 

0 1 0

0 0 2

3 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

. Demonstra�i c� A3 = 6I3. 

C7. Fie A = 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

� �
� �
� �
� �
� �

. Ar�ta�i c� exist� d ∈ �, astfel încât A2 = dA.  

C8. Se consider� matricea A = 

0 1 2

0 0 3

0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

. Calcula�i suma A + A2 + A3 + ... + A20. 

C9.  Fie matricea A = 

1 1 0

1 1 0

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

. Demonstra�i c� suma elementelor matricei A4 este 

num�r natural impar. 

C10. Fie 
1 0

0 0
A � �

= � �
� �

. Demonstra�i c� 2014
2A I≠ . 

C11. Se consider� matricea A = 
6 6

5 5

� �
� �− −� �

. Demonstra�i c� A2012 – A2011 = O2. 

C12. Fie 

0 3 4

4 5 6

5 6 7

A
� �
� �= � �
� �
� �

 �i 

a a a
B a a a

a a a

� �
� �= � �
� �
� �

, unde a∈� . Determina�i matricea B cu 

proprietatea ( )Tr B =  ( )Tr A . 

C13. Consider�m matricele 
1 2

2 3
A � �

=� �
� �

 �i 
 

 

a b
B

c d
� �

= � �
� �

. Determina�i ,  ,  ,  ,a b c d ∈�  

astfel încât 2AB I= . EDITURA PARALE
LA

 45



Enun�uri • Clasa a XII-a  

 144

Clasa a XII-a 
1. Legi de compozi�ie 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Legi de compozi�ie 

Fie G o mul�ime nevid� �i o lege „∗”. Legea „∗”:  
� este lege de compozi�ie pe G  dac� x y G∗ ∈  pentru orice ,x y G∈  (se mai spune 

c� mul�imea G este parte stabil� în raport cu legea „∗”); 
� este comutativ� dac� x y y x∗ = ∗  pentru orice , ;x y G∈  

� este asociativ� dac� ( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗  pentru orice ,  ,  ;x y z G∈  

� admite element neutru dac� exist� un element u ∈ G, astfel încât x u u x x∗ = ∗ =  
pentru orice x ∈ G; 
� este simetrizabil� dac� pentru orice x ∈ G exist� un element x' ∈ G, astfel încât 

.x x x x u′ ′∗ = ∗ =  
Observa�ie: Elementul x' se nume�te simetricul lui x în raport cu legea de compozi�ie „∗”. 

1.1.2. Mul�imea claselor de resturi 

Fie mul�imea numerelor întregi �  �i n ∗∈�  fixat. Pentru orice { }0,  1,  2,  ...,  1 ,r n∈ −  

definim mul�imea { }restul împ�r�irii lui  la  este egal cu r z z n r= ∈� � . 

Mul�imea { � �}0, 1, 2, ...,  1n n= −� ��  se nume�te mul�imea claselor de resturi modulo n. 

Definim opera�iile:  

� � �x y z+ = � , unde z este restul împ�r�irii num�rului x y+  la n ; 

� � �x y t⋅ = � , unde t este restul împ�r�irii num�rului xy  la n. 
Propriet��i: 
� adunarea din n�  este lege de compozi�ie asociativ� �i comutativ�; 

� adunarea admite element neutru elementul 0� ; 

� orice element � nx ∈�  este simetrizabil, simetricul s�u fiind elementul �n x− , care se 

mai noteaz� �x− ; EDITURA PARALE
LA
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� înmul�irea din n�  este lege de compozi�ie comutativ�, asociativ� �i distributiv� în 
raport cu adunarea; 

� înmul�irea admite element neutru elementul 1� ; 

� evident, �0 0x⋅ =� �  pentru orice � nx∈� ; 

� dac� n este num�r prim, atunci din � � 0x y = �  ob�inem � 0x = �  sau � 0y = � ; dac� n  nu este 

prim, nu este adev�rat întotdeauna (de exemplu, în 6�  avem �3 4 0);⋅ =� �  

� un element �x  este inversabil dac� exist� �y  astfel încât � � 1x y = � ; atunci �y  este 

inversul lui �x  �i se noteaz� �
1

x
−

; 

� un element �x  este inversabil dac� �i numai dac� numerele x  �i n  admit divizor 
comun doar pe 1. 
 
1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Calcula�i 4 9.�  

I2. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Demonstra�i c� aceast� lege 
este comutativ�.  

I3. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Demonstra�i c� aceast� lege 
este asociativ�. 

I4. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Demonstra�i c� 3 este elementul 
neutru al acestei legi. 

I5. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3x y x y= + −� . �tiind c� legea admite pe 3 ca 
element neutru, determina�i simetricul elementului 7x =  în raport cu aceast� 
lege. 

I6. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3x y x y= + −� . Determina�i valoarea num�rului 
real x, pentru care 21x x x =� � . 

I7. În 6� , calcula�i �2 5+ � . 

I8. În 6� , calcula�i �2 5⋅ � . 

I9. Consider�m mul�imea 
 0

0  

a
C a

a
� �� �� �= ∈	 �� �
� �� �
 

� . Demonstra�i c�, oricare ar fi 

,  ,X Y C∈  avem .X Y C+ ∈  

I10. Consider�m mul�imea 
 0

0  

a
C a

a
� �� �� �= ∈	 �� �
� �� �
 

� . Demonstra�i c�, oricare ar fi 

,  ,X Y C∈  avem .X Y C⋅ ∈  
 EDITURA PARALE
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1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Se consider� opera�ia „ ⊥ ” definit� prin x ⊥  y = x y + y x, pentru orice x, y ∈  
∈ (0, ∞). Calcula�i 2 ⊥  3. 

C2. Pe � definim opera�ia „∗” prin x ∗ y = xy – 4x – 4y + 20, pentru orice x, y ∈ �. 

Determina�i t ∈ �, �tiind c� t * t = 4.    

C3. Pe � definim opera�ia „∗ ” prin rela�ia x ∗ y = xy – 2x – 2y + 6, pentru orice  

x, y ∈ �. Demonstra�i c� z ∗ 3 = 3 ∗ z = z pentru orice z ∈ �.  

C4. Fie mul�imea A = {2k | k ∈ �}. Demonstra�i c�, oricare ar fi x, y ∈ A, avem  

x + y ∈ A. 
C5. Pe mul�imea G = (–4, ∞) definim opera�ia „ � ” prin x �  y = xy + 4x + 4y + 12, 

pentru orice x, y ∈ G. Demonstra�i c�, oricare ar fi x, y ∈ G, avem x �  y ∈ G. 

C6. Consider�m opera�ia „ • ” definit� prin x •  y = x + y – 6, pentru orice x, y ∈ �. 

Demonstra�i c� x •  (y •  z) = (x •  y) •  z, pentru orice x, y, z ∈ �. 

C7. Demonstra�i c� opera�ia „∗ ”, definit� prin x∗ y = xy + x + y, pentru orice x, y ∈  

∈ �, este asociativ�.  

C8. Fie mul�imea M = {2k + 1 | k ∈ �}. Demonstra�i c� mul�imea M este parte 

stabil� în raport cu înmul�irea numerelor întregi. 

C9. Determina�i elementul neutru al legii „ ⊥ ” definit� prin x ⊥ y = 2 2x y+ , 

pentru orice x, y ∈ [0, ∞).  

C10. Fie opera�ia „ ⊥ ” definit� prin x ⊥ y = 
2

x y+
, pentru orice x, y ∈ �. Demon-

stra�i c� aceast� opera�ie este comutativ�, dar nu este asociativ�. 

C11. Pe � definim legea „∗ ” definit� prin x ∗  y = xy – 2x – 2y + 6, pentru orice  

x, y ∈ �. �tiind c� legea admite pe 3 ca element neutru, determina�i elementele 

simetrizabile. 
C12. Determina�i valoarea num�rului real a, �tiind c� opera�ia „ ∗ ” definit� prin  

x ∗  y = x + y – a, pentru orice x, y ∈ �, admite pe 2 ca element neutru. 

C13. Fie opera�ia „∗ ” definit� prin x ∗  y = xy – 3x – 3y + a, pentru orice x, y ∈ �. 

Determina�i num�rul real a, �tiind c� opera�ia „∗ ” este asociativ�. EDITURA PARALE
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C14. Fie mul�imea G = 
1

0 1

a
a

� �� �� �∈	 �� �
� �� �
 

� . Demonstra�i c� înmul�irea matricelor este 

lege de compozi�ie pe mul�imea G.   
C15. Fie mul�imea A = � �

8{1, 3, 5, 7} ⊂� � � . Demonstra�i c� mul�imea A este parte 

stabil� în raport cu înmul�irea din �8. 

C16*. Pe �  definim legea „⊥” prin x ⊥ y = (x – 2)(y – 2) + 2, pentru orice x, y ∈ � . 
Determina�i valoarea num�rului real x care verific� rela�ia x ⊥ x ⊥ x = 10.  

C17*. Fie mul�imea A = { 3 ,  }a b a b+ ∈� . Demonstra�i c� mul�imea A este parte 

stabil� în raport cu înmul�irea numerelor reale. 

C18*. Pe � definim legea „⊥” prin x ⊥ y = (x – 2)(y – 2) + 2, pentru orice x, y ∈ �. 

�tiind c� opera�ia este asociativ�, calcula�i 10 ⊥ 9 ⊥ 8 ⊥ … ⊥ 1 ⊥ 0. 

C19*. Demonstra�i c� opera�ia „ ∗ ” este asociativ�, unde x ∗  y = 3 33 1x y+ + , pentru 

orice x, y ∈� .  

C20*. Pe � definim opera�ia „ ∗ ” prin rela�ia x ∗  y = xy – 2x – 2y + 6, pentru orice  

x, y ∈ �. Da�i exemplu de dou� numere a, b ∈ � \ �, pentru care a ∗  b ∈ �. 

 
1.4. TESTE DE VERIFICARE 

Testul 1 

1. Consider�m legea „ � ” definit� prin 2 2 2x y xy x y= + + +� , pentru orice ,x y ∈� . 
Demonstra�i c� aceast� lege este asociativ�. 

2. Consider�m legea „ � ” definit� prin 2 2 2x y xy x y= + + +� , pentru orice ,x y ∈� . 
Determina�i elementul neutru al acestei legi. 

3. Consider�m legea „ � ” definit� prin 2 2 2x y xy x y= + + +� , pentru orice ,x y ∈� . 

Demonstra�i c�, oricare ar fi  x, y ∈ (–2, ∞), avem x � y ∈ (–2. ∞). 

4. Consider�m legea „ � ” definit� prin 2 2 2x y xy x y= + + +� , pentru orice ,x y ∈� . 
Determina�i toate valorile reale ale num�rului a  pentru care 7a a =� . 

5. Consider�m legea „ � ” definit� prin 2 2 2x y xy x y= + + +� , pentru orice ,x y ∈� . 

Determina�i un element c∈  � cu proprietatea x c c x c= =� � , pentru orice x∈� . 

6. Consider�m legea „ � ” definit� prin 2 2 2,x y xy x y= + + +�  pentru orice ,x y ∈� . 

Calcula�i: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 2 1 0− − − − −� � � � � .  
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Testul 2* 

1. Consider�m legea „∗” definit� prin 3 33 8x y x y∗ = + − , pentru orice ,x y ∈ �. 

Demonstra�i c� legea „∗” este asociativ�. 

2. Consider�m legea „∗” definit� prin 3 33 8x y x y∗ = + − , pentru orice ,x y ∈ �. 

Determina�i elementul neutru al acestei legi. 

3. Consider�m legea „∗” definit� prin 3 33 8x y x y∗ = + − , pentru orice ,x y ∈ �. 

Demonstra�i c� orice x∈� este simetrizabil în raport cu legea „∗”. 

4. Consider�m legea „∗” definit� prin 3 33 8x y x y∗ = + − , pentru orice ,x y ∈ �. 

Determina�i toate valorile reale ale num�rului a care verific� egalitatea 
3 13a a a∗ ∗ = − . 

5. Consider�m legea „ � ” definit� prin 2 2 2x y xy x y= + + +� , pentru orice ,x y ∈ �. 

�tiind c� legea admite element neutru pe 1− , determina�i elementele simetrizabile 
ale acestei legi. 

6. Fie { }3 1G k k= + ∈� . Demonstra�i c� aceast� mul�ime este parte stabil� în 

raport cu înmul�irea numerelor întregi. 

Testul 3 

1. Pe mul�imea ( )1;A = ∞  definim legea de compozi�ie „∗” prin 2 2 1x y x y∗ = + − . 

Aceast� lege este:  
A. comutativ� �i asociativ�; B. comutativ� �i neasociativ�; 
C. necomutativ� �i asociativ�; D. necomutativ� �i neasociativ�. 

2. Pe mul�imea ( )1;A = ∞  definim legea de compozi�ie „∗” prin 2 2 1x y x y∗ = + − . 

Despre elementul neutru putem spune c�: 
A. este egal cu 1; B. nu exist�; C. este egal cu 2; D. este egal cu 3. 

3. Fie { }nu e divizibil cu 4B x x= ∈� . Care dintre opera�iile urm�toare definesc o 

lege de compozi�ie pe B? 
A. adunarea; B. sc�derea; C. înmul�irea; D. împ�r�irea. 

4. Pe � , definim legea „ ”�  prin 8x y x y= + −� . �tiind c� elementul neutru este 
egal cu 8, care este simetricul lui 3 în raport cu acest� lege? 

A. –3; B. –8; C. 3; D. 13. 
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