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CUVANT-INAINTE

Acest auxiliar este conceput pentru a sprijini elevii de clasa a VIII-a in pregatirea
pentru Evaluarea Nationald, dar si pe cei care doresc sad participe la olimpiadele
scolare.

Partea I reuneste continuturile de geometrie in spatiu prevazute in programa
pentru Evaluarea Nationald, prezentate sintetic si insotite de aplicatii rezolvate,
menite sd faciliteze Intelegerea si fixarea notiunilor.

Partea a II-a extinde aceste cunostinte prin introducerea unor teoreme importante,
care ofera elevilor instrumente suplimentare pentru abordarea problemelor cu un
grad mai ridicat de dificultate. Tot aici sunt prezentate diverse metode de determinare

a distantei dintre doud drepte necoplanare, ilustrate prin aplicatii practice.



EXTRAS DIN PROGRAMA PENTRU
EVALUAREA NATIONALA
PENTRU ABSOLVENTII CLASEI A VIII-A

Domeniul de continut: Geometrie

Subdomeniul: Corpuri geometrice

Corpuri geometrice: piramida, piramida regulata, tetraedrul regulat; prisma
dreapta, paralelipiped dreptunghic, cub; cilindru circular drept; con circular drept;
reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari

Paralelism: drepte paralele, unghiul a doua drepte, dreaptd paralela cu un plan,
plane paralele, aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate;
trunchiul de piramida si trunchiul de con circular drept

Perpendicularitate: drepte perpendiculare in spatiu, dreapta perpendiculara pe un
plan, aplicatii: ndltimea unei piramide, Indltimea unui con circular drept, distanta
dintre doua plane paralele, indltimea prismei drepte, a paralelipipedului
dreptunghic, a cilindrului circular drept, a trunchiului de piramidd/con circular
drept; plane perpendiculare, aplicatii: sectiuni diagonale, sectiuni axiale in corpurile
studiate; proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan; unghiul dintre o
dreapta si un plan, aplicatie: lungimea proiectiei unui segment; unghi diedru, unghi
plan corespunzator diedrului; unghiul a doua plane; plane perpendiculare; teorema
celor trei perpendiculare; calculul distantei de la un punct la o dreapta; calculul
distantei de la un punct la un plan; calculul distantei dintre doua plane paralele
Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice
studiate

Arii si volume ale unor corpuri geometrice: piramida regulata (cu baza triunghi
echilateral, patrat sau hexagon regulat), prisma dreapta (cu baza triunghi echilateral,
patrat sau hexagon regulat), paralelipiped dreptunghic, cub, cilindru circular drept,
con circular drept, trunchi de piramida regulatd, trunchi de con circular drept
Sfera: arie, volum

Evaluarea Nationald si olimpiadele scolare
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CONTINUTURI DE GEOMETRIE iN SPATIU
PENTRU EVALUAREA NATIONALA



I.1. CORPURI GEOMETRICE

I.1.1. PIRAMIDA, PIRAMIDA REGULATA, TETRAEDRUL REGULAT

PIRAMIDA este corpul geometric determinat de un poligon plan si un punct care nu
apartine planului care contine acel poligon.

Poligonul plan este baza piramidei, laturile poligonului sunt muchiile bazei,
punctul exterior este varful piramidei, iar segmentele determinate de varful piramidei
si varfurile bazei sunt muchiile laterale.

Piramida cu baza triunghi se numeste piramida triunghiulara sau tetraedru (figura 1),
piramida cu baza un patrulater se numeste piramida patrulatera (figura 2), piramida cu

baza un hexagon se numeste piramida hexagonala (figura 3) s.a.m.d.

1%

sau

Fig. 1 B c

B C
B Fig. 3

Fig. 2
Triunghiurile determinate de varful piramidei si laturile poligonului de la baza

sunt fetele laterale. v
PIRAMIDA REGULATA este piramida care are baza poligon
regulat si muchiile laterale congruente.
Intr-o piramida regulatd fetele laterale sunt triunghiuri

isoscele congruente.

Indltimea unei fete laterale intr-o piramidi regulati se B
numeste apotema. E
PIRAMIDA TRIUNGHIULARA REGULATA are baza triunghi
echilateral si muchiile laterale congruente (figura 4). Fig. 4
10 Geometrie in spatiu



TETRAEDRUL REGULAT este o piramida triunghiulara
regulata In care fetele laterale sunt triunghiuri echilaterale
(figura 5).

Tetraedrul regulat are toate fetele triunghiuri
echilaterale.

Intr-un tetraedru regulat muchiile laterale sunt
congruente cu muchiile bazei.

In figurile 4 si 5 segmentul VE este apotema piramidei.

14
PIRAMIDA PATRULATERA REGULATA este piramida regulata
care are baza patrat si muchiile laterale congruente (figura 6).
C
Y%
E

A Fige B
14
PIRAMIDA HEXAGONALA REGULATA are baza hexagon
regulat si muchiile laterale congruente (figura 7).
A D
B C
Fig. 7

Desfasurarea piramidelor regulate triunghiulare din figurile 4 si 5 sunt figurile 8,

respectiv 9.
p 1%

Vv
| | /C@B\
14 Vv 14 Vv
A A
Fig. 8 Fig. 9
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Desfasurarile piramidelor regulate din figurile 6 si 7 sunt reprezentate in figurile

10si 11,

14
D C
v 1
A B
14
Fig. 10 Fig. 11

Observatie:
in figurile 8, 9, 10, 11 sunt reprezentate cele mai simple desfasurdri ale corpurilor

din figurile 4, 5, 6, respectiv 7.
Pentru fiecare corp exista mai multe desfasurari, unele sunt mai greu de inteles.

A C A

De exemplu, pentru tetraedrul din figura 5,

o altd desfasurare este in figura 12.

1% B 14
Fig. 12

I.1.2. PRISMA DREAPTA, PARALELIPIPEDUL DREPTUNGHIC, CUBUL

PrRISMA este corpul geometric determinat de doua poligoane plane congruente,
situate in plane paralele.

2 poligoanele plane congruente sunt bazele prismei;

< laturile acestor poligoane sunt muchiile bazelor;

< segmentele care au extremitati varfuri corespunzatoare ale bazelor se numesc

muchii laterale;
2 fetele laterale sunt paralelograme.
Daca fetele laterale sunt dreptunghiuri, atunci prisma se numeste prisma dreapta.

12 Geometrie in spatiu
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PRISMA TRIUNGHIULARA REGULATA

Prisma triunghiulara regulata este o prisma dreapta cu baze triunghiuri echilaterale.

c B’

AI

Fig. 1

Fig. 2
A

In figura 1 este desenati o prisma triunghiulard regulata.

In figura 2 este reprezentata desfasurarea unei prisme triunghiulare regulate.

PARALELIPIPEDUL DREPTUNGHIC este o prismd dreaptd care are bazele dreptun-
ghiuri.
Paralelipipedul dreptunghic are toate fetele dreptunghiuri.

A’ B’
Dl C! A! Dy C/ B'
A’ : B’
Do 7 C A D C B
A B A B
Fig. 3
A’ ) B’
Fig. 4

In figura 3 este desenat un paralelipiped dreptunghic.
In figura 4 este reprezentaté o desfisurare a unui paralelipiped dreptunghic.

Evaluarea Nationald si olimpiadele scolare 13
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I.1. DISTANTA DINTRE DOUA DREPTE NECOPLANARE

Fiind date doud drepte necoplanare, existd o dreapta si numai una care
intersecteazd cele doua drepte si este perpendiculard pe fiecare dintre ele. Aceasta
dreaptd se numeste perpendiculara comuna a celor doua drepte.

Distanta dintre doua drepte necoplanare este egala cu
lungimea perpendicularei comune.

In exemplul din figura 1 dreptele a si b sunt necoplanare,

dreapta c este perpendiculara comunad si distanta dintre dreptele

Fig. 1

a sib este egala cu lungimea segmentului AB.

Pentru aflarea distantei dintre doud drepte necoplanare trebuie sd determinam
perpendiculara comuna si apoi sd calculam lungimea ei.

Sunt probleme in care perpendiculara comuna este greu de determinat. Exista
teoreme care ne permit sa aflam distanta dintre doud drepte necoplanare fara sa
determinam perpendiculara comuna.

Teorema 1:

Distanta dintre doua drepte necoplanare este egald cu distanta dintre doua plane
paralele care contin cele doua drepte.

Demonstratie:

Fie AB perpendiculara comuna a dreptelor necoplanare a si b. Deci d(a, b) = AB.

FieAeasib'|b,Aeb.Dinanb ={A} = a=(a,b).

FieBebsia'|la,Bea.Dina' nb={B}=p=(@4,0).

alla’, b||b'

Din g, b' ¢ o, anb’ ={Al= a||p. b>/<
a, bcB,a'nb={B} . =
alp ’

Din ABLB |=d(a, B)=AB. b
Aeco,Bef 5 a_~—pg

Din d(a, b) = AB si d(a, B) = AB = d(a, b) = d(a,, B).

Teorema 2:

Distanta dintre doua drepte necoplanare este egala cu distanta de la punctul de
intersectie dintre una din ele si un plan perpendicular pe ea la proiectia celeilalte drepte
pe acel plan.

Demonstratie:

Fie a si b dreptele necoplanare, a L o, a " o.={O}, b'=pra b, OC LV, C e b'sip=(b, ').
Dinb'=prabsip=(0,bt)=pLoa.

70

Geometrie in spatiu
| ’



Dinb'=pra b, C € b' = exista B € b, astfel incat C = prv B. b
Din b’ =pra b, C=pry B= BC L a.
Ducem BA L a, A € a = «BAO =90° (1). B A
Din BC L a, OC c o= BC L CO = «BCO =90° (2).
Din AO Lo, OCca= AO L OC = «AOC =90° (3).
DinAO LasiBClLoa= AO| BC= A, B, C, O sunt puncte C 0
coplanare (4).

Din (1), (2), (3) si (4) = ABCO este dreptunghi.
Din ABCO - dreptunghi = AB || OC si AB = OC.
Din BC L CO = OC L BC.

OC L BC,BCcB

Mociypep

Din OC 1L B, AB||OC = AB L B.
DinAB1B,bcpp=AB.Lb.
Din AB 1 bsi AB La= d(a, b)= AB.
Din d(a, b) = AB si AB=0OC = d(g, b) = OC.
Teorema 3:

= O0C L.

Distanta dintre doud drepte necoplanare perpendiculare este egald cu distanta de
la punctul de intersectie dintre una din ele si un plan perpendicular pe ea care contine
cealalta dreapta. Perpendiculara din punctul de intersectie pe dreapta din plan este
chiar perpendiculara comuna.

Demonstratie:

Fie a si b drepte necoplanare perpendiculare, C € b. a
Ducem CA L a, A € a. Notam (b, CA) = B.

DinCA La=al AC. b

nuJ_AC'ACCB:aJ_B. A /
alb,bcpP B !

Ducem AB L b, B eb.

Dinal B, ABcf=>al AB=AB la.

Din AB L asi AB 1 b = AB este perpendiculara comuna.

Deci d(a, b) = AB.

Situatia din teorema 3 reprezinta un caz particular pentru dreptele necoplanare din

teorema 2, cand dreptele necoplanare sunt perpendiculare.

Teorema 4:

Volumul unui tetraedru este egal cu o sesime din produsul lungimilor a doua
muchii opuse Inmultit cu distanta dintre ele si cu sinusul unghiului format de cele doua
muchii.
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