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Capitolul 1
PUNCTE, DREPTE, PLANE

1.1. Puncte, drepte, plane. Determinarea dreptei.
Determinarea planului

Notiunile elementare ale geometriei 1n spatiu sunt: punctul, dreapta, planul, spatiul,
distanta si masura unghiurilor. In geometria pland existi un singur plan, iar in
geometria In spatiu existd mai multe plane. Spatiul se noteaza cu S.

Punctul este pus in evidenta prin reprezentarile si/sau notatiile:

y B

X

Dreapta este pusa in evidenta prin reprezentarile si/sau notatiile:
d A B

Planul este pus in evidenta prin reprezentirile si/sau notatiile:

4 B d, d2><d1 4
a B c /) d —<

planul o planul B planul (4BC) planul (d\d;) planul (did,) planul (d4)

AXIOMELE DE INCIDENTA in geometria in spatiu sunt urmétoarele:

1. Spatiul este o multime de puncte.

2. Dreptele si planele sunt submultimi ale spatiului (notdim d — S, o < S).

3. Orice dreapta contine cel putin doud puncte distincte. Orice plan contine cel
putin trei puncte necoliniare. Existd patru puncte care nu apartin aceluiasi plan.

4. Prin orice doua puncte distincte (4 si B) trece o singura dreapta (4B).

5. Orice trei puncte necoliniare (4, B, C) determind un plan unic (4BC).

6. Daca doua plane diferite au un punct comun, atunci intersectia lor este o dreapta.

TEOREMA 1. Dacia o dreapta are doud puncte distincte situate intr-un plan, atunci
dreapta este continuta in plan.

TEOREMA 2. O dreapti d si un punct 4 ¢ d determina un singur plan (notat (d4) sau
(4d)).

TEOREMA 3. Doui drepte distincte d si d' cu un singur punct comun determina un
plan unic (notat (dd")).

TEOREMA 4. Doua drepte paralele d si d’ determind un plan unic (notat (dd")).



Observatii. 1. Spatiul are o infinitate de puncte.
2. Printr-o dreapta trec o infinitate de plane.

Problema rezolvata

Se considerd o figurd geometrica Z cu proprietatea ca dreapta care trece prin doua
puncte ale figurii este continutd in figurd. Demonstrati ca figura geometricd este o
dreapta sau este un plan sau este tot spatiul.

Solutie. Figura & contine cel putin doua puncte distincte 4, B si deci si dreapta AB.
Daca & < AB, problema este demonstrata. Fie atunci un punct C € % — 4B. Atunci tot
planul (4BC) c & . Daca # < (ABC), problema este demonstrata. Daca exista D €
e Z— (ABQO), fie un punct E situat in partea planului (4BC) care nu contine pe D.
Avem DE N (ABC) = {N} si deci DE — #. Analog # contine si orice punct G situat
de aceeasi parte a planului (4BC) cu D si deci figura contine orice punct al spatiului.

Probleme propuse
*

1. Justificati de ce medianele, bisectoarele, inaltimile §i mediatoarele triunghiului
ABC se afla continute in planul (4BC).

2. Fie dreptunghiul ABCD si punctul N ¢ (4BC) = a.. Determinati:
a) (ACN) N a; b) (BCN) N a; ¢) (ACN) n (BDN).

3. Fie patrulaterul convex ABCD inclus in planul a si punctul N ¢ a. Cate plane
distincte pot determina punctele 4, B, C, D, N?

4. Fie punctele necoplanare 4, B, C si D.

a) Scrieti cate trei drepte determinate de cate doud din cele patru puncte.

b) Scrieti cate trei drepte determinate de cate doud din aceste puncte care contin
punctul 4.

¢) Scrieti trei plane care au punctul comun B.

d) Scrieti trei drepte coplanare.

e) Scrieti trei drepte coplanare doar doua cate doua.

5. Determinati numarul maxim de drepte determinate de » puncte din spatiu (n > 2).
6. Determinati numarul maxim de plane determinate de »n puncte din spatiu (7 > 3).

7. Fiind date 5 puncte in spatiu, determinati » minim, stiind c& daca oricare n puncte
sunt coliniare, atunci toate punctele sunt coliniare.



8. Fiind date 5 puncte in spatiu, determinati » minim, stiind c& daca oricare n puncte
sunt coplanare, atunci toate punctele sunt coplanare.

9. Fie punctele necoplanare M, N, P, R si punctele 4 € [MN], B € [PR]. Determinati
(APR) N (BNM).

10. Fie paralelogramele ABCD si CDEF situate in plane diferite. Determinati (AEF) N
N (BDE).
*k

11. Determinati numarul planelor care trec prin punctele 4, B, C, daca:

a)AB=26 cm, BC=24 cm, AC=10 cm;

b)AB=13cm, BC=8 cm, AC =21 cm;

c)AB=16 cm, BC=9 cm, AC =24 cm;

d)AB=8cm, BC=11cm, AC=20 cm.

12. Cate plane distincte se pot forma cu punctele 4, B, C, D, dacdi 4 ¢ a, B € a, C €
€ AB,C#B,D e o, D # B?

13. Fie triunghiul 4BC si bisectoarele (4D), (BE), (CF) si punctul M ¢ (4ABQO).
Determinati intersectia planelor (MAD), (MBE), (MBC).

14. Intr-un plan o sunt punctele distincte 4, B, C, D si fie punctul M ¢ o. Care este
numarul minim de plane determinate de aceste puncte?

15. Demonstrati ¢, in figura 1, punctele R, S, T sunt coliniare.

Figura 1

16. Fie punctele distincte 4, B, C, D, iar E, F mijloacele segmentelor (4B) si (CD).
Demonstrati ca, dacd BC + AD = 2EF, atunci toate punctele sunt coplanare.

17. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D si fie M, N, P, R mijloacele segmentelor (4B),
(BC), (CD), (DA). Demonstrati ca planele (4ABP), (BCR), (CDM), (DAM) au un punct
comun.



18. Fie dreapta d care nu este continutd in planul a. Cate elemente are multimea
dma?

19. Demonstrati ca, pentru orice plan o, exista cel putin un punct nesituat in o.
20. Fie dreptele AB si CD necoplanare. Demonstrati cd AD si BC nu sunt coplanare.
21. Demonstrati ca exista doua drepte care nu au puncte comune.

22. Fie trei drepte din spatiu, dintre care oricare doud sunt secante. Demonstrati ca
dreptele sunt concurente sau secante.

23. Dacda mai multe drepte care nu trec prin acelasi punct sunt concurente doud cate
doua, atunci sunt coplanare.

24. Demonstrati ca exista cel putin doud plane care contin o dreapta data.

25. Fie planul (4BC) si punctul D ¢ (4BC). Demonstrati ca exista trei triplete de
puncte necoliniare si determinati (DAB) N (DAC) N (DBC).

26. Fie doua plane a si . Demonstrati ca exista cel putin o dreapta care nu este situata
in niciunul din cele doua plane.

27. Demonstrati ca spatiul coincide cu reuniunea tuturor dreptelor sale.
28. Demonstrati ca spatiul coincide cu reuniunea tuturor planelor sale.

29. Se dau doud drepte oarecare in spatiu si un punct nesituat pe ele. Demonstrati ca
exista o dreapta unica ce trece prin punctul dat si intersecteaza doud drepte.

30. Se dau trei drepte oarecare in spatiu. Demonstrati ca existd o infinitate de drepte
care intersecteaza simultan cele trei drepte.

31. Fie punctele necoliniare 4, B, C si dreapta d care nu contine aceste puncte.
Demonstrati ca planele (Ad), (Bd), (Cd) taie planul (4BC) dupa trei drepte concurente.

32. Fie punctele necoplanare 4, B, C, D, iar E, F' mijloacele segmentelor (4B) si (CD).
Demonstrati cd AC + BD > 2EF.

33. Fie punctele necoliniare 4, B, C si punctul O ¢ (4BC). Fie punctele A’ € OA4, B' €
€ OB, C' € OC diferite de O, 4, B, C si fie BC n B'C'= {4}, AC n A'C' = {B,},
AB n A'B' = {C,}. Demonstrati cd punctele 4,, B;, C; sunt coliniare (teorema lui
Deasargues).



1.2. Piramida

DEFINITIE. Daca #°= 4,4,...4, (n > 3) este un poligon convex inclus in planul

o, iar punctul ¥ ¢ o, atunci reuniunea tuturor segmentelor [VM], unde M
apartine suprafetei poligonale S = [414>...4,] se numeste piramida de varf V' si
baza S.

Denumiri:

e segmentele [VA4,], i =1, n, se numesc muchiile laterale ale piramidei;

e punctele Ay, A», ..., A, se numesc varfurile bazei piramidei;
o [VAA4,], [VA243], ..., [VA,A1] se numesc fetele laterale;

e distanta de la V' la planul o se numeste indltimea piramidei.
Aria laterala: 4, =4, , +4,, , +..+4

Z Vidy VA, A

Ariatotalda: 4, =4+ 4

A Ay ... A,

In functie de numarul muchiilor bazei, piramida se numeste: triunghiulara (n = 3) (fig.
2), patrulaterd (n = 4) (fig. 3), pentagonald (n =5) (fig. 4), hexagonala (n = 6) (fig.5)
etc. V

V
4 14
C N
B A B R C B C

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

Tetraedrul (VABC) este determinat de patru puncte necoplanare numite varfuri. Are
patru varfuri si patru fete (care sunt triunghiuri). Fata pe care este asezat se numeste
baza. Oricare fata poate fi baza.
In figura 6 avem desfasurarea piramidei VABC (se sectioneaza piramida dupa muchiile
VA, VB, VC si rabatam fetele (VAB), (VAC), (VBC) pana devin coplanare cu baza
ABC). In figura 7 avem desfasurarea tetraedrului regulat (tetraedru cu toate muchiile
congruente (4B) = (BC) = (CA) = (VA) = (VB) = (CV), adica toate fetele sunt
triunghiuri echilaterale.

V |4
Aﬁc /A@C\
v
V B V B |4

Fig. 6 Fig. 7




Piramida regulata este piramida cu toate muchiile
laterale congruente si baza poligon regulat (fetele
laterale sunt triunghiuri isoscele). Piciorul inaltimii
coincide cu centrul cercului circumscris bazei.
Iniltimea unei fete laterale a unei piramide regulate se
numeste apotema piramidei ((V'M) in figura 8.

In piramida regulati avem:

AB=AC=BC#VA=VB=VC.

R n-l-a
In piramida regulatd avem 4, = 5 L. unde VA = m, AB = I, VM = a,. Aici

,lucrdm” cu urmatoarele triunghiuri dreptunghice: AVOA, AVOM, AVMB.
Pentru orice poliedru convex (in particular si pentru orice piramida) avem relatia lui
Euler: v+ f=m + 2, unde v, f, m reprezintd numarul de varfuri, fete, respectiv muchii.

Probleme rezolvate

1. Se numeste bimediand intr-un tetraedru segmentul de dreaptd care uneste
mijloacele a doud muchii opuse. Se numeste mediana intr-un tetraedru segmentul de
dreapta care uneste un varf cu centrul de greutate al fetei opuse. Demonstrati ca:

a) in orice tetraedru, bimedianele sunt concurente (in punctul G);

b) in orice tetraedru, medianele sunt concurente (in punctul G);

¢) in orice tetraedru, avem G = G'.

Solutie. Fie tetraedrul ABCD si M, N, P, O, R, S
mijloacele laturilor (4B), (BC), (CD), (DA), (BD),
respectiv (AC) (figura 9). Segmentele (MP), (NQ), (RS)
sunt bimediane. Fie G, G,, G;, G4 centrele de greutate
ale triunghiurilor (BCD), (ABC), (ACD), respectiv (ABD).
Segmentele AG,, DG,, BG;, CG4 sunt mediane.

a) Cum (NP) si (MQ) sunt linii mijlocii In ABCD,

respectiv ABD, avem NP || BD || MO, NP = MQ = %BD. Fig. 9 C

Deci, MNPQ este paralelogram si atunci MP si NQ se intersecteaza in punctul G
(mijlocul lor). Analog NRQOS este paralelogram si atunci G € RS este mijlocul lui (RS).

b) Avem MP n NQ = {G} in planul (MNP) si AG n BP # J in planul (4BP). Deci,
dreptele MP, NQ, AG, se intersecteaza doua cate doud si nu sunt coplanare. Cum P €
€ (MNP) m (ABP), cele doud plane au o dreaptd comuna si G € AG;. Analog G €
e DG,, G € BG;, G € CG,.

DEFINITIE. Punctul G este centrul de greutate al tetraedrului.

2. Fie punctul 4 si dreapta d cu 4 ¢ d. Demonstrati ca toate
dreptele d’ care contin punctul 4 si intersecteaza dreapta d / i
sunt coplanare.

Fig. 10
10





