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PROGRAMA DE EXAMEN MATEMATICA - BACALAUREAT

PROGRAMA M _st-nat
Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

CLASA a IX-a —4 ore/ sapt. (TC+CD)

Multimi si elemente de logica matematica

e Multimea numerelor reale: operatii algebrice cu numere reale, ordonarea numerelor reale, modulul unui
numar real, aproximari prin lipsa sau prin adaos, partea intreagd, partea fractionara a unui numar real; operatii
cu intervale de numere reale;

* Propozitie, predicat, cuantificatori;

» Operatii logice elementare (negatie, conjunctie, disjunctie, implicatie, echivalenta), corelate cu operatiile §i
cu relatiile dintre multimi (complementara, intersectie, reuniune, incluziune, egalitate); rationament prin redu-
cere la absurd;

* Inductia matematica.

Siruri

* Modalitati de a defini un sir; siruri marginite, siruri monotone;

* Siruri particulare: progresii aritmetice, progresii geometrice, formula termenului general in functie de un
termen dat §i ratie, suma primilor » termeni ai unei progresii;

* Conditia ca n numere s fie in progresie aritmeticd sau geometrica pentru n > 3.

Functii; lecturi grafice
» Reper cartezian, produs cartezian, reprezentarea prin puncte a unui produs cartezian de multimi numerice;

conditii algebrice pentru puncte aflate in cadrane; drepte in plan de formax =m sauy =m, cum € R.

* Functia: definitie, exemple, exemple de corespondente care nu sunt functii, modalitati de a descrie o functie,
lecturi grafice. Egalitatea a doua functii, imaginea unei multimi printr-o functie, graficul unei functii, restrictii
ale unei functii;

* Functii numerice (F = {f: D — R, D c R}); reprezentarea geometricd a graficului: intersectia cu axele de

coordonate, rezolvari grafice ale unor ecuatii i inecuatii de forma f{x) = g(x) (£, <, >, 2); proprietati ale functi-
ilor numerice introduse prin lecturd grafica: marginirea, monotonie; alte proprietati: paritate, imparitate, sime-
tria graficului fatd de drepte de forma x = m, m € R, periodicitate;

* Compunerea functiilor; exemple pe functii numerice.

Functia de gradul I
* Definitie;
* Reprezentarea graficd a functiei f: R — R, f(x) = ax + b, unde a, b € R, intersectia graficului cu axele de

coordonate, ecuatia f'(x) = 0;
* Interpretarea grafica a proprietatilor algebrice ale functiei: monotonie i semnul functiei; studiul monotoniei

S = Sf(x)

XX

prin semnul diferentei f'(x;) — f (x2) (sau prin studierea semnului raportului , X1, X2 € R, x1 #x2);

¢ Inecuatii de forma ax + b <0 (<, >, 2), studiate pe R sau pe intervale de numere reale;

ax+by=c
* Pozitia relativa a doua drepte; sisteme de ecuatii de tipul Y ,a,b,c,m n pelR.
mx+ny=p

» Sisteme de inecuatii de gradul 1.

Functia de gradul al II-lea
* Reprezentarea grafica a functiei f: R —» R, f(x) = ax’ +bx+c a#0,a b ceR, intersectia graficului cu

axele de coordonate, ecuatia f'(x) = 0, simetria fatd de drepte de formax =m,cum € R.

xX+y=s
* Relatiile lui Viéte, rezolvarea sistemelor de forma { Y ,8,pe R.

xXy=p




Interpretarea geometrica a proprietatilor algebrice ale functiei de gradul al II-lea
* Monotonie; studiul monotoniei prin semnul diferentei /" (x;) — f (x2) sau prin rata cresterii/descresterii:

f(xl)—f(xz)’
XX
x1, X2 € R, x1 # x2, punct de extrem, varful parabolei,
« Pozitionarea parabolei fata de axa Ox, semnul functiei, inecuatii de forma ax® + bx + ¢ <0 (>, <, >), cu a, b,
c € R, a # 0, studiate pe R sau pe intervale de numere reale, interpretare geometrica: imagini ale unor interva-
le (proiectiile unor portiuni de parabold pe axa Oy);
mx+n=y

* Pozitia relativa a unei drepte fatd de o parabola: rezolvarea sistemelor de forma { 2 h ,a, b, c,m,
ax” +bx+c=y

nelR.

Vectori in plan

* Segment orientat, vectori, vectori coliniari;

* Operatii cu vectori: adunarea (regula triunghiului, regula paralelogramului), proprietati ale operatiei de adu-
nare, inmultirea cu scalari, proprietati ale inmultirii cu scalari, conditia de coliniaritate, descompunerea dupa
doi vectori dati, necoliniari si nenuli.

Coliniaritate, concurenti, paralelism — calcul vectorial in geometria plani

* Vectorul de pozitie al unui punct;

* Vectorul de pozitie al punctului care imparte un segment intr-un raport dat, teorema lui Thales (conditii de
paralelism);

* Vectorul de pozitie al centrului de greutate al unui triunghi (concurenta medianelor unui triunghi);

e Teorema lui Menelau, teorema lui Ceva.

Elemente de trigonometrie

¢ Cercul trigonometric, definirea functiilor trigonometrice: sin, cos : [0, 2n] — [-1, 1], tg : [0, 7] \ {g} -> R,

ctg: (0, 1) > R;

¢ Definirea functiilor trigonometrice: sin : R — [-1, 1], cos : R —»> [-1, 1], tg : R\ D > R, cu D =
- {§+kn|keZ}, ctg:R\D >R, cuD={kn |k € Z};

* Reducerea la primul cadran; formule trigonometrice: sin(a + b), sin(a — b), cos (a + b), cos(a — b), sin2a,
cos2a, sina + sinb, sina — sinb, cosa + cosb, cosa — cosb (transformarea sumei in produs).

Aplicatii ale trigonometriei si ale produsului scalar a doi vectori in geometria plani

¢ Produsul scalar a doi vectori: definitie, proprietiti. Aplicatii: teorema cosinusului, conditii de perpendi-
cularitate, rezolvarea triunghiului dreptunghic;

* Aplicatii vectoriale si trigonometrice in geometrie: teorema sinusurilor, rezolvarea triunghiurilor oarecare;

* Calcularea razei cercului inscris si a razei cercului circumscris in triunghi, calcularea lungimilor unor seg-
mente importante din triunghi, calcularea unor arii.

CLASA a X-a—4 ore /sapt. (TC + CD)

Multimi de numere
* Numere reale: proprietiti ale puterilor cu exponent rational, irational si real ale unui numar pozitiv, nenul,
aproximdri rationale pentru numere reale;

* Radical de ordin n (n € N, n > 2) dintr-un numdr, proprietiti ale radicalilor;
* Notiunea de logaritm, proprietati ale logaritmilor, calcule cu logaritmi, operatia de logaritmare;
* Multimea C. Numere complexe sub forma algebricd, conjugatul unui numar complex, operatii cu numere

complexe. Interpretarea geometrica a operatiilor de adunare si de scadere a numerelor complexe si a Inmultirii
acestora cu un numar real;

* Rezolvarea in R a ecuatiei de gradul al doilea cu coeficienti reali. Ecuatii bipatrate.




Functii si ecuatii

* Functia putere: /: R > D, f(x)=x",n e N,n>2

» Functia radical: f: D - R, f(x) = &/x , n € R§in>2, unde D = [0, ) pentru » par si D = R pentru n impar;
* Functia exponentiald /: R — (0, ), f(x) = a", a € (0, o), a # 1 si functia logaritmica /: (0, ©) —> R, f(x) =
=log.x, a € (0, ), a#1;

* Functii trigonometrice directe si inverse;

« Injectivitate, surjectivitate, bijectivitate; functii inversabile: definitie, proprietati grafice, conditia necesara si
suficienta ca o functie sa fie inversabila;

* Rezolvari de ecuatii folosind proprietatile functiilor: 1. Ecuatii care contin radicali de ordinul 2 sau 3;
2. Ecuatii exponentiale, ecuatii logaritmice; 3. Ecuatii trigonometrice: sinx =a, cosx =a, a € [-1, 1], tgx=a,
ctgx =a, a € R, sin f(x) = sin g(x), cos f (x) = cos g(x), tg f (x) = tg g(x), ctg f (x) = ctg g(x).

Nota: Pentru toate tipurile de functii se vor studia: intersectia cu axele de coordonate, ecuatia f (x) = 0, reprezentarea gra-

fica prin puncte, simetrie, lectura grafica a proprietdtilor algebrice ale functiilor: monotonie, bijectivitate, inversabilitate,
semn, concavitate / convexitate.

Metode de numarare

* Multimi finite ordonate. Numarul functiilor f: 4 — B, unde 4 si B sunt multimi finite;

¢ Permutari

— numarul de multimi ordonate cu n elemente care se obtin prin ordonarea unei multimi finite cu n elemente;
—numarul functiilor bijective f: 4 — B, unde 4 si B sunt multimi finite;

* Aranjamente

— numarul submultimilor ordonate cu cate m elemente fiecare, m < n care se pot forma cu cele n elemente ale
unei multimi finite;

— numarul functiilor injective f: 4 — B, unde 4 si B sunt multimi finite;

» Combindri — numdrul submultimilor cu cate k elemente, unde 0 < k < » ale unei multimi finite cu »n elemen-
te.

Proprietati: formula combinarilor complementare, numarul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente.
* Binomul lui Newton.

Matematici financiare

» Elemente de calcul financiar: procente, dobanzi, TVA;

* Culegerea, clasificarea si prelucrarea datelor statistice: date statistice, reprezentarea graficd a datelor statisti-
ce;

* Interpretarea datelor statistice prin parametrii de pozitie: medii, dispersia, abateri de la medie;

* Evenimente aleatoare egal probabile, operatii cu evenimente, probabilitatea unui eveniment compus din
evenimente egal probabile.

Nota: Aplicatiile vor fi din domeniul financiar: profit, pret de cost al unui produs, amortizari de investitii, tipuri de credite,
metode de finantare, buget personal, buget familial.

Geometrie

* Reper cartezian in plan, coordonate carteziene in plan, distanta dintre doua puncte in plan;

* Coordonatele unui vector in plan, coordonatele sumei vectoriale, coordonatele produsului dintre un vector si
un numar real;

* Ecuatii ale dreptei in plan determinate de un punct si de o directie datd si ale dreptei determinate de doud
puncte distincte;

 Conditii de paralelism, conditii de perpendicularitate a doud drepte din plan, calcularea unor distante si a
unor arii.

CLASA a XI-a—3 ore / sapt.

Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare

Matrice

* Tabel de tip matriceal. Matrice, multimi de matrice;

* Operatii cu matrice: adunarea, inmultirea, inmultirea unei matrice cu un scalar, proprietati.

Determinanti

¢ Determinantul unei matrice patratice de ordin cel mult 3, proprietiti;

* Aplicatii: ecuatia unei drepte determinate de doud puncte distincte, aria unui triunghi si coliniaritatea a trei
puncte 1n plan.




Sisteme de ecuatii liniare

¢ Matrice inversabile din M,(R), n = 2,3 ;

* Ecuatii matriceale;

« Sisteme liniare cu cel mult 3 necunoscute; forma matriceald a unui sistem liniar;
¢ Metoda Cramer de rezolvare a sistemelor liniare.

Elemente de analizi matematica

Limite de functii

* Notiuni elementare despre multimi de puncte pe dreapta reala: intervale, marginire, vecinatati, dreapta inche-
iata, simbolurile +oo §i —o0;

 Limite de functii: interpretarea grafica a limitei Intr-un punct utilizdnd vecinatati, limite laterale;

e Calculul limitelor pentru functia de gradul I, functia de gradul al II-lea, functia logaritmica, functia exponen-
tiala, functia putere (n = 2,3 ), functia radical (» = 2,3 ), functia raport de doud functii cu grad cel mult 2,
cazuri exceptate la calculul limitelor de functii: 0/0, co/oo, 0 - o0;

* Asimptotele graficului functiilor studiate: verticale, orizontale si oblice.

Functii continue

 Continuitatea unei functii intr-un punct al domeniului de definitie; functii continue, interpretarea grafica a
continuitatii unei functii, operatii cu functii continue;

» Semnul unei functii continue pe un interval de numere reale utilizdnd consecinta proprietatii lui Darboux.
Functii derivabile

» Tangenta la o curba. Derivata unei functii intr-un punct, functii derivabile;

* Operatii cu functii derivabile, calculul derivatelor de ordin I si II pentru functiile studiate;

* Regulile lui I’Hospital pentru cazurile: 0/0, co/o0.

Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor

* Rolul derivatelor de ordinul I si al Il-lea in studiul functiilor: monotonie, puncte de extrem, concavitate,
convexitate;

* Reprezentarea grafica a functiilor.

Note: Se utilizeaza exprimarea ,,proprietatea lui ...”, ,,regula lui ...”, pentru a sublinia faptul ca se face referire la un rezul-
tat matematic utilizat in aplicatii, dar a carui demonstratie este in afara programei.

CLASA a XII-a — 4 ore / sapt.

Elemente de algebra

Grupuri

* Lege de compozitie internd, tabla operatiei;

» Grup, exemple: grupuri numerice, grupuri de matrice, grupul aditiv al claselor de resturi modulo 7;
* Morfism si izomorfism de grupuri.

Inele si corpuri

¢ Inel, exemple: inele numerice (Z, Q, R, C), Z,, inele de matrice, inele de functii reale;
¢ Corp, exemple: corpuri numerice (Q, R, C), Z,, p prim.

Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, C, Z,, p prim)

» Forma algebrica a unui polinom, operatii (adunarea, iInmultirea, inmultirea cu un scalar);

» Teorema Tmpartirii cu rest; impartirea polinoamelor, impartirea cu X — a, schema lui Horner;

* Divizibilitatea polinoamelor, teorema lui Bézout, c.m.m.d.c. §i c.m.m.m.c. al unor polinoame; descompune-
rea unor polinoame in factori ireductibili;

» Radacini ale polinoamelor; relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad cel mult 4;

* Rezolvarea ecuatiilor algebrice avand coeficienti in Z, Q, R, C, ecuatii binome, ecuatii reciproce, ecuatii

bipétrate.

Elemente de analizi matematica

* Probleme care conduc la notiunea de integrala.

Primitive (antiderivate)

* Primitivele unei functii definitd pe un interval. Integrala nedefinitd a unei functii continue, proprietatea de
liniaritate a integralei nedefinite. Primitive uzuale.

Integrala definita

* Definirea integralei Riemann a unei functii continue prin formula Leibniz-Newton;
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* Proprietti ale integralei definite: liniaritate, monotonie, aditivitate in raport cu intervalul de integrare;
* Metode de calcul al integralelor definite: integrarea prin parti, integrarea prin schimbarea de variabild. Cal-

b
culul integralelor de forma I%dx , grad O <4 prin metoda descompunerii in fractii simple.
X

Aplicatii ale integralei definite

* Aria unei suprafete plane; * Volumul unui corp de rotatie.

Nota: Se utilizeaza exprimare ,,proprietate” sau ,,regula”’ pentru a sublinia faptul ca se face referire la un rezultat matema-
tic, utilizat in aplicatii, dar a carui demonstratie este in afara programei.

PROGRAMA M _tehnologic

Filiera tehnologica, profilul servicii, toate calificarile profesionale, profilul resurse naturale si
protectia mediului, toate calificirile profesionale, profilul tehnic, toate calificarile profesionale

CLASA a IX-a -2 ore/ sapt. (TC+CD)

Multimi si elemente de logici matematica

* Multimea numerelor reale: operatii algebrice cu numere reale, ordonarea numerelor reale, modulul unui
numar real, aproximari prin lipsd sau prin adaos; operatii cu intervale de numere reale

* Propozitie, predicat, cuantificatori;

» Operatii logice elementare (negatie, conjunctie, disjunctie, implicatie, echivalenta), corelate cu operatiile si
cu relatiile dintre multimi (complementara, intersectie, reuniune, incluziune, egalitate);

* Inductia matematica.

Siruri

* Modalitati de a descrie un sir; siruri particulare: progresii aritmetice, progresii geometrice, aflarea termenului
general al unei progresii; suma primilor » termeni ai unei progresii.

» Conditia ca n numere sa fie in progresie aritmetica sau geometrica, n > 3.

Functii; lecturi grafice

* Reper cartezian, produs cartezian, reprezentarea prin puncte a unui produs cartezian de multimi numerice;

» Conditii algebrice pentru puncte aflate in cadrane; drepte de forma x = m sau de formay =m, m € R;

* Functia: definitie, exemple, exemple de corespondente care nu sunt functii, modalitati de a descrie o functie;
egalitatea a doua functii, imaginea unei functii;

¢ Functii numerice f: / — R, / interval de numere reale; proprietiti ale functiilor numerice prin lecturi grafice:
reprezentarea geometricd a graficului, intersectia graficului cu axele de coordonate, interpretarea grafica a
unor ecuatii de forma f'(x) = g(x); proprietdti ale functiilor numerice introduse prin lecturd grafica: marginire,
monotonie, paritate/imparitate (simetria graficului fatd de Oy sau origine), periodicitate;

» Compunerea functiilor; exemple de functii numerice.

Functia de gradul I

¢ Definitie;

» Reprezentarea grafica a functiei f/: R - R, f(x) =ax + b, a, b € R, intersectia graficului cu axele de coordo-

nate, ecuatia f'(x) = 0;
* Interpretarea grafica a proprietatilor algebrice ale functiei: monotonie, semnul functiei;
¢ Inecuatii de forma ax + b <0 (<, >, 2>), a, b € R studiate pe R ;

ax+by=c

* Pozitia relativa a doua drepte; sisteme de tipul { ,a,b,c,mn pelR
mx+ny=p

Functia de gradul al II-lea
* Reprezentarea graficd a functiei /: R » R, f(x) =ax’ + bx + ¢, a# 0, a, b, ¢ € R, intersectia graficului cu

axele de coordonate, ecuatia f(x) = 0; simetria fata de drepte de forma x =m, m € R;

xX+y=s
« Relatiile lui Viéte, rezolvarea sistemelor de forma { Y s, peR

Xy=p




Interpretarea geometrica a proprietatilor algebrice ale functiei de gradul al II-lea
* Monotonie; punct de extrem, varful parabolei, interpretare geometrica;
* Pozitionarea parabolei fata de axa Ox;

* Semnul functiei, inecuatii de forma a’’ +bx +c<0 (2,<,>), a, b, c € R, a#0, interpretare geometrica;
* Pozitia relativa a unei drepte fatd de o parabola;

) mx+n=y . .
¢ Rezolvarea sistemelor de forma { ,a, b, c, m, n € R, interpretare geometrica.

ax’ +bx+c=y

Vectori in plan

» Segment orientat, vectori, vectori coliniari;

* Operatii cu vectori: adunarea (regula triunghiului, regula paralelogramului), proprietiti ale operatiei de adu-
nare; inmultirea cu scalari, conditia de coliniaritate, descompunerea dupa doi vectori.

Trigonometrie si aplicatii ale trigonometriei in geometrie
* Rezolvarea triunghiului dreptunghic;

* Cercul trigonometric, definirea functiilor trigonometrice: sin, cos : [0, 2n] — [-1, 1], tg : [0, =] \ {g} -> R,
ctg: (0, 1) > R;

¢ Definirea functiilor trigonometrice: sin : R — [-1, 1], cos : R —»> [-1, 1], tg : R\ D > R, cu D =
= {§+kn|keZ}, ctg:R\D > R,cuD={kn|k € Z};

* Reducerea la primul cadran; formule trigonometrice: sin(a + b), sin(a — b), cos (a + b), cos(a — b), sin2a,
cos2a;

* Modalitati de calcul a lungimii unui segment si a masurii unui unghi: teorema sinusurilor si teorema cosinu-
sului.

CLASA a X-a -3 ore/ sapt. (TC + CD)

Numere reale:

* Proprietiti ale puterilor cu exponent rational, irational si real ale unui numar pozitiv nenul;

* Media aritmetica, media ponderatd, media geometrica, media armonica;

* Radical dintr-un numdr (ordin 2 sau 3), proprietti ale radicalilor;

 Notiunea de logaritm, proprietati ale logaritmilor, calcule cu logaritmi, operatia de logaritmare.

* Multimea C. Numere complexe sub forma algebricd, conjugatul unui numar complex, operatii cu numere

complexe. Rezolvarea in C a ecuatiei de gradul al doilea avand coeficienti reali.

Functii si ecuatii

* Functia putere: /: R > R, f(x)=x",n e N,n>2

» Functia radical: f: D - R, f(x) = &/x , n= 2,3, unde D = [0, o) pentru # par si D = R pentru n impar;

* Functia exponentiald f: R — (0, ), f{x) =a", a € (0, ©), a # 1 si functia logaritmica f: (0, ) > R, f(x) =
=logux, a € (0, ©),a#1;

« Injectivitate, surjectivitate, bijectivitate; functii inversabile: definitie, proprietiti grafice, conditia necesara si
suficienta ca o functie sa fie inversabila;,

* Functii trigonometrice directe si inverse;

* Rezolviri de ecuatii folosind proprietatile functiilor:

— Ecuatii care contin radicali de ordinul 2 sau 3;

— Ecuatii exponentiale, ecuatii logaritmice, utilizarea unor substitutii care conduc la rezolvarea de ecuatii al-
gebrice;

Metode de numérare
* Multimi finite;
* Permutari, aranjamente, combinari numarul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente.

Matematici financiare
* Elemente de calcul financiar: procente, dobanzi; TVA;
 Culegerea, clasificarea si prelucrarea datelor statistice: date statistice, reprezentarea grafica a datelor statistice;

8



« Interpretarea datelor statistice prin lectura reprezentarilor grafice;
» Evenimente aleatoare egal probabile; probabilitatea unui eveniment compus din evenimente egal probabile.

Geometrie

* Reper cartezian n plan, coordonate carteziene in plan, distanta dintre doud puncte in plan;

¢ Coordonatele unui vector in plan, coordonatele sumei vectoriale, coordonatele produsului dintre un vector si
un numar real;

* Ecuatii ale dreptei in plan determinate de un punct si de o directie datd si ale dreptei determinate de doud
puncte distincte, calcule de distante si de arii;

 Conditii de paralelism, conditii de perpendicularitate a doud drepte in plan; linii importante in triunghi, cal-
cularea unor distante si a unor arii.

CLASA a XI-a -3 ore/ sapt. (TC+CD)

Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare

Matrice

* Tabel de tip matriceal. Matrice, multimi de matrice;

 Operatii cu matrice: adunarea, Inmultirea, Inmultirea unei matrice cu un scalar, proprietati.

Determinanti

 Determinantul unei matrice patratice de ordin cel mult 3, proprietati;

* Aplicatii: ecuatia unei drepte determinate de doud puncte distincte, aria unui triunghi si coliniaritatea a trei
puncte in plan.

Sisteme de ecuatii liniare

¢ Matrice inversabile din M,(R), n = 2,3 ;

* Ecuatii matriceale;

« Sisteme liniare cu cel mult 3 necunoscute; forma matriceald a unui sistem liniar;
¢ Metoda lui Cramer de rezolvare a sistemelor liniare.

Elemente de analizi matematica

Limite de functii

* Notiuni elementare despre multimi de puncte pe dreapta reala: intervale, marginire, vecinatati, dreapta inche-
iata, simbolurile +oo §i —o0;

e Limite de functii: interpretarea graficd a limitei unei functii intr-un punct utilizand vecinatati, limite laterale;
e Calculul limitelor pentru functia de gradul I, functia de gradul al II-lea, functia logaritmica, functia exponen-
tiala, functia putere (n =2,3), functia radical (n = 2,3 ), functia raport de doud functii cu grad cel mult 2,
cazuri exceptate la calculul limitelor de functii: 0/0, co/oo, 0 - o0;

* Asimptotele graficului functiilor studiate: verticale, orizontale si oblice.

Functii continue

* Continuitatea unei functii intr-un punct al domeniului de definitie, functii continue, interpretarea grafica a
continuitatii unei functii, operatii cu functii continue;

* Semnul unei functii continue pe un interval de numere reale utilizand consecinta proprietatii lui Darboux.
Functii derivabile

» Tangenta la o curba. Derivata unei functii Intr-un punct, functii derivabile;

* Operatii cu functii derivabile, calculul derivatelor de ordin I si II pentru functiile studiate;

* Regulile lui I’Hospital pentru cazurile: 0/0, co/o0.

Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor

* Rolul derivatelor de ordinul I si al Il-lea in studiul functiilor: monotonie, puncte de extrem, concavitate,
convexitate;

* Reprezentarea grafica a functiilor.

CLASA a XII-a -3 ore/sapt. (TC + CD

Elemente de algebra

Grupuri

* Lege de compozitie internd, tabla operatiei;

* Grup, exemple: grupuri numerice, grupul aditiv al claselor de resturi modulo #;
* Morfism si izomorfism de grupuri.




Inele si corpuri
¢ Inel, exemple: inele numerice (Z, Q, R, C), Z,;

¢ Corp, exemple: corpuri numerice (Q, R, C), Z,, p prim.

Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ (Q, R, C, Z,, p prim)

» Forma algebrica a unui polinom, operatii (adunarea, iInmultirea, inmultirea cu un scalar);

» Teorema Tmpartirii cu rest; impartirea polinoamelor, impartirea cu X — a, schema lui Horner;
« Divizibilitatea polinoamelor, teorema lui Bézout;

» Radacini ale polinoamelor; relatiile lui Viéte pentru polinoame de grad cel mult 3.

Elemente de analizi matematica

Primitive (antiderivate)

* Primitivele unei functii definite pe un interval. Integrala nedefinitd a unei functii continue, proprietatea de
liniaritate a integralei nedefinite. Primitive uzuale.

Integrala definita

* Definirea integralei Riemann a unei functii continue prin formula Leibniz-Newton;

* Proprietdti ale integralei definite: liniaritate, monotonie, aditivitate in raport cu intervalul de integrare;

* Metode de calcul ale integralelor definite: integrarea prin parti, integrarea prin schimbarea de variabila. Cal-

b
culul integralelor de forma ‘[%dx ,grad 0 <2.
x

Aplicatii ale integralei definite
* Aria unei suprafete plane;
* Volumul unui corp de rotatie.
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BREVIAR TEORETIC

CLASA a IX-a

ALGEBRA

I. Numere reale

e Multimi finite. Reguli de numéirare

- O multime este finitd daca are n elemente, n € N.

- O multime este infinita daca nu este finita.

- O multime A c R se numeste mdrginitd daca 3 m, M € R astfel incdt m<x <M, V x €
e A.

Regula sumei: Daca un anumit obiect A poate fi ales in m moduri, iar un alt obiect B poate
fi ales in n moduri, atunci alegerea ,,lui A sau B poate fi realizatd in (m + n) moduri.

Regula produsului: Daca un obiect A se poate alege in m moduri si daca dupa fiecare ast-
fel de alegere, un obiect B se poate alege in n moduri, atunci alegerea perechii (A, B) in aceasta
ordine, poate fi realizata in m - n moduri.

. . X, x>0
¢ Modulul unui numar real: |x| =

-X,x<0
a)x|=20,VxeR
b)|x=x,VxeR
ox-yl=x-ly,Vx,yeR
x| _
—(=—,VxeR, VyeR*
yl |y
e) x| =lyll<x+yl<ix[+[y,Vx,y e R

d)

f)|x]=a,a>0< x=1=a
g x|fac-a<x<aoxe[aal,a>0
h)|x|>a<>x<-asaux>a< x € (—o,—a] U [a, +o),a>0

o Partea intreaga si partea fractionara

- Se numeste partea intreagd a numarului real x, notata [x], cel mai mare intreg mai mic
sauegal cux. Deci [x] € Zsi [x] <x<[x]+1,Vx e R.

- Se numeste partea fractionard a numarului real x, notatd cu {x}, diferenta dintre x si
partea lui intreagd. Deci {x} € [0, 1) si {x} =x—[x], Vx € R.

Proprietati:
ayxelk,k+1)ykeZ=[x]=k;

bxl=x<=xeZ& {x}=0;

11



¢)[x+tn]=[x]+n, VxeR,neZ;
d{x+n}={x},VxeR,neZ

e x—1<[x]<x,VxeR.

o Inegalititi remarcabile (pentru doud numere reale)

a) Inegalitatea mediilor: V a, b > 0 avem:
a+b

min(a, b) < ] 2 I <4lab < <max(a,b) ;

a b
b) Inegalitatea Cauchy—Buniakovski—Schwartz:

a,b,x,y € R, (ax +by)’ < (2’ + b)(x* +y7);
c) Inegalitatea lui Bernoulli:
a>0,r>-1,re Q, (1 +a)>1+ro.

o Principiul inductiei matematice

Propozitia p(n) este adevarata pentru ¥V n € N daca sunt verificate urmatoarele doua conditii:
1. Propozitia p(n) este adevarata pentru n = 0;

2. Din presupunerea ci p(n) este adevarata pentru n = k, k € N rezultd ca este adevarata

pentrun=k + 1.

Etapele inductiei matematice
I. Verificarea propozitiei: pentru n = 0 verificim dacé p(0) este adevarata;
II. Demonstratia: p(k) — p(k + 1). Presupunem ca p(k) este adevaratd si demonstram ca

p(k + 1) este de asemenea adevarata. Dacd cele doud etape sunt validate, atunci are loc

Concluzia: Propozitia p(n) este adevérata, V n € N.

Formule care pot fi demonstrate prin inductie matematica:

IL.

a)l+2+...+n=@,neN*;

b) 1?+2%+..+n° :w,n € N*;

2
o P+2°+. . +n° ={@} ,neN".

Progresii aritmetice si geometrice

o Sirul (a,),> se numeste progresie aritmetica dacia, € Rsiay =a,+r,Vn>1,r e R,

unde r se numeste ratia progresiei aritmetice.

12

Proprietati:

a) Formula termenului general este a,=a; + (n— )r, Vn 2> 1;

Ap 1 Tan4 Y n>2:
2 b - 2

c) aj, a, ..., 8, sunt in progresie aritmetici <> a, +a,=ay+ta, | =..=a+a, 4, vV k=Ln

b) (an)n=1 progresie aritmetica < a, =

_ (a,+a,)n

d) S, =a;+a,+..+a, ,Vnx>1.



o Sirul (b,),>; se numeste progresie geometrica daca by € R* si by =b, - q, V n > 1;
q # 0 se numeste ratia progresiei geometrice.

Proprietati:

a) Formula termenului general este b, =b; - ¢, V n > I;

b) (by)u>1 € progresie geometricd < brzl =b,_ by, Vnx1;

c) by, by, ..., b, sunt in progresie geometrica < b; - b,=by - b, ;=...=by - by, V k=1,
n [—
b, ——.q=#1
d) S, =b,+by +.tb, =1 g1 47
nb,, q=1

III. Functii

e Fie A, B#J, f: A > B se numeste functie definitd pe A cu valori in B, daca oricarui x
din A i se asociaza un unic element y din B.

A se numeste domeniu de definitie, B se numeste codomeniu, iar f se numeste lege de
corespondentd.

e Graficul unei functii este multimea: Gy = {(x, f(x)) | x € A}.

 Proprietati:

a) f: R — R se numeste functie para daca f(—x) = f(x), V x € R;

b) f: R — R se numeste functie impari; f(—x) =—f(x), V x € R;

c) f: R > R se numeste functie periodica daca exista T > 0, astfel incat f(x + T) = f(x),

Vxel;

d) f: A > B, atunci f(A) = {f(x) | x € A} se numeste imaginea functiei f;
e) f: A — B este crescitoare pe | C A dacd V xy, x, € [, cu x; <x, = f(x;) < f(x,) sau daca
f(x;) - f(x;)

X1 =X

>0 ; (f este strict crescatoare pe I € A dacd V x; <x; € [ = f(x)) <f(x,);

f) f: A —> B este descrescitoare pe [ € A daca V xy, X, € [, cu x; <x, = f(x;) = f(x,) sau
f(x)—f(x,)
X=Xy

daca <0; (f este strict descrescatoare pe | € A dacd V x; <x, € | = f(x;) >

> 1(x,);
(g)z)Graﬁcul lui f: R —» R are axa de simetrie dreapta x = a, daca f(a + x) = f(a — x) sau f(x) =
=fRa—x), Vx e R.
e Dacaf: A—> Bsig:B— C, functia g o f: A — C se numeste compunerea lui f cu g si
(g ° H(x) = g(f(x)).
o Functia f: A — B este inversabila daca existd o functie g: B — A astfel incat go f= 14

si fo g = 1p. Functia g se numeste inversa lui f si se noteazi cu .

e Functia de gradul I
f:R> R, f(x)=ax+b,acR*,beR
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Monotonia:
a) f strict crescatoare pentru a > 0;
b) f strict descrescatoare pentru a < 0;

Semnul:
X —00 —E +00
a
Semn contrar 0 semnul lui a

ax+b

luia

Graficul este o dreapta.
¢ Functia de gradul II

f:R>R f(x)=ax’+bx+c,aeR*bcelR

2
. b A
Forma canonica: f(x)=a| x+—| ——;
2a 4a
Monotonia:
a>0
X —00 — L +o0
2a

A
f(x) ‘\ 1 /
A b . A
min f(x) =——pentru x =——gsi Imf =| ——,+
() 4ap * 2.91S [ 4a j
a<0

X ‘oo - +o0
£(x) ‘ 7 _% —

maxf(x)z—%pentru x:—z—z si Imf:(—oo,—A}

4a
Semnul:
A>0
X —00 X| Xa
semnul lui a 0 semn 0 semnulluia
f(x) contrar
luia
A=0
X —00 X =X, = _i
2a
f(x) | semnul lui a 0 semnul lui a
A<0
X —o0
f(x) semnul lui a
o ( b A ] : b
Graficul este o parabola cu varful V| ——,—— |si x = —— axa de simetrie.
2a 4a 2a
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o Ecuatii de gradul al II-lea

—btA
2a

- Descompunerea in factori: ax” + bx + ¢ = a(x — X;)(X — X,);
- Natura radacinilor:

A>0=x#X; € R;

ax’ + bx + ¢ = 0; A = b* — 4ac; Xj =

A=0=x,=X;, € R;
A<0:>X1,X2 ¢ R.
- Relatiile lui Viete:

b c
S = x1+x2:—;; P:x1~x2:;; x12+x§:SZ—2P; x13+xg:S3—3PS;

- Daca se cunosc radacinile x; §i x, ecuatia de gradul al II-lea care are aceste solutii este:
x>~ Sx+P=0;
- Notdm s, =X, +X}, atunci as, + bs, | + ¢s, » =0.

GEOMETRIE $I TRIGONOMETRIE

I. Vectori in plan

e Fie A, B, C trei puncte necoliniare. Atunci:
a) AB+BC = ACsau E+ﬁ+a—6'

b) Daca M € BC, astfel incat M——k:> AM —LAB+LA—C)
CM k+1 k+1

c¢) Daca M este mijlocul lui BC = AM = %(E + AC) .
« Doi vectori AB si CD se numesc coliniari daca au aceeasi directie; ﬁsi CD coliniari <
& Ja e Rastfel incat AB=0aCD.
« 1Inreperul cartezian (O, T, 3) consideram punctele A(xy, y1), B(Xa, v2), M(X, y). Atunci:

a) v= OM =xi + y} se numeste vectorul de pozitie al punctului M;

b) ‘m‘:ﬂxz +y2 :M;

c) AB=AO+0OB=0B-0A = (xg - XA)l +(yg - YA)J ;

d) Notam OA =u si OB = V; u-v= ‘qu‘ cos@, unde @ = <(;1, ;,) se numeste produsul
scalar a 2 vectori in plan;

e) u-v= (x11+y1J)(x21 +y2])—xlx2 +y,y, pentru ca i _]—1 J—lsl i 3 3 I:O

f) uJ_V<:>COS(p:O<:>u-V:O < XX, +yy, =0;

- - . A~ v X
g) usi vcoliniari & 3 o € R astfel incat u=av < ~L =L
X2 Y2
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II. Geometrie analitica in plan
Fie (Oxy) un reper cartezian si A(Xy, 1), B(X2, ¥2), C(X3, y3) trei puncte in plan. Atunci:
8) |AB| = (x, —x))? + (v, -y)) ;

b) Daca M este mijlocul segmentului [AB] = M(%,uj;

2

¢) Daci G este centrul de greutate al triunghiului ABC = G( Xt X32 Xy NitYatYs j ;

3
d) Panta unei drepte: m = tg o este tangenta unghiului pe care il face o dreapta cu directia
pozitivi a axei Ox; m = Yo=Y :
Xy — X,

e) Ecuatia generala a dreptei: ax + by + ¢ =0;
f) Ecuatia dreptei determinata de doud puncte A si B este:

x y 1
YN X278 qaulx, y, 1[=0;
Y= X27X

Xy ¥y |

g) Ecuatia dreptei determinata de un punct My(Xo, yo) $i panta m este y — yo = m(x — Xo);
h) Ecuatia explicita a dreptei este y = mx + n;
i) Distanta de la un punct la o dreapta:
|ax0 + by, + c| )
Va? +b?
| gy 1
J) Aria triunghiului ABC este S = E|A|’ unde A=x, y, 1.
X3 y; 1

M(Xg, ¥o) §i d: ax + by + ¢ =0 = d(M,, d) =

b ¢
oG

B

.. . - . a
« Conditia de paralelism a doui drepte: d; || d, & m; =m, sin; #n, & —L = 5
a 2 CG

¢ Conditia de perpendicularitate a doud drepte: d; L d & m; - my, =—1;
¢ Conditia ca doua drepte sa fie concurente: m; # my;

Xy 1
+ Conditia de coliniaritate a 3 puncte: A, B, C coliniare < [x, y, 1=0.
X3 y3 1
III. Trigonometrie
¢ Functii trigonometrice: f: R — [-1, 1], f(x) = sin x; g:R—[-1, 1], g(x) = cos x.

Proprietati:
a)—1<sina<l;-1<cosa<l,VaekR;
b)sin2a+coszoc: I,VacekR;
¢) sin(a + 2km) = sin a; cos(a + 2kn) =cos a; Vk € Z, o € R;
d) sin(—a) = —sina; cos(—a) =cos a; V o € R.
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Dacid tgx = Smx JX # (2k+Dn ,keZ, ctgx = Cf)sx

cos X 2 sin X
e) tg(—a) = —tg a; ctg(—a) =—ctg o, V o € domeniului;

;X #kn, k € Z, atunci:

ftga-ctga =1,V a e R pentru care sin o - cos o # 0;
g)tg(a +kn)=tg a; ctg(a t kn) =ctga, Vk € Z.
e Reducerea la primul cadran
a) sin(m — x) = sin x; cos(m —x) =—cos X, V X € R;
b) sin (1 + x) = —sin x; cos(n + Xx) =—cos X, V x € R;
¢) sin(2m — x) = —sin x; cos(2m —x) =cos x; V x € R.
¢ Formule trigonometrice:
sin(a+ b) =sinacos b + sin b cos a;
cos(atb)=cosacosbFsinasinb;
J’_
1 ¥ tgatgb
sin 20, = 2sin 0.coS o}
cos 20, = cos® o — sin® o = 1 — 2sin® o = 2cos’ o — 1;
.2 1—-cos2a 5 1+ cos2a
sin Q:T;cos azT;

tg20 = 2tgal

1—tg20c '

< o . 2t 1
Daca tfg—-=t=smmo=—-;cos0=—7>;
2 I+t I+t

athb arb

sinaz*sinb= 2sin cos ;

a+b
cos+ cosb =2cos

cos ;

a—-b
5
e Aplicatiile trigonometriei in geometrie
In triunghiul ABC notam |AB| = ¢; |AC| = b; [BC| = a si m(¥A) = A, m(«B) = B, m(xC) = C
b ¢
sinA sinB  sinC

. a+b .
cosa—cosb =-2sin sin

a) Teorema sinusurilor: =2R, R este raza cercului circumscris tri-

unghiului;
2, 2 2
b) Teorema cosinusului: a? =b* +c¢? —2bccos A <> cos A = b;%
c

c¢) Formule pentru aria unui triunghi:
S a-h, ;S:@:Rzab;c;8= absinC
2 4R 4S 2

triunghi; S = /p(p—a)(p-b)(p—c) .

S A
;S=p-r=r=—, r = raza cercului inscris in
p
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CLASA a X-a

I. Puteri cu exponent natural

Definitie. Fiea €e Rsin e N¥*, n>2. Atunci a" =a-a-a-...-a.
n

a" = putere; a = baza puterii; n = exponentul puterii.

Conventie: a®=1,a=0; 0° nu are sens; a' = a.

Puteri cu exponent intreg negativ

TP N 1 . a1 o .
Definitie. Fiea € R,a#0,n N, Atunci: a™® = —.lar a - reprezinta inversul lui a.
a a

Puteri cu exponent rational

m 1
. . m . — .=
Definitie. Fie a> 0 si r=—.,meZ,neN,n>2 Atunci a’ =a” =¥a™ iar an :%/;.
n

Puteri cu exponent real

Proprietatile puterilor cu exponent real:
Fiea,b>0, x,y € R. Atunci:
X

X X
l.a*-a¥=a""; 2, a_y =a*"; 3.(ab)’=a*-b"; 4. (—j =2 ;0 S.(a) =a".
a

II. Radicalul de ordin n

Definitie

1. Fiea >0 sin € N*, n par. Radicalul de ordin n din a (sau rddacina de ordinul n din a) este
numarul real pozitiv notat cu %/; , cu proprietatile: 2/; >0, (2/; )'=a.

2. Fiea e Rsin e N* n >3, nimpar. Radicalul de ordin n din a este numarul real notat cu

%, cu proprietatea: (%)n —-a.

Cazuri particulare:
1. Dacan=2, %/; = \/; , a> 0 si se numeste radical de ordin 2 din a sau radacina patrata din a.

2. Dacin=3, ¥a,a e R si se numeste radical de ordin 3 din a sau radicina cubici din a.
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Proprietdti ale radicalilor:

Nr.crt. n, numar natural par, n > 2

n, numar natural impar, n > 3

1 Ya-¥b,Va,b>0
Yab = {
lal-4|bl,a,b<0

Ja-b :%-%,Va,b eR

2
Va Va,bx>20,b#0

f+-Im
o

,Va-b>0,b=0

r&/E:E,Va,beR,b;tO
b b

3 @Gfa)" =¥a™,va>0,meN’

(%)m ={a",Va,beRmeN’

a =

4 Ya,a>0,meN
% al,a<0,mpar

"Na™ =4%/a,Va e R, mimpar

3 \“/‘{‘/—:m{‘/;,VaZO,meN*,mZZ

Y¥a =/a,VaeR,me N, mimpar

6 ) %fa>b,a>0,b>0
a-qb=
—X/a’b,a<0,b>0

a-Yb =""Va>b,Va,beR

7 /oy = a-Ab,a20,b>0 232 =a. b, Va,be R
—a-%/b,a<0,b>0
8 Pentru a, b > 0 are loc echivalenta:

Q/;<%/E<:>a<b

Pentru a, b € R are loc echivalenta:

%/§<%/E<:>a<b

Rationalizarea numitorului (se presupune cé au sens radicalii de mai jos):

Tipul numitorului Conjugata

Rezultatul de la numitor

1 =
Yot

1 nlan—k

nak a

it Garib

(a++yb)-(aFvb)=a-b

Yot

\/_ b+\/b_2

(a £3b)-Rfa® 73ab +

Ya +ib

+%/b_2)=airb

J
W
Ya? $Vm + 16
T

Ya"' +¥a" 2 Wb +..+ b

(%_%) (Man—l +nlan—2 .

VYar ! 1822 Ao 4.+ 8o | Va-¥b

Yo +..+¥b" ) =a-b

III. Logaritmi

Definitie: Fie a>0,a# 1 six > 0. Atunci: log, x =y <> a¥ = x sau a'%%* =x.

f(x)> 0

Conditii de existentd pentru logaritmi: log,y, f(x) are sens daca < g(x) >0.

g(x)=1
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Proprietatile logaritmilor:

1. log,1=0silog,a=1,Va>0,a#1;

2. log, (xy)=log,x+log,y,VXx,y >0sia>0,a=1;
Generalizare: log, (X,X;...X,) =log, X, +log, X, +...+log, X, , V X1, X2, ..., Xy > 0 §i
Va>0,a#1;

3. loga[i)zlogax—loge1 y,Vx,y>0sia>0,a=1;
y
Consecinta: loga(l] =—log,x,Vx>0sia>0,a#1;
X

4. log,x*=0-log,x,Vx>0,a>0,a=1lsiaeR,

5. Formula de schimbare a bazei: log, x = iOg—bX ,Vx>0siVab>0,ab=l1.
ogy a

Consecinta: log, b = ,Vab>0,a,b=1.

log, a

6. b= =cleb v b >0 axl.
IV. Forma algebrica a unui numar complex
Multimea numerelor complexe: C = {z=a+bi,a,b e R, i*=—1}

Multimea numerelor complexe pur imaginare: R*i = {z=bi | b € R*}
Unitatea imaginara: i*=—1
Forma algebrica a unui numar complex: z =a + bi,
unde a=Re(z) € R = partea reala a numarului complex z;
bi = partea imaginara a numarului complex z;
b =1Im(z) € R = coeficientul partii imaginare

Puterile lui i: pentru k € N avem: i*=1

Ak+ .
14k1 i
-4k+

14k2 1
Akt .
14k3 i

al :a2

Egalitatea a doud numere complexe: a; +bji=a, +b,i < {b b
1= 92

Numere complexe conjugate

Definitie. Fie z=a + bi € C. Atunci numarul complex z=a— bi se numeste conjugatul lui z.
Proprietati:
1. z+;:2Re(z)e R,VzeC; z-z=a’+b’ >0,VzeC,z=a+bi

2. ;:Z,VZGC;

3. zy+2,=2,+2,,V2,2cC;

Generalizare: z,+ 2z, +..+2, =2, + 2y +..+2, ,V 2,23, ..., 2, € C;
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SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f: R — R, £ (x) =x" —x.

a) Ardtatica f'(x)=2x-1, x e R.
S0

b) Calculati lim 22~
x>ty

c) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f In punctul de abscisa x, = 1, situat pe
graficul functiei f.

1
2. Se consideri functia f: (0, +0) - R, f(x) = 2x + —

Lol
a) Aratati ca j—dle.
X

1
b) Aritati ca functia F : (0, +o0) — R, F(x) = x> + In x + 2 este o primitiva a functiei f.

c) Aratati ca suprafata plana delimitatd de graficului functiei £, axa Ox si dreptele de ecua-
tilx =1 six = 2 are aria mai mica strict decat 4.
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